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Приведены результаты моделирования трансформируемых механических систем, применяемых при создании 
робототехнических устройств и изделий космических аппаратов. Трансформируемые системы рассматри- 
ваются в виде многозвенных шарнирных механизмов с размещенными на звеньях или на основании приводами. 
Проведенный анализ публикаций показал, что при создании трансформируемых систем используются как  
разомкнутые, так и замкнутые кинематические цепи. 

Для описания работы использованы уравнения Лагранжа второго рода в матричной форме, которые спра-
ведливы как для разомкнутых (последовательных), так и для замкнутых (параллельных) структур. С целью 
решения прямой задачи динамики и определения необходимых управляющих моментов приводов предложена 
математическая модель четырехзвенного механизма раскрытия штанги панелей солнечных батарей (после-
довательная структура). При построении модели принято, что механизм работает в горизонтальной плоско-
сти, моменты сил тяжести, приложенные к звеньям, воспринимаются устройствами обезвешивания. 

Моделирование проводилось в среде графического программирования LabVIEW, при этом разработаны 
виртуальные приборы, позволяющие вычислять координаты характерных точек механизма, например, цен-
тров масс звеньев как точек крепления устройств обезвешивания, виртуальные приборы вычисления матриц 
инерции звеньев, кинетической энергии звеньев и необходимых моментов сил приводов. 

Предложенная модель и разработанные виртуальные приборы позволяют решать прямую задачу динамики 
трансформируемой механической системы и могут быть использованы при проектировании новых образцов 
робототехнических систем и изделий космических аппаратов. 

 
Ключевые слова: робототехника, многозвенный трансформируемый механизм, матричный метод, прямая 

задача динамики. 
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The results of the modeling of the transformable mechanical systems are presented. This mechanical systems are 

used for construction space vehicles and robotics devices. They are constituted of a succession of rigid bodies, each of 
them being linked to its predecessor and its successor by a one-degree-of-freedom joint. Each segment being linked to 
its successor by a revolute or translational joint. Each of the joints can being actuated. The analysis of publications has 
shown that open-loop kinematic chains and closed-loop kinematic chains are used. 

The Lagrange dynamical equations in matrix form are used for the modeling mechanical systems. This equations 
are true for open-loop kinematic (serial) and closed-loop (parallel) kinematic chains. The forward problem of the dy-
namics of the opening the bar of the solar panels are presented (open-loop kinematic chain). In this case are accepted, 
that the rigid bodies of the device are rotating in a horizontal plane and gravitational moments are perceive by balance. 

The modeling of the transformable mechanical systems are implemented by LabVIEW. Virtual instruments for cal-
culate the coordinates of behavioral points of the mechanical system, for example, centre of mass, as points for mount  
balance, matrix of the inertia, the kinetic energy of the system and the force of the actuator are presented. 

The article proposes the results of the modeling and virtual instruments are solved the forward problem of the dy-
namics of the transformable mechanical systems and can being used for design robotic system and manufacture of the 
space vehicles. 

 
Keywords: robotics, multijointed transformable mechanism, matrix method, forward problem of the dynamics of  

robots. 
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Введение. При создании изделий ракетно-
космической техники, робототехнических и меха-
тронных устройств широко применяются различные 
трансформируемые механические системы (антенны, 
рефлекторы, манипуляторы и т. п.). Подобные систе-
мы можно рассматривать как многозвенные механиз-
мы с размещенными на звеньях или основании при-
водами. Из-за сложности проектирования, изготовле-
ния и отладки, а также с учетом высокой стоимости 
подобных устройств возникает необходимость по-
строения их математических моделей и определения 
динамических характеристик. В статье рассмотрено 
построение математической модели на примере четы-
рехзвенного механизма раскрытия штанги панелей 
солнечных батарей [1–11].  

Кинематическая модель. Четырехзвенный меха-
низм, расчетная схема которого приведена на рис. 1, 
состоит из основания (звено 0) и трех шарнирно  
соединенных звеньев 1, 2 и 3. Шарниры расположены 
в точках A, B, F, оси шарниров параллельны между 
собой. Перемещения звеньев кинематически связаны 
при помощи тросовых передач. Привод звеньев раз-
мещен на основании. 

Для описания указанного плоского многозвенного 
механизма, построенного по разомкнутой кинемати-
ческой схеме с тремя вращательными (В) парами пя-
того класса, оси которых параллельны между собой, 
воспользуемся матричным методом, который приме-
ним для описания как замкнутых, так и разомкнутых 
кинематических цепей [12]. 

С каждой В парой связываем i-ю систему коорди-
нат 1, 2, 3,, ,i i ix x x

  
, где i = 0–2. Разметка осей приведена 

на расчетной схеме (рис. 1). Каждую ось 3,ix


 направ-

ляем вдоль оси соответствующего шарнира перпен-

дикулярно плоскости чертежа, ось 1,ix


 направляем 

вдоль или параллельно продольной оси i-го звена, ось 

2,ix


 направляем так, чтобы система координат была 

правой. 

Инерциальную систему координат 1,0 2,0 3,0, ,x x x
  

 

связываем с основанием (звено 0). Переход от i-й к  
(i – 1)-й системе координат описывается однородной 
матрицей перехода [12] 

1, 1

2, 11

cos sin 0 cos

sin cos 0 sin
,

0 0 1 0

0 0 0 1

i i x i i

i i x i ii
i

q q d q

q q d q
A





  
  
 
 
 

 

где iq  – обобщенные координаты, определяемые как 

углы между векторами 1, 1ix 


 и 1,ix


; 1, 1x id   и 2, 1x id   – 

сдвиг начала (i – 1)-й системы координат до совмеще-
ния с началом i-й системы координат соответственно 
по направлению векторов 1, 1ix 


 и 2, 1ix 


.  

В инерциальной системе координат векторное 
уравнение кинематики четырехзвенного механизма 
имеет вид 

0 1 1
0 1 2
i i i

i i i ir A A A r B r      
  

,      

где 0 1 1
1 2

i
i iB A A A      , 1,  2,  3i  . 

Механическая модель. Составим уравнение дви-
жения для четырехзвенного механизма. Для этого 
воспользуемся уравнениями Лагранжа второго рода, 
которые справедливы для описания как замкнутых, 
так и разомкнутых кинематических цепей. 

Уравнения Лагранжа второго рода [2; 3] для плос-
кого многозвенного механизма имеют вид 

,k
k k

d L L
M

dt q q

 
 

 
 

где 1,  ...,k n ; n – число степеней подвижности; 
L K P   – функция Лагранжа; K – кинетическая 
энергия; P – потенциальная энергия; kq  – обобщен-

ные скорости; Mk – обобщенные силы или моменты.  

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
 

Fig. 1. The design scheme 
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Полная кинетическая энергия i-го звена опреде- 
ляется [13; 14] выражением 

 
1 1

1
,

2

i i
j pT

i i i i j p
j p

K Tr B I B q q
 

        

где матрица j i
i

j

B
B

q





 описывает изменение матрицы 

iB  при изменении обобщенной координаты jq ; iI  – 

матрица инерции i-го звена; Т – знак операции транс-
понирования матриц. 

Для сборки уравнений движения необходимо вы-
числить производные кинетической энергии по обоб-
щенным скоростям и времени. 

Для звеньев механизма 

 1 11
1 1 1 1

1

,TK
Tr B I B q

q


   





 

   1 2 2 22
2 2 2 1 2 2 2 2

2

,T TK
Tr B I B q Tr B I B q

q


       


 


 

 
   

1 33
3 3 3 1

3

2 3 3 3
3 3 3 2 3 3 3 3

            

 .

T

T T

K
Tr B I B q

q

Tr B I B q Tr B I B q


    



       




 
 

Матрица 0
1CA  преобразования системы координат 

1,1 2,1 3,1, ,C C Cx x x
  

 к инерциальной системе координат 

1,0 2,0 3,0, ,x x x
  

 имеет вид 
0
1 21 .q d
C CA A A   

Матрица 1
2DA  преобразования системы координат 

1,2 2,2 3,2, ,D D Dx x x
  

, связанной с центром масс звена 2 

(точка D), к системе координат 1,2 2,2 3,2, ,x x x
  

, начало 

которой располагается на оси шарнира В, имеет вид 
1 2
2 22 ,q

D DA A A   

где 2
qA  – матрица поворота. 

Определим необходимые матрицы преобразований 
для звена 3 механизма. 

Матрица 3
qA  элементарного поворота на угол 3q  

вокруг оси 3,3x


 имеет вид 

3 3

3 3
3

cos sin 0 0

sin cos 0 0
.

0 0 1 0

0 0 0 1

q

q q

q q
A

 
 
 
 
 
 

 

Матрица 3
3EA  элементарных сдвигов от системы 

координат 1,3 2,3 3,3, ,E E Ex x x
  

, связанной с центром масс зве-

на 3 (точка E), к системе координат 1,2 2,2 3,2, ,x x x
  

, начало 

которой располагается на оси шарнира F, имеет вид 

3

3
53

1 0 0
2

0 1 0 .
0 0 1 0

0 0 0 1

E

a

dA

 
 
 

  
 
 
  

 

Матрица 2
3EA  преобразования системы координат 

1,3 2,3 3,3, ,E E Ex x x
  

 к системе координат 1,2 2,2 3,2, ,x x x
  

 

имеет вид 
2 3
3 33 .q

E EA A A   

Определим [13; 14] матрицы jk
iB , описывающие 

изменение матриц j
iB  при изменении координаты kq : 

 
1

11 0 2 0 21
1 1 1 21

1 1

,q d
C C C

B
B D A D A D A A

q q

 
       
 

 

 
1

12 0 1 0 12
1 1 2 1 2

2 2

,D D
B

B D A A D A D A
q q

 
       
 

 

 
2

22 0 1 0 2 12
2 1 2 1 2

2 2

,D D
B

B A D A A D A
q q

 
      
 

 

 
1

13 0 1 2 0 1 23
3 1 2 3 1 2 3

2 3

,E E
B

B D A A A D A A D A
q q

 
         
 

 

 
2

23 0 1 2 0 1 23
3 1 2 3 1 2 3

2 3

,E E
B

B A D A A A D A D A
q q

 
         
 

 

 
3

33 0 1 2 0 1 2 23
3 1 2 3 1 2 3

2 3

,E E
B

B A A D A A A D A
q q

 
        
 

 

где для вращательных пар матрица D имеет вид 

0 1 0 0

1 0 0 0
.

0 0 0 0

0 0 0 0

D

 
 
 
 
 
 

 

Уравнение движения для k-го звена имеет вид 

 

 
1

, 1

          

.

i k
j kT

i i i j
j

i k
jp kT

i i i j p k
j p

Tr B I B q

Tr B I B q q M









   

     







 
 

Механизм работает в горизонтальной плоскости, 
моменты сил тяжести, приложенные к звеньям, вос-
принимаются устройствами обезвешивания. Момен-
тами сил трения в шарнирах на первом этапе исследо-
вания можно пренебречь. Следовательно, в качестве 
обобщенной силы принимаем момент сил М1, прило-
женный к звену 1.  

Звенья кинематически связаны и для полного рас-
крытия 

2 12q q   , 3 12 .q q   

Моделирование проводилось в среде графического 
программирования LabVIEW [15; 16]. 

Задав диапазон изменения обобщенной координа-
ты q1, решаем прямую задачу кинематики, график 
изменения координат центров масс звеньев приведен 
на рис. 2. Для решения прямой задачи динамики соз-
даны виртуальные приборы (ВП), позволяющие вы-
числять матрицы инерции звеньев, кинетическую 
энергию звеньев и необходимые усилия или моменты 
сил приводов (рис. 3). 
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Рис. 2. Графики изменения координат центров масс звеньев механизма 
 

Fig. 2. Graphs of the change in the coordinates of the centers of mass of the links of the mechanism 
 

 
 

Рис. 3. Лицевая панель ВП вычисления кинетической энергии первого звена 
 

Fig. 3. Front panel of the VP of calculating the kinetic energy of the first link 
 
Заключение. В результате выполненной работы 

разработаны математическая модель и виртуальные 
приборы, позволяющие решать прямую задачу кине-
матики и динамики трансформируемых механических 
систем, т. е. на основании заданных законов движения 
и массоинерционных характеристик звеньев опреде-
лять необходимые обобщенные силы или моменты, 
развиваемые приводами звеньев. Результаты исследо-
вания могут быть использованы при проектировании 
робототехнических и мехатронных систем, а также 
при разработке механических систем космических 
аппаратов. 
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