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Исследованы групповые свойства уравнений движения двумерного слоя идеальной жидкости относительно 

функции, описывающей толщину слоя жидкости под свободной границей. Уравнения записаны в модифициро-
ванных переменных, что позволило зафиксировать границы области по новой переменной ξ . Поставлена зада-
ча группового анализа, найден продолженный оператор на первые производные, используя критерий инвари-
антности, построены определяющие уравнения и найдены преобразования эквивалентности для системы 
уравнений (1)–(4). Преобразования эквивалентности – это такие преобразования, которые сохраняют струк-
туру исходной системы уравнений. Доказано, что преобразования эквивалентности для системы (5)–(8) име-
ют структуру бесконечномерной группы преобразований. Данная задача имеет прикладное значение для на-
хождения точных решений систем дифференциальных уравнений вида (1)–(4).  
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Group properties of the equations of the movement of a two-dimensional layer of ideal liquid concerning the func-
tion describing thickness of a layer of liquid under free border are investigated. The equations are written down in the 
modified variables that allowed to record area borders on a variable. The task of the group analysis is set, the contin-
ued operator on the first derivatives is found, using the criterion of invariancy, the defining equations are constructed 
and equivalence transformations for system of the equations (1)–(4) are found. Transformations of equivalence are 
such transformations which keep structure of initial system of the equations. It is proved that the equivalence transfor-
mations for the system (5)–(8) have the structure of the infinite-dimensional group of transformations. This task has 
applied the value for finding of exact decisions of systems of the differential equations of a look (1)–(4). 
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Описание системы уравнений. Многие исследо-

ватели нелинейных уравнений давно используют 
групповой анализ дифференциальных уравнений. Так 
как принципы инвариантности закладываются при 
выводе уравнений, применение группового анализа 
особенно эффективно и плодотворно в области фун-
даментальной механики и физики [1–4].  

В последнее время особо актуальным стало иссле-
дование задач математического моделирования раз-
нообразных физических процессов. Главной целью 
группового анализа является построение точных ре-
шений дифференциальных уравнений. На пути по-
строения этих решений важной частью задачи являет-
ся нахождение преобразований эквивалентности для 
заданной системы уравнений. В данной работе полу-
чены преобразования эквивалентности для системы 
уравнений, описывающей двумерное движение иде-

альной жидкости, записанных в модифицированных 
переменных.  

Рассмотрим систему уравнений движения двумер-
ного слоя идеальной жидкости по наклонной плоско-
сти. Уравнения запишем в декартовой системе коор-
динат так, чтобы ось z  была ортогональна к подлож-
ке, а ось x  направлена в сторону действия скаты-
вающей силы. Жидкость занимает область 

{( , ) : , 0 ( , )}x z x z H x tΩ = −∞ < < +∞ < < , где t  – вре-
мя; H  – толщина слоя жидкости. В уравнения дви-
жения жидкости входят компоненты вектора скорости 
( , )u w , p  – давление (скатывающие силы заменой 
переменных можно включить в давление). Слой жид-
кости имеет твердую подложку при 0z =  и свобод-
ную границу при ( , )z H x t=  (см. рисунок).  

______________________ 
* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 11–01–00238.  
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Движение двумерного слоя жидкости толщины H   

по наклонной плоскости 
 

Рассмотрим систему уравнений движения двумер-
ного слоя идеальной жидкости по наклонной плоско-
сти. Уравнения запишем в декартовой системе коор-
динат так, чтобы ось z  была ортогональна к подлож-
ке, а ось x  направлена в сторону действия скаты-
вающей силы. Жидкость занимает область 

{( , ) : , 0 ( , )}x z x z H x tΩ = −∞ < < +∞ < < , где t  – вре-
мя; H  – толщина слоя жидкости. В уравнения дви-
жения жидкости входят компоненты вектора скорости 
( , )u w , p  – давление (скатывающие силы заменой 
переменных можно включить в давление). Слой жид-
кости имеет твердую подложку при 0z =  и свобод-
ную границу при ( , )z H x t=  (см. рисунок).  

В дальнейшем вводятся новые координаты  

t t= ,  x x= , 
( , )
z

H x  t
ξ = , 

модифицированные компоненты вектора скорости и 
давление [5]:  

u uH= ,    xw w u H= − ξ ,    p p= . 
Это позволяет фиксировать границы области по 

ξ , {( , ) : , 0 1}x xΩ = ξ −∞ < < +∞ < ξ < . Система урав-
нений в новых переменных записывается в виде (чер-
ту над переменными опускаем) 

[ ( )t t xHu H u u uu wuξ ξρ − + ξ + + −  
2

2( )
] [ ]x x

x
H u H

H p p
H H ξ

ξ
− = − + ,               (1) 

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]t t xH w S H w S u w S w w S pξ ξ ξρ + −ξ + + + + + = − , (2) 
0xu wξ+ = ,                              (3) 

0Hξ = ,                                 (4) 
где ρ  – плотность жидкости (ее можно положить 

равной единице); 1( ) /xS u H H= ξ ; нижние индексы 
обозначают дифференцирование по x , ξ , t  функций 
u , w , p . Функция ( ,  )H x t  и ее производные суще-
ственно входят в уравнения (1)–(4), которые образуют 
замкнутую систему относительно u , w , p .  

Решение определяющих уравнений. Поставим 
задачу группового анализа для уравнений (1)–(4). Не-
обходимо найти преобразования эквивалентности для 
этой системы уравнений. Преобразования эквива-
лентности – это преобразования, которые сохраняют 
структуру исходной системы уравнений [1].  

Введем индексные обозначения:  
1x x= ,  2x = ξ , 3x t= ,  

1u u= ,  2u w= ,    3u p= ,    4u H= .  

Будем считать, что если 1 2 3( , , )f x x x  – некоторая 
функция, то 

i i
ff
x
∂

=
∂

,    
2

ij i j
ff

x x
∂

=
∂ ∂

,  …,  , 1, 2, 3.i j =  

Система уравнений (1)–(4) перепишется в индекс-
ных обозначениях так:  

1 1 2 1 1 1 2 1
3 3 2 1 2( )Hu H u x u u u u u− + + + −  

1 2 2 3 2 3
1 1 1 2

1 ( ) 0,H u H u x HH u
H

− + − =            (5) 

2 2 1 1 1
3 3 1 13 1 3

2 2 1 2 1
3 2 1 2

1 2 1 2 1 1
1 1 1 11 2

1

1( )

1( ( ))

1 1 1( )
( )

Hu x u H u H u H H
H

x H u H u x u
H

u u u x H u H u
H H H

+ + − −

− + + +

+ + + − +

 

2 2 1 2 1 3
2 1 2 2

1( ( )) 0,u u H u x u u
H

+ + + + =           (6) 

1 2
1 2 0,u u+ =                             (7) 

4
2 0.u =                                (8) 

Инфинитезимальный оператор, допускаемый сис-
темой (5)–(8), ищем в виде [1]  

i
iX

x u
α

α

∂ ∂
= ξ + η

∂ ∂
,                        (9) 

где ,i α  = 1, 2, 3, 4, а координаты оператора iξ , αη  
зависят от всех зависимых и независимых перемен-
ных (по всем повторяющимся индексам производится 
суммирование).  

Поскольку в систему уравнений входят первые 
производные, то для формирования определяющих 
уравнений нужно продолжить оператор X  на первые 
производные:  

1 l
l

X X
u

β
β

∂
= + ζ

∂
,  

,
j j

n n
l j ll i n i nu u u

x x x u

β β
β β ⎛ ⎞∂η ∂η ∂ξ ∂ξ
ζ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

где , lβ  = 1, 2, 3 (суммирование по повторяющимся 

индексам), координаты l
βζ  зависят от всех ix , uα  и 

производных iuα . Далее, действуя оператором 
1
X  на 

уравнения (8), (7), (6), (5), из критерия инвариантно-
сти [1] получаем определяющие уравнения, которые 
расщепляем по независимым переменным. При этом 
переходим на многообразие, задаваемое исходными 

H(x, t) 

x 

z 



Вестник СибГАУ.  № 4(50). 2013 
 

 48

уравнениями, т. е. 1
3u , 2

3u , 2
2u  выражаем через остав-

шиеся элементы и подставляем в определяющие 
уравнения. Используем также четвертое уравнение 

4
2 0u = .  
После достаточно трудоемких выкладок при рас-

щеплении определяющих уравнений относительно 
независимых переменных получаем следующее пред-
ставление координат оператора (9):  

1 1
1 1B x Cξ = + ,  

2 2
1 4( )B A xξ = − ,  

3 3
3 3B x Cξ = + ,  

1 1
1 4 3( )B A B uη = + − ,  

2 2
1 3( )B B uη = − ,  

3 3 3
1 3( ) ( )B B u D xη = − + ,  

4 4
4A uη = ,  

где 1A , 4A , 1B , 3B , 1C , 3C  – постоянные; 3( )D x  – 
произвольная функция.  

Выпишем операторы преобразования эквива-
лентности:  

1 1X
x
∂

=
∂

,  

2 3X
x
∂

=
∂

,  

1 2 1 2 3
3 1 2 1 2 32X x x u u u

x x u u u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,  

3 1 2 3
4 3 1 2 32X x u u u

x u u u
∂ ∂ ∂ ∂

= − − −
∂ ∂ ∂ ∂

,  

2 1 4
5 2 1 4X x u u

x u u
∂ ∂ ∂

= − + +
∂ ∂ ∂

,  

3 3
6 3( ( )) ( )X D x D x

u
∂

=
∂

.  

На основании теоремы Ли для найденных опера-
торов ставится во взаимно однозначное соответствие 
группа преобразований переменных 1x , 2x , 3x , 1u , 

2u , 3u , h. Тем самым доказали, что преобразования 
эквивалентности для системы (5)–(8) имеют структу-
ру бесконечномерной группы преобразований:  

ЭКВ 1 1
3 4 1:{G x b b x b= + ;    2 1 2

3 4 5x b b b x−= ; 
3 3

4 2x b x b= + ;    1 1
3 5u b b u= ;    2 2

3u b u= ; 
3 2 3 3

3 ( )u b u x= +Ψ ;    5 }H b H= ,        (10) 

где 1b , 2b , 3b , 4b , 5b  – групповые параметры (10), 
3( )xΨ  – произвольная функция. Заметим, что для H  

в ЭКВG  допускается только растяжение с одновре-
менным растяжением для 2x  и 1u . 
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