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Рассматривается задача определения критического усилия сжатия прямоугольной трехслойной пластины 

со свободным краем, у которой два противоположных края шарнирно-закреплены, а один край жестко закре-
плен. В такой постановке задача не имеет до настоящего времени аналитического решения. В данной работе 
вариационные уравнения устойчивости пластины решены методом Канторовича и обобщенным методом Га-
леркина. В качестве базисных функций при решении использованы балочные функции специального вида. Полу-
чена аналитическая формула для критического усилия трехслойной пластины, по которой вычислены крити-
ческие усилия для нескольких пластин с различными сочетаниями размеров. Верификация расчета в конечно-
элементном пакете показала высокую точность полученной формулы и возможность ее использования в про-
ектировочных расчетах при минимальных вычислительных затратах. 
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The article considers the problem of critical pressure load determination for rectangular sandwich plate with one 

free edge,  two opposite gimbal-mounted edges and one cantilever edge. Gimbal-mounted edges of the plate are under 
linearly varying load. This problem is not analytically solved yet. In this work the variation equations of plate stability 
were solved via Kantorovich method and via generalized Galerkin method, with special beam functions as basic 
functions. The analytical formula for critical pressure load is obtained. Calculations of critical loads for several 
variants of plates were done using this formula and the results were verified via finite-element package. The verification 
shows that the analytical formula could be successfully used in engineering and design calculations with minimal 
computational cost and high accuracy. 

 
Keywords: sandwich plate, critical load, generalized Galerkin method. 
 
При проектировании трехслойных пластин, при-

меняемых в конструкциях космических аппаратов, 
часто возникает задача расчета устойчивости пласти-
ны, когда один из ее краев свободен.  

Задача устойчивости такой пластины наиболее 
подробно изучена для случая, когда к шарнирно за-
крепленным краям приложена равномерная сжимаю-
щая нагрузка. 

Вместе с тем большой практический интерес пред-
ставляет случай, когда к шарнирно закрепленным 
краям пластины приложены линейно изменяющиеся 
усилия.  

Уравнения устойчивости такой пластины содержат 
переменный коэффициент, и поэтому их интегриро-
вание оказывается затруднительным. В данной статье 
решена задача определения критических усилий для 
трехслойной пластины со свободным краем под дей-
ствием линейно-изменяющейся нагрузки. 

Рассмотрим трехслойную пластину с одинаковыми 
композитными несущими слоями и ортотропным за-
полнителем. Два противоположных края пластины 
шарнирно-оперты, а один край жестко закреплен.  

Пластина нагружена в своей плоскости линейно-
изменяющимся усилием. 

 
 
*Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации, соглашение № 14B37.21.0405.  
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Запишем выражения для потенциальной энергии 
деформации трехслойной пластины [1]: 
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и для работы внешних сил: 
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При рассматриваемом нагружении 
 

0 1 2x
yN N
b

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     0 0xyN = ,   0 0yN = .           (3) 
 

Вариация энергии деформированной пластины 
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и вариация работы внешних сил 
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Таким образом, получим основное вариационное 
уравнение деформированной трехслойной пластины 
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Получим решение уравнения (6) с помощью метода 
Канторовича и обобщенного метода Галеркина [2; 3]. 

Согласно методу Канторовича, представим прогиб и 
углы поворота в следующем виде 
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Подставим (7) в (6) и выполним необходимые пре-
образования. Тогда получим 
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Далее выполним операцию варьирования функ-
ционала в уравнении (8), и получим три вариацион-
ных уравнения с естественными граничными усло-
виями 
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Решим систему вариационных уравнений (9) 
обобщенным методом Галеркина. В соответствии  
с этим, представим прогиб и углы поворота в сле-
дующем виде 
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( )m m yw A U y= ,   ( )xm m yB U yθ = , 

( )ym m yC V yθ = ,                           (10) 

здесь mA , mB , mC  – неизвестные числа, подлежащие 
определению; ( )yU y , ( )yV y  – известные функции, 
аппроксимирующие прогиб и углы поворотов. Эти 
функции имеют вид 

( )
3 2

3 24 6 12 2y y
y y y y yU y
b b bb b

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − γ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

, 

( )
2

2 1
3y

y y yV y
b bb

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                     (11) 

где 
2

22

y
y

K b
D

γ = . 

Вариации функций (11) будут 
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Подставив (10) в (9), с учетом (12), получим 
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Учитывая произвольность вариаций mAδ , mBδ  и  

mCδ  получим систему разрешающих уравнений 
обобщенного метода Галеркина в следующем виде 
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Введем обозначения входящих в уравнения (14) 
интегралов и безынтегральных членов 
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Численные значения интегралов и безынтеграль-
ных членов (15) будут 
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где 
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Математика, механика, информатика 
 

 71

2
1 220 2043 4536y yyγ = + γ + γ ; 

1 1 4 yyγ = + γ ;  3 5 14 yyγ = + γ ;  3 5 56y yγ = + γ .    (17) 

Принимая во внимание, что 1 3 3y y yR I J− = , и под-
ставляя (16) в (14), получим систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно неизвестных чи-
сел mA , mB  и mC  
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Приведем систему (18) к удобному для вычисле-
ний безразмерному виду. Для этого умножим обе час-

ти каждого уравнения на величину 2
11 22

315
2 m

b
D Dλ

,  

и, обозначив xm mF aB=  и xm mF bC= , получим сле-
дующее матричное уравнение 

 

=AF O                                    (19) 
где 
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Элементы матрицы A  имеют вид 
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Величина η , входящая в уравнение (19) и опреде-
ляемая равенством 

 

2

11 22

Nb
D D

η =                                  (22) 

 

называется безразмерным коэффициентом устойчиво-
сти трехслойной пластины. 

Однородная система (19) будет иметь нетривиаль-
ное решение только тогда, когда будет выполнено 
условие 

det( ) 0=A .                                 (23) 
 

Решив уравнение (23), получим аналитическое вы-
ражение параметра η , которое после упрощения с 
учетом равенств (28) примет следующий вид 

 

( )
2 2 2

11 22 33 12 12 23 11 23 22 13 33 12
2

11 33 22 23

2a a a a a a a a a a a a
b a a a

+ − − −
η =

−
.  (24) 

 

Величина η  зависит от числа полуволн деформа-
ции m  вдоль оси ординат. Точке бифуркации формы 
равновесия пластины, очевидно, соответствует такое 
m , при котором η  принимает минимальное значение. 
Это значение и будет соответствовать критическому 
коэффициенту устойчивости пластины крη . 

При известном значении крη , из равенства (22) 

определим критическое усилие для трехслойной пла-
стины 

11 22
кр кр 2

D D
N

b
= η .                       (25) 

 

В качестве примера расчета, определим критиче-
ское усилие для трехслойной пластины, с рассматри-
ваемым закреплением краев. Суммарная толщина не-
сущих слоев пластины принимает значения t = 0.001, 
0.002 м; толщина слоя заполнителя h = 0.01, 0.05,  
0.1 м.  

Материал несущих слоев характеризуется моду-
лями Юнга Ex = Ey = 54.55 ГПа, модулями сдвига  
Gxy = 20.67 ГПа, Gxz = Gyz = 3.78 ГПа, и коэффициен-
тами Пуассона νxy = 0.32, νyx = 0.32. Материал запол-
нителя характеризуется только модулями сдвига  
Gxz = 440 МПа, Gxz = 220 МПа. Размеры пластины в 
плане: a = 0.5; 1; 1.5; 2; 3; 5 м; b = 1 м. Результаты 
расчетов для пластины представлены в табл. 1.  

Верификация результатов расчета критического 
усилия выполнена в конечно-элементном пакете 
COSMOS/M с помощью конечного элемента SHELL4L 
[4] (табл. 2). Сравнение результатов обоих расчетов 
позволяет сделать вывод о достаточной точности 
предлагаемого метода, так как расхождение результа-
тов не превышает 5 %. 
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Таблица 1 
Критические усилия для трехслойной пластины 

 

a, м;   (b=1 м) 
Параметр 

0.5 1 1.5 2 3 5 
ηкр 75.402 28.766 22.358 22.846 22.358 22.086 

Nкр, кН/м 114.08 43.524 33.828 34.566 33.828 33.416 0.01 
m 1 1 1 1 2 3 
ηкр 71.962 28.616 22.441 22.963 22.441 22.189 

Nкр, кН/м 2577.8 1025.1 803.88 822.61 803.88 794.86 0.05 
m 1 1 1 1 2 3 
ηкр 67.838 28.347 22.474 23.045 22.474 22.250 

Nкр, кН/м 9909.6 4140.8 3283.0 3366.4 3283.0 3250.2 

h, м; 
(t = 0.001 м) 

0.1 
m 1 1 1 1 2 3 

 
 
 

Таблица 2 
Критические усилия для трехслойной пластины, вычисленные МКЭ 

 

a, м;   (b=1 м) 
Параметр 

0.5 1 1.5 2 3 5 
Nкр, кН/м 111.13 42.611 33.342 34.169 33.394 33.047 

0.01 
m 1 1 1 1 2 3 

Nкр, кН/м 2493.7 996.57 786.76 807.61 787.88 780.53 
0.05 

m 1 1 1 1 2 3 
Nкр, кН/м 9621.2 3997.8 3190.6 3281.4 3195.3 3169.2 

h, м; 
(t = 0.001 м) 

0.1 
m 1 1 1 1 2 3 

 
 
Таким образом, решена задача определения крити-

ческих усилий трехслойной пластины со свободным 
краем, у которой два противоположных края шарнир-
но-закреплены, а один край жестко закреплен. Для 
решения уравнений устойчивости был использован 
метод Канторовича и обобщенный метод Галеркина. 
Выполнена верификация полученного аналитического 
решения, показавшая, что определение критических 
усилий может быть выполнено с достаточной инже-
нерной точностью без значительных вычислительных 
затрат. Поэтому полученные формулы могут быть по-
лезными при проектировании трехслойных пластин. 
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