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переводящий каждый элемент из S в обратный. Ввиду 
строения группы автоморфизмов квазициклической 
группы других автоморфизмов у S�  нет. Таким обра-
зом, S = S�  λ (j) и инволюция j сопряжением перево-
дит каждый элемент из S в обратный. Теорема дока-
зана. 

Мы полностью изучили строение бесконечной си-
ловской 2-подгруппы в группах Шункова, не обла-
дающих почти слойно конечной периодической ча-
стью, при условии почти слойной конечности перио-
дических частей нормализаторов конечных нетриви-
альных подгрупп. Доказано, что если некоторая си-
ловская 2-подгруппа такой группы бесконечна, то она 
является расширением квазициклической 2-группы 
при помощи обращающего автоморфизма. Этот ре-
зультат найдет применение при изучении бесконеч-
ных групп с условиями конечности.  
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Рассмотрены уравнения пластичности в стационарном двумерном случае. Для решения Прандтля описы-

вающее сжатие пластического слоя жесткими плитами рассмотрено два поля скоростей. Одно из них реше-
ние Надаи, второе новое решение. Показано что линии тока у этих решений совпадают. Исходя из принципа 
максимума диссипации, указаны области использования этих полей скоростей. 
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The authors consider plasticity equations in a stationary two-dimensional case. For Prandtl solution, which 

describes the compression of plastic layer by rigid plates, the authors consider two velocity fields. The first one is Nadai 
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solution, the second one is the new solution. The authors prove that the current lines in these solutions coincide. Based 
on the principle of maximum dissipation, the spheres of usage of these velocity fields are defined. 

 
Keywords: plasticity, streamline, velocity field, new solutions. 
 
Рассмотрим уравнение идеальной пластичности в 

форме Сен-Венана-Леви. Они имеют вид 
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где σ – гидростатическое давление; θ – угол между 
первым главным направлением тензора напряжений и 
осью OX; ,x yv v  – компоненты вектора скорости, по-
стоянная пластичности для простоты положена рав-
ной единице. 

Уравнения (1), (2) описывают напряженно-дефор- 
мированное состояние пластической среды. 

Система уравнений (1)–(2) уже достаточно под-
робно изучена. Для нее известны группы симметрий, 
законы сохранения, точные решения. Обзор этих и 
других результатов можно найти в [1; 2]. 

Наиболее известное решение уравнений (1) – это 
решение Прандтля, которое можно использовать для 
описания напряженного состояния пластического 
слоя, сжимаемого жесткими плитами: 

21 ,x yσ = − − −  cos 2 .y = θ              (3) 

Подставляя (3) в систему (2) получаем систему 
линейных уравнений для определения полей скоро-
стей совместных с этим решением. 
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Наиболее известное решение системы (4) – реше-
ние Надаи, которое имеет вид 

22 1 ,xv x y= + −  .yv y= −                (5) 
 

В [3; 4] приведены другие решения системы (4). 
Там же показано, что решение (5) не дает макси-

мум диссипации энергии во всей области 1.y ≤  
Поэтому для описания деформируемого состояния 

следует использовать и другие поля скоростей. При-
ведем наиболее простое новое решение системы (4) 

211 1 exp ,
2 2 2x

x yy yv
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Для более полного анализа напряженно-деформи- 
рованного состояния, кроме формул (4)–(6), необхо-
димо использовать линии скольжения и линии тока.  
В данном случае нельзя использовать траектории 
движения точек среды, поскольку время явно не вхо-
дит в уравнения (1)–(2). Использование временно-
подоб- 
ных параметров [5], по нашему мнению, спорно. 

Линии скольжения для решения Прандтля извест-
ны и являются частями циклоид (рис. 1). 

Для построения линий тока следует решить систе-
му уравнений 

.
x y

dx dy
v v

=  

Для решения Надаи эта система сводится к квад-
ратуре 

( ) 21 ,d xy y dy= −    

поэтому линии тока имеют вид  
2( 1 ) /x y ydy= − =∫  
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y C
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               (7) 

Эти линии тока приведены на рис. 2. 

 
Рис. 1. Линии скольжения для решения Прандтля 
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Рис. 2. Линии скольжения для решения Надаи 
 
Найдем линии тока для поля скоростей (6). После 

несложных преобразований получаем 

.
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dx dy
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=
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Вычисляя квадратуры, получаем поле линий тока, 
совпадающее с (7). 

Для дальнейшего анализа построенных решений 
вычислим диссипацию энергии для полей скоростей 
(5) и (6) и сравним полученные результаты. Известно, 
что согласно модифицированному принципу макси-
мума Мизеса [6], на действительном поле скоростей 
диссипация должна быть максимальна: 

* ,ij ij ij ije eσ ≥ σ  

где величины без звездочек – действительные компо-
ненты тензора напряжений и тензора скоростей де-
формации, а со звездочкой – возможные. 

Вычислим диссипацию: 
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Для решения (6) аналогично получаем  
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Из сравнения D1 и D2 следует, что при 0x >  есть 
области, где предпочтительнее поле скоростей Надаи, 
а при 0x <  есть области, где предпочтительнее поле 
скоростей (6). 

 
Из полученных результатов следует, что известное 

поле скоростей Надаи не всегда является предпочти-
тельным перед другими полями скоростей. А по-
скольку система уравнений (4) имеет бесконечно 
много решений, то задачу по построению полей ско-
ростей, соответствующих решению Прандтля, нельзя 
считать окончательно решенной. 
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