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Подводятся итоги исследований по механике деформируемого твердого тела (МДТТ) в СибГАУ за период  

с 2000 по 2013 гг. Все статьи  условно разбиты на три группы: 1) аналитические исследования уравнений 
МДТТ; 2) численные методы решения задач МДТТ; 3) экспериментальные методы в МДТТ.  

В первую группу попали, в основном, работы, посвященные аналитическому решению уравнений упругости 
и пластичности. Используются симметрии и законы сохранения, которые позволяют строить не только точ-
ные решения уравнений упругости и пластичности, но и решать краевые задачи для этих уравнений.  Во вто-
ром разделе содержатся работы, которые посвящены теоретическому обоснованию численных расчетов, 
там же приведены модификации известных методов, которые приспособлены для решения конкретных задач, 
возникающих при моделировании элементов конструкций, в частности, космических аппаратов. В третий 
раздел включены работы, которые посвящены экспериментальному исследованию материалов, используемых 
при конструировании элементов космических аппаратов. 
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In this review article the authors summarize the results of the research on the mechanics of deformable solids in the 

Siberian State Aerospace University from the year 2000 to 2013. All articles are divided into three groups: 1) analytical 
studies of equations of mechanics of solids; 2) the numerical methods of solution of mechanics of solids; 3) the 
experimental methods in mechanics of solids. 

The first group includes mainly the works devoted to the analytical solution of the equations of elasticity and 
plasticity. They used symmetries and conservation laws, which allow to build not only exact solutions of equations of 
elasticity and plasticity, but also to solve boundary value problems for the equations. The second group contains works 
devoted to theoretical basis of numerical calculations; there are modifications of known methods that are tailored to 
address specific problems arising in the modeling of structural elements, in particular, of spacecrafts. The third group 
includes works that are devoted to the experimental study of the materials used in the construction of elements of 
spacecrafts. 
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Аналитическое исследование уравнений МДТТ. 

В статьях [5–7; 15; 18; 21–23; 25; 27; 33; 41; 43–46; 48; 
50; 55] ищутся симметрии и законы сохранения диф-
ференциальных уравнений упругости и пластичности. 
Здесь под симметриями системы уравнений понима-
ются такие преобразования, зависящие от зависимых 
и независимых переменных и их производных, кото-
рые оставляют инвариантными системы уравнений и 
все их дифференциальные следствия. Знание симмет-
рий позволило не только глубже понять структуру 
дифференциальных уравнений, но и эффективно 
строить инвариантные решения, т. е. такие решения, 
которые симметриями переводятся сами в себя. Изу-
чение и построение инвариантных  решений показало, 
что все важные решения, которые используются в 

практических расчетах для оценки прочности и до-
пустимых нагрузок  являются инвариантными. В ра-
ботах [15; 18; 21] показано, что каждое такое инвари-
антное решение порождает целую серию точных ре-
шений, более того все не особые решения могут быть 
построены таким образом. 

(Техника построения особых решений разработана 
уже почти 100 лет назад.) 

В работах [5; 15; 18; 23; 25; 27; 38; 41; 43–45;  
48; 55] на основе симметрий строятся точные реше-
ния уравнений упругости и пластичности. Предпоч-
тение отдается таким решениям, которые имеют фи-
зический смысл и могут быть использованы для ана-
лиза технологических процессов и нагрузок в реаль-
ных конструкциях. 

 
* Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации, шифр проекта 

1.3720.2011, 7.5445.2011. 
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Очень важной является операция группового рас-
слоения системы дифференциальных уравнений.  Эта 
операция разбивает систему на две: автоморфную  
и разрешающую. Автоморфная система характеризу-
ется тем, что все решения ее могут быть получены  
с помощью преобразований симметрий из любого 
решения этой же системы. На разрешающую систему 
группа симметрий действует тождественно, т. е. лю-
бое решение разрешающей системы переводится  
в себя. Построение разрешающих и автоморфных сис-
тем осуществлено для уравнений изотропной и анизо-
тропной пластичности [48], для уравнений плоской 
теории пластичности [15; 43], а также для трехмерных 
уравнений пластичности, описывающих некоторые 
классы пластических течений [21]. 

В работе [48] методами группового анализа иссле-
дована система уравнений трансверсально-изот-
ропной упругости. Показано, что эта система удовле-
творяет условию Грассмана, а значит, может быть 
сведена к системе уравнений первого порядка. Данная 
система является разрешающей системой, относи-
тельно группы точечных преобразований, допускае-
мых уравнениями упругости. Это позволяет постро-
ить точное решение, которое представляет собой ана-
лог волн Релея для трансверсально-изотропной упру-
гости. 

Использование законов сохранения для решения 
нелинейных дифференциальных уравнений пластич-
ности началось после выхода работы [56]. Эта статья 
инициировала серию исследований посвященных 
аналитическому решению задач теории пластичности, 
упруго-пластичности и теории сыпучих сред [5; 7;  
25; 53]. Особенностью этих и аналогичных работ яв-
ляется то, что в результате, с помощью квадратур, 
строится аналитическое решение краевой задачи,  
и нахождение значений напряжений сводится к ин-
тегрированию по криволинейному контуру. 

Серия статей [1; 10; 22; 34; 51] посвящена иссле-
дованию форм нелинейных  стержней и стержневых 
систем, состоящей из нескольких стержней находя-
щихся в напряженно-деформированном состоянии.  
Постановка и первые решения этой задачи принадле-
жат еще Л. Эйлеру. В работах использованы эллипти-
чески интегралы и специальные функции Якоби, бла-
годаря этому построенное решение зависит от одного 
параметра – модуля эллиптической функции, значе-
ние которой определяется действующей нагрузкой. 
Такое представление решений позволяет описать 
форму изогнутой стержневой конструкции при любом 
числе точек перегиба. 

В работах [39; 40] решена задача определения ис-
точника колебаний упругого стержня по дополни-
тельной информации – значению прогиба в финаль-
ный момент времени. Доказана разрешимость на-
чально – краевой задачи для уравнения, описывающе-
го волну нагружения. Доказательство существования 
решения основывается на построенной последова-
тельности Галеркина. 

Численные методы решения задач МДТТ. В ра-
боте Лопатина А. В., Демина А. Н. [2] решена задача 

об исследовании влияния структурной анизотропии 
на устойчивость композиционной цилиндрической 
оболочки при осевом сжатии. Получены зависимости, 
связывающие углы армирования и относительные 
толщины слоев с величинами критических усилий. 

В статье Лопатина А. В., Макарова И. В., Рутков-
ской М. А. [8] рассмотрена задача определения мас-
совой энергоемкости маховика гиперболического 
профиля. 

В работе Лопатина А. В., Макарова И. В., Шумко-
вой Л. В. [9] выполнено оптимальное проектирование 
трехслойной балки при наличии ограничений, накла-
дываемых на частоты колебаний. 

В статье Лопатина А. В., Шумковой Л. В. [3] рас-
сматривается задача о деформировании гибкой фото-
элементной подложки, прикрепленной в растянутом 
состоянии к жесткому каркасу солнечной батареи. 
Подложка находится под действием массовых сил, 
направленных перпендикулярно ее плоскости. Рас-
четной моделью подложки является ортотропная мем-
брана, нагруженная равномерным давлением и растя-
гивающими усилиями в плоскости. Деформирование 
ортотропной мембраны описывается системой нели-
нейных дифференциальных уравнений, приближен-
ное решение которых выполнено методом Галеркина. 
Продемонстрирована возможность использования 
полученных уравнений и формул для проектирования 
конструкции солнечной батареи. 

В работе Лопатина А. В., Рутковской М. А. [13] 
выполнен модальный анализ тонкостенной спицы 
зонтичной антенны. Он позволяет оценить жесткость 
конструкции и при необходимости помочь в опреде-
лении мест крепления к спице штанг, используемых 
при раскрытии антенны. Расчетной моделью спицы, 
учитывая ее значительное удлинение, является тонко-
стенный ортотропный стержень, один край которого 
жестко закреплен, а другой свободен. Это связано с 
тем, что после раскрытия антенны, спица жестко фик-
сируется в ступице. Уравнения, описывающие движе-
ние композитной спицы, учитывают деформации по-
перечного сдвига и инерцию поворота поперечного 
сечения. Задача определения частоты колебаний спи-
цы сведена к вычислению безразмерного частотного 
параметра, величина которого зависит от удлинения 
спицы и угла армирования. Результаты расчета час-
тотного параметра были использованы для определе-
ния оптимальных радиуса поперечного сечения и угла 
армирования спицы при наличии ограничений, накла-
дываемых на частоты колебаний. 

В статьях Лопатина А. В., Рутковской М. А. [14; 16] 
выполнен обзор современных трансформируемых 
космических антенн. Приведена систематизация кон-
струкций антенн по различным признакам. 

В статье Лопатина А. В., Авакумова Р. В. [26] ис-
следуется устойчивость ортотропной пластины с дву-
мя свободными краями, нагруженной изгибающим 
моментом в плоскости. Решение получено с помощью 
метода Леви и метода конечных разностей. 

В работе Лопатина А. В. и Деева П. О. [30] решена 
задача определения основной частоты колебаний 
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трехслойной пластины со свободным краем, структу-
ра которой состоит из двух одинаковых композитных 
несущих слоев и ортотропного заполнителя. Для по-
лучения вариационных уравнений изгибных колеба-
ний пластины был использован принцип Гамильтона. 
При этом потенциальная энергия изгиба и кинетиче-
ская энергия трехслойной пластины были определены 
с помощью сдвиговой теории слоистых. Решение 
уравнений движения было выполнено обобщенным  
методом Галеркина. Получена аналитическая форму-
ла, определяющая основную частоту колебаний трех-
слойной пластины. Проверка результатов вычисления 
частот с помощью этой формулы была выполнена 
методом конечных элементов. Проведенная верифи-
кация выявила хорошее совпадение значений частот, 
полученных двумя способами. Использование анали-
тической формулы для частоты колебаний было про-
демонстрировано в задаче проектирования трехслой-
ной пластины со свободным краем. 

В работе Лопатина А. В., Удальцова Р. А. [35] ре-
шена задача о симметричных колебаниях трехслой-
ной пластины, структура которой состоит из двух 
одинаковых композитных несущих слоев и ортотроп-
ного заполнителя. С использованием вариационного 
принципа Гамильтона получено дифференциальное 
уравнение, описывающее движение трехслойной пла-
стины. При выводе этого уравнения были использо-
ваны два предположения, касающиеся деформирова-
ния заполнителя. Согласно первому предположению  
в заполнителе отсутствуют тангенциальные переме-
щения. В соответствии со вторым предположением 
нормальные перемещения в заполнителе изменяются 
от прогиба несущего слоя до нуля по нелинейному 
закону. Были получены формулы, определяющие час-
тоту симметричных колебаний трехслойной пласти-
ны, у которой края несущих слоев шарнирно закреп-
лены. Показано, что частота колебаний трехслойной 
пластины может быть представлена в виде произве-
дения частоты колебаний несущего слоя и частотного 
коэффициента, который учитывает динамическое по-
ведение заполнителя. Приведены формулы, опреде-
ляющие величину частотного коэффициента для трех-
слойных пластин с ортотропными и изотропными 
несущими слоями. С помощью метода конечных эле-
ментов была выполнена верификация разработанной 
модели симметричных колебаний трехслойной пла-
стины. Из сравнения результатов вычислений следу-
ет, что полученные в работе формулы позволяют  
с высокой достоверностью определять частоты сим-
метричных колебаний трехслойных пластин. Разрабо-
танная модель дает возможность находить частоты  
с точностью сопоставимой с точностью аналогичных 
расчетов, выполненных в пакетах COSMOS/M, 
ANSYS. При этом частотный анализ, выполненный на 
основе представленной модели, требует минимальных 
вычислительных ресурсов. 

В статье Деева П. О. [42] решена задача определе-
ния основной частоты колебаний прямоугольной 
трехслойной пластины, в центральной точке которой 
отсутствует прогиб и углы поворота. Вариационное 

уравнение движения получено с помощью принципа 
Гамильтона. Для решения задачи был использован 
обобщенный метод Галеркина. Аппроксимация про-
гиба пластины, у которой все четыре угла движутся в 
одну сторону, выполнена с помощью определенной 
комбинации балочных функций. Задача определения 
основной частоты колебаний сведена к вычислению 
безразмерного частотного параметра, величина кото-
рого зависит от упругих и геометрических характери-
стик пластины. Частотный параметр находится как 
минимальное собственное число матрицы третьего 
порядка. Выполнены расчеты основной частоты коле-
баний для различных трехслойных пластин, закреп-
ленных в центральной точке. Полученные результаты 
были подтверждены соответствующим конечно-
элементным анализом. 

В статье Лопатина И. А. [52] с помощью обобщен-
ного метода Галеркина решена задача определения 
основной частоты колебаний прямоугольной орто-
тропной пластины, которая закреплена от прогиба  
в угловых точках. Для аппроксимации прогиба пла-
стины была использована комбинация тригонометри-
ческих функций. Показано, что рассматриваемая за-
дача сводится к определению безразмерного частот-
ного параметра, величина которого равна наимень-
шему собственному числу соответствующей одно-
родной системе уравнений третьего порядка. В каче-
стве примера определен частотный коэффициент для 
изотропной пластины. Выполнено сравнение с ре-
зультатами, полученными численным методом. Это 
сравнение позволило сделать вывод о том, что пред-
ставленные в статье формулы позволяют с высокой 
точностью и минимальными вычислительными затра-
тами определять основные частоты колебаний пла-
стин, закрепленных углах. 

В работе Лопатина А. В. и др. [51] представлена 
новая геометрически-нелинейная модель трансфор-
мируемого обода большой космической антенны по-
строенного с использованием гибких композитных 
элементов. Основной элемент обода – гибкая компо-
зитная полоса. Развернутый обод антенны состоит из 
двух кругов изогнутых углепластиковых полос и 
труб, соединяющих их. В свернутой конфигурации 
изогнутые полосы выправляются и запасают потенци-
альную энергию деформации. Открытие антенны на 
орбите осуществляется за счет высвобождения запа-
сенной энергии. Сформулирована нелинейная краевая 
задача для изогнутого состояния и получены точные 
аналитические решения в эллиптических функциях и 
интегралах, описывающие изгиб полос. При модели-
ровании использована геометрически-нелинейная 
модель, позволяющая получать точные аналитические 
решения. Полученное решение позволит определять 
оптимальную форму изогнутой криволинейной поло-
сы и оценивать запасенную энергию. 

В статье Лопатина И. А. [47] представлено реше-
ние задачи о выборе закона изменения поперечного 
сечения стержня, обеспечивающего восприятия мак-
симальной сжимающей силы при заданном объеме 
материала. Осесимметричные пространственные 
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фермы, составленные из прямолинейных стержней, 
нашли широкое применение в качестве адаптеров по-
лезной нагрузки. Расчет таких конструкций проводит-
ся в предположении, что стержни фермы соединены 
шарнирно. Основным видом разрушения стержня яв-
ляется потеря устойчивости при действии на него 
сжимающей силы. Стержни фермы в большинстве 
конструкций имеют постоянное по длине поперечное 
сечение. Вместе с тем использование в ферме стерж-
ней с переменным поперечным сечением позволяет 
создавать более эффективные конструкции. С исполь-
зованием аналогичной модели в статье Лопатина А. В., 
Удальцова Р. А. [29] исследована симметричная поте-
ря устойчивости композитной трехслойной пластина, 
нагруженной сжимающими усилиями. 

В статьях Нестерова В. А. [31; 32; 36–38; 54] раз-
рабатывается конечный элемент, учитывающий сдви-
говую податливость композитных балок и пластин. 

Экспериментальное исследование материалов, 
используемых при конструировании элементов 
космических аппаратов. В работе [11] представлены 
кривые усталости при мягком симметричном нагру-
жении гладких образцов из сплавов Д16, которые дос-
таточно хорошо совпадают с экспериментальными 
кривыми полученными авторами статьи. Приведено 
уравнение, которое можно использовать для прогно-
зирования конструктивных элементов. В работе [12] 
проанализированы свойства общей системы разре-
шающей системы уравнений плоской задачи упруго-
сти, написанной для среды армированной двумя се-
мействами волокон, расположенных в направлениях 
произвольных изогональных траекторий. Предложен-
ная методика позволяет решать краевые задачи для 
семейства равнонапряженных и нерастяжимых воло-
кон с различными упругими свойствами. Расчеты 
проведены для случая, когда материал связующего 
алюминий, армирование проведено стальными волок-
нами.  В статье [17] предложен подход к расчету про-
странственных  шарнирно-стержневых систем с жест-
кими элементами типа переходных отсеков. Он за-
ключается в сочетании принципа возможных переме-
щений с методом конечных элементов. Рассмотрены 
этапы от постановки краевой задачи и компьютерного 
моделирования до анализа напряженно – деформиро-
ванного состояния конструкции. Анализируется во-
прос прочности, исследуемой  конструкции. С помо-
щью методики проведен  расчет некоторых простран-
ственных ферм. В [19] рассмотрены основные  
типы предельных состояний для лопастей воздушных 
винтов самолетов. Выполнена расчетно-экспери-
ментальная оценка остаточной прочности и  ресурса 
лопастей при статическом и циклическом нагруже-
нии. Установлены критические и допускаемые разме-
ры трещин,  получены расчетные кривые усталости. 
Авторы заметили резкое увеличение коэффициентов 
напряжений  и повышение скоростей развития уста-
лостных трещин на определенной стадии циклическо-
го нагружения. Сделан вывод, что дефектоскопиче-
ский в лопастях необходимо делать не только с уче-
том времени налета, но и по числу взлетов и посадок. 

В [20] реализован методический подход к оценке ре-
сурса деталей машин при ударно-циклическом нагру-
жении. Он основывается на линейной гипотезе накоп-
ления усталостных повреждений и схематизации не-
стационарных нерегулярных процессов нагружения, 
получаемых вычислительным моделированием с уче-
том конструкционной формы деталей, кинематиче-
ской и энергетической характеристикой машин. 

В работе [57] описана конструкция измерительной 
головки и измерительного стенда для проведения ис-
пытаний металлических поверхностей. Результаты 
испытаний представлены в виде диаграммы «нагруз-
ка-глубина вдавливания» для алюминиевых сплавов и 
легированных сталей. Представленное в статье конст-
рукционное решение защищено патентом РФ. 
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Формулируются некоторые новые задачи управления, возникшие на основе анализа реально протекающих 

процессов. Обсуждается необходимость анализа оптимальных, или близких к ним, параметрических алгорит-
мов управления с целью их исследования на предмет «грубости» ранее высказанных гипотез, их соответствия 
реальности или полученных ранее оценок соответствующих параметров моделей и регуляторов. Предлагает-
ся путь управления сложными дискретно-непрерывными процессами в диалоговом режиме на основе изме-
няющихся сцен в трехмерном пространстве, характеризующих поведение управляемого процесса в многомер-
ном пространстве. Рассматриваются некоторые алгоритмы управления и приводятся результаты вычисли-
тельных экспериментов. 
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