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Ключевым этапом, отображенным на схеме, явля-
ется генерация данных и анализ покрытия кода, кото-
рый необходим для оценки эффективности проведен-
ного тестирования. Не будем подробно останавли-
ваться на каждом этапе работы системы, лишь отме-
тим, что цель анализатора – сгенерировать данные, 
которые приведут к ошибке в тестируемом приложе-
нии. Для оценки эффективности такого тестирования 
необходимо оценить степень покрытия бинарного 
кода тестами. В ходе работы над программным сред-
ством были протестированы различные решения 
оценки покрытия кода: от отладки до динамической 
бинарной инструментации [4]. Последняя технология 
показала наиболее значительный прирост к скорости 
анализа (на 3–4 порядка в сравнении с отладкой). 
DBI-технология использует виртуальную машину 
уровня процесса ОС, в которую внедряется специаль-
ная dll, описывающая то, как необходимо проводить 
анализ тестируемой программы. Такая схема позволя-
ет в значительной степени оптимизировать анализ, 
так как операционной системе нет необходимости в 
переключении контекста процессора между анализа-
тором и тестируемой программой. 

Разработанная система была реализована с ис-
пользованием следующих фреймворков:  

1) Sulley-фреймворк – для генерации тестовых 
данных [5]. 

2) Intel PIN – DBI фреймворк для виртуализации 
тестируемого приложения [6]. 

3) библиотека PyDBG – для отладки тестируемого 
приложения и перехвата исключений. 

Таким образом, авторами была разработана мето-
дика и программное средство, обладающее возможно-
стью тестирования различных приложений, обраба-
тывающих сетевой трафик и различные пользователь-
ские файлы. На данный момент проект находится в 
стадии альфа-тестирования. Дальнейшая работа пред-

полагает расширение числа доступных протоколов 
для тестирования, использование более эффективных 
методик анализа покрытия кода, а также применение 
интеллектуальных алгоритмов для генерации тесто-
вых данных с учетом результатов покрытия кода тес-
тами.  

В заключение хотелось бы отметить, что поиск 
уязвимостей является на сегодняшний день очень 
важным и необходимым этапом жизненного цикла 
разработки и поддержки ПО.  
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Рассмотрено аналитическое продолжение кратного степенного ряда в класс областей, обобщающих 
звездные. С помощью переразложения кратного степенного ряда по m-однородным полиномам строится про-
должение этого ряда в 1( ,  ...,  )nm m -круговые области, которые являются естественным обобщением круго-

вых областей в nC . Опираясь на это разложение, данный кратный степенной ряд аналитически продолжа-
ется в максимальную m-звездную область, называемую m-звездой Миттаг-Леффлера функции f, определяемой 
этим рядом. Это аналитическое продолжение представляет собой суперпозицию m-однородных полиномов, по 
которым разлагается степенной ряд, с бесконечной треугольной матрицей, элементы которой не зависят от 
функции f. Приводится пример, когда m-звезда Миттаг-Леффлера отличается от обычной звезды Миттаг-
Леффлера. 
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The work is devoted to the analytical continuation of the multiple power series in the class of areas generalizing 
stars. With the help of multiple power series reanalysis by m-homogeneous polynomials constructed continuation of this 
series of in 1( ,  ...,  )nm m -circular area, which are a natural generalization of circular areas in nC . Based on this de-
composition, the multiple of a power series analytically continues maximum m-star region called m-star Mittag-Leffler 
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В одномерном случае продолжение степенного 
ряда в максимальную звездную область впервые было 
построено Миттаг-Леффлером, поэтому такая область 
называется звездой Миттаг-Леффлера или главной 
звездой данного степенного ряда. Известны обобще-
ния этого факта на случай нескольких переменных 
для класса звездных областей. В связи с новой волной 
интереса к суммированию расходящихся рядов, яв-
ляющихся формальными решениями дифференциаль-
ных уравнений (например, [1–3]), в настоящей работе 
предлагается матричный метод, суммирующий ряд из 
полиномов в параболической звезде Миттаг-
Леффлера или х-звезде Миттаг-Леффлера. Параболи-
ческая звезда Миттаг-Леффлера является естествен-
ным обобщением обычной звезды, но не всегда с ней 
совпадает. В работе приводится пример функции, у 
которой (1, 2)-звезда не совпадает с главной звездой.  

Пусть 1;  0,  ...,  0n
nx R x x∈ > > . Множество G  

в nC  назовем х-параболическим, если вместе с каж-
дой точкой 0 0 0

1( ,  ...,  )nz z z=  в множестве G содержит-
ся х-отрезок  

1
1
0 0

1{ : ,  ...,  : [0,1]}n
n

xxn
nz C z z t z z t t G∈ = = ∀ ∈ ⊂ . 

Область D из nC  с центром в точке а назовем обоб-
щенно m-круговой 1( ,  ...,  )nm m m=  jm N∈  и 

1,  ...,  nm m  взаимно просты), если вместе с каждой 
точкой 0z D∈  область D содержит точки 

1
1
0

1 1 1

0

{ : ( ) ,  ...,  

( ) ; [0, 2 ]},n

imn

im
n n n n

z C z a z a e

z a z a e

θ

θ

∈ = + −

= + − ∀θ∈ π
 

т. е. образ окружности, проходящей через точку 0z . 
Если область D содержит образ всего круга, то об-

ласть называется полной, т. е. вместе с точкой 0z  со-
держит множество  

1
1
0

1 1 1

0

{ : ( ) ,  ...,

( ) ; :| | 1}.n

mn

m
n n n n

z C z a z a

z a z a

∈ = + − λ

= + − λ ∀λ λ ≤
 

Если функция f(z) голоморфна в некоторой окре-
стности начала координат в nC , то максимальную  
х-параболическую область x

fG , в которую голоморф-
но можно продолжить функцию f, назовем  
х-параболической звездой Миттаг-Леффлера функции 
f или просто х-звездой.  

В случае одного переменного всякая х-звезда Мит-
таг-Леффлера совпадает с обычной звездой Миттаг-
Леффлера или главной звездой данного степенного 
ряда. В случае многих переменных это не так. 

Пример. Функция 
1
2 1

1 2 2( , ) (1 )f z z z z −= − +  имеет 
главную звезду, отличную от (1,2)-звезды Миттаг-
Леффлера. Это вытекает из того, звезда функции f  
в вещественном подпространстве 2C не совпадает  
с (1,2)-звездой в силу особенностей функции f. 

Таким образом, можно указать функцию, у кото-
рой (1, 2)-звезда несет больше информации, чем глав-
ная звезда или (1,1)-звезда. 

Известно, что область сходимости n-кратного 
степенного ряда  

1
11 ... 1

|| || 0
( ... ) ... nkk

n k k n n
k

f z z a z z
≥

= ∑             (1) 

является полной логарифмически выпуклой n-
круговой областью, содержащей нуль. Если члены 
ряда (1) переставить, то его область сходимости мо-
жет измениться.  

Классическая теорема о переразложении ряда (1) 
по однородным полиномам приводит к круговым 
областям и имеется, например, в [4; 5]. 
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Фиксируем 1( ,..., )nm m m= , n
jm N∈  и 1,  ...,  nm m  

взаимно просты. Все члены ряда (1), у которых муль-
тииндексы удовлетворяют уравнению  

1 1, ... n nk m k m k m< >= + + = ν , 
сгруппируем в полиномы 

1
1... 1

,
( ) ... nkk

v k k n n
k m v

P z a z z
< >=

= ∑  

Полиномы ( )vP z  удовлетворяют равенству 
1

1( ) ( ,  ...,  ) ( )nmmm v
v v n vP t z P t z t z t P z= =  для произволь-

ных ; .nt C z C∀ ∈ ∀ ∈  Такие полиномы ( )vP z  обычно 
называют (m, v)-однородными или (m, v)-взве- 
шенными. Они являются естественным обобщением 
однородных полиномов. 

Тогда функцию f, заданную рядом (1), можно 
представить в виде 

0
( ) ( ).v

v
f z P z

∞

=

= ∑                              (2) 

Область сходимости ряда (2) – это максимальная 
m-круговая область, которую можно поместить в об-
ласть голоморфности функции f.  

Область сходимости ряда (2) – полная обобщенно 
m-круговая область D в nC . Верно и обратное утвер-
ждение, т. е. по аналогии с теоремой 3 из [4, с. 53], 
справедлива Теорема 1. 

Теорема 1. Любую функцию f, голоморфную  
в полной обобщенно m-круговой области D в nC  с 
центром в нуле, можно разложить в ряд (2) по m-
однородным полиномам, который будет сходиться 
равномерно на любом компакте из D. 

Доказательство. Ряд (1) абсолютно сходится с 
достаточно малой окрестности U начала координат в 
D, следовательно, в этой окрестности будет сходиться 
и ряд (2). Возьмем произвольную точку 0z  из области 
D, так как область D, является полной обобщенно m-
круговой, существует 0 0 0 0: mC w z Uλ ∈ = λ ∈ . Ряд (2) 
сходится в точке 0w  и задает при достаточно малых 
λ  голоморфную функцию ϕ : 

0
( ) ( ) ( ) ( )m m

v
v

f w f z P z
∞

=

= λ = λ = ϕ λ∑  

Разложение функции ϕ  в ряд Тейлора в начале 
координат имеет вид 

0 0
( ) ( ) ( )m

v v
v v

P z P z
∞ ∞

ν

= =

ϕ λ = λ = λ∑ ∑             (3) 

Функция f  голоморфна в некоторой окрестности 
точки z, поэтому функция ϕ , как суперпозиция голо-
морных функций, голоморфна при | | 1λ < + ε  для не-
которого 0ε > , следовательно ряд (3) будет сходиться 
при 1λ = , что, в свою очередь, означает сходимость 
ряда (2) в точке z.  

Точка z принадлежит D  с некоторой окрестно-
стью ( )U z , для всех точек ( )U z  можно повторить 
рассуждения, приведенные выше, поэтому ряд (2) 

сходится в некоторой окрестности точки z, лежащей в 
D . 

Пусть K компактно лежит в D . Каждому z K∈  
соответствует некоторая достаточно малая окрест-
ность ( )U z D⊂ , в которой ряд (2) будет сходиться 
абсолютно и равномерно для точек ( )U z . Совокуп-

ность ( )U z  является открытым покрытием K ; выби-
рая из этого покрытия конечное подпокрытие, полу-
чим равномерную сходимость ряда (2) во всех точках 
K. Теорема 1 доказана. 

Зная разложение функции f по m-однородным по-
линомам с помощью матричного метода можно вос-
становить значения функции f всюду в m-звезде m

fG  
Миттаг-Леффлера функции f. 

Теорема 2. Пусть функция f задана рядом (2) в 
некоторой непустой окрестности начала координат, 

nm N∈  и G = m
fG  – ее m-звезда Миттаг-Леффлера. 

Тогда существует такая бесконечная матрица ком-
плексных чисел 0, , 0: { ,..., }

ll k l lB b b ∞
== , что справедлива 

формула: 

0, 0 ,
0

( ) ( ) ... ( )
ll k l l

l
f z b P z b P z

∞

=

= + +∑ .            (4) 

Причем сходимость – равномерная на любом ком-
пакте в G, и матрица B не зависит от функции f,  
а зависит лишь от области G.  

В случае одного переменного формула (4) имеется 
в двухтомнике Маркушевича [6, с. 495] и называется 
разложением Миттаг-Леффлера. В случае многих пе-
ременных для класса звездных областей теорема 2 
доказана М. Довнарович по схеме, предложенной Си-
чаком [7] . 

Доказательство. Для произвольной точки 0z  из 
области G найдется окрестность этой точки 0( ),V z  
компактно лежащая в G, и жорданов путь 0Sz  в C , 
охватывающий точки 0 и 1, такие, что  

1

0

1

0

: ( ) ( ,  ...,  ),
:

; ( )

nmmn m
n

z

C z z z
K

S z V z

⎧ ⎫ζ∈ ζ = λ = λ λ⎪ ⎪= ⎨ ⎬
λ∈ ∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

и K компактно лежит в G. 
Тогда по формуле Коши имеем: 

0

0

1

1( ) ( )
2 1

1 1( ) 1 .
2

m

Sz

m

Sz

df z f z
i

df z
i

−

λ
= λ =

π λ −

λ⎛ ⎞= λ −⎜ ⎟π λ λ⎝ ⎠

∫

∫
                (5) 

Так как множество { }0 0
1: :z zS S−= λ λ∈  компактно 

лежит в { }\ [1, ]C ∞ , то в силу известной теоремы Рун-

ге функцию 
111
−

⎛ ⎞−⎜ ⎟λ⎝ ⎠
 можно равномерно аппрокси-

мировать полиномами lM  от 1
λ

 на 
0zS  
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1

0

1 11 .l
l

M
− ∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑                     (6) 

Подставляя (6) в (5) заметим, что из равномерной 
сходимости ряда (6) на любом компакте из области 
{ }\ [1, ]C ∞ , допустимо почленное интегрирование. 

Полиномы из ряда (2) можно найти по формуле 

0
1

1( ) ( )
2

m
l l

Sz

dP z f z
i +

λ
= λ

π λ∫  

Возьмем в качестве матрицы B коэффициенты по-
линома lM . Полиномы lM  построены конструктивно 
в [6, с. 497] по методу П. Пенлеве и могут быть ис-
пользованы вне зависимости от функции f. Теорема 2 
доказана. 
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