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Сформулирована краевая задача для нестационарных режимов трубчатых печей с применением законов 

сохранения энергии, массы и количества движения. На основе этой модели поставлены задачи оптимального 
управления для основных управляющих параметров. С помощью вариационных методов получили и проанализи-
ровали необходимые условия оптимальности для выбранных управляющих функций. Полученная сопряженная 
краевая задача по структуре аналогична исходной краевой задаче. При этом множители Лагранжа заданы  
в конечный момент времени, что обуславливает особенности на численную реализацию задачи оптимального 
управления. Предложен численный алгоритм решения задачи оптимизации, который включает в себя решения 
двух краевых задач и антиградиентный спуск по вариационным равенствам к минимуму. Сформулирована  
и решена задача оптимального управления технологическими режимами трубчатых печей, как объектов  
с распределенными параметрами.  
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The author formulates the boundary value problem for the stationary modes of the tube furnaces with the use of the 

laws of energy conservation, mass and momentum. On the basis of this model the optimal control problem for the main 
control parameters is formulated. With the help of variational methods the author analyzed and obtained the necessary 
optimal conditions for the selected control functions. The obtained conjugate boundary value problem is similar in 
structure to the original boundary value problem. In this case, the Lagrange multipliers are given at the finite time, 
which provide for the particularities on the numerical implementation of the optimal control problem. The author 
proposes a numerical algorithm for solution of the optimization problem, which involves solution of two problems and 
antigradiently incline on the variational equations to the minimum. The problem of optimal control of technological 
regimes of the tube furnaces as objects with distributed parameters. 
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Автоматизированная система регулирования (АСР) 

технологическими печами предназначена для под-
держания оптимальной температуры нагреваемого 
продукта на выходе из печи с одновременным сниже-
нием расхода жидкого топлива и уменьшением за-
грязнения окружающей среды продуктами сгорания, 
предусматривающая максимальное использование 
топливного газа. 

В качестве объекта управления выбрана секция  
С-100 установки ЛК-6У по переработке нефти,  
состоящая из трех трубчатых печей: П-101, П-102,  
П-103. Печь П-101 состоит из 8 секций, расположен-
ных в виде двух блоков по четыре секции друг против 
друга и отдельно стоящих девятой и десятой секций. 
Все секции печи П-101 (первая и пятая) предназначе-
ны для нагрева горячей циркулирующей струи колон-
ны К-101, остальные восемь секций предназначены 
для нагрева сырья колонны К-102. Печь П-102 состо-

ит из одной отдельно стоящей секции. Она предна-
значена для поддержания температуры низа стабили-
зационной колонны К-104.Печь П-103 состоит из од-
ной отдельно стоящей секции. Она может быть  
использована для нагрева горячей циркулирующей 
струи колонны К-101 или для нагрева сырья колонны 
К-102. 

АСР используется для регулирования разряжения 
в печах по всему тракту движения дымовых газов  
с целью поддержания оптимального коэффициента 
избытка воздуха и обеспечения равномерности рабо-
ты горелок. Следящая АСР перепада давления «пар-
мазут» предназначена для автоматического изменения 
давления пара, идущего на распыление жидкого топ-
лива в зависимости от изменения давления жидкого 
топлива. 

Нормальный технологический режим работы пе-
чей поддерживается путем правильной организации 
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горения топлива в горелках и контролируется по при-
борам и техническим характеристикам печи. 

Температура нагреваемого сырья поддерживается 
путем автоматического регулирования количества 
топлива, сжигаемого в печи. Повышение температуры 
нагрева продукта в печах выше нормы не допустимо, 
так как это может привести к выходу из строя змееви-
ка печи или к коксованию продукта. 

Температура на «перевале» при эксплуатации 
должна поддерживаться в каждой секции за счет 
обеспечения равномерной работы всех горелок во 
всех радиантных камерах каждой печи. Величина 
температуры определяется показаниями термопар, 
установленных на перевалах печей. 

Ниже приводится математическая модель неста-
ционарного процесса горения в трубчатых печах [1]. 

1. Уравнения нестационарного горения. Теория 
горения капли жидкого топлива в [1] развита для слу-
чая молекулярных процессов горения. Ее можно рас-
пространить на случай конвективного тепломассооб-
мена. Исходя из одномерности движения потоков, 
математическая модель нестационарного горения в 
технологической печи может быть представлена сле-
дующими уравнениями [2-4]: 

1. Уравнение неразрывности 

( ) 0div u
t

∂ρ
+ ρ =

∂
                          (1) 

где ρ  – массовая плотность смеси; u – скорость дви-
жения. 

Для покомпонентной модели процесса горения 
уравнение (1) можно записать в виде 

 

( ) ( )x xu x
t l

∂ ρ ∂ ρ ρ
+ = −

∂ ∂ τ
,                    (2) 

 

здесь l – линейный размер; x – концентрация горюче-
го вещества в смеси ( 0 1x≤ ≤ ); τ  – время сгорания. 

2. Уравнение движения в виде  
 

0u u Pu
t l l

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ρ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
.                  (3) 

 

3. Уравнение сохранения энергии 
 

( ) ( )1n n c n
S S xT u q Q T K T T
t l

∂ ∂ ρ⎛ ⎞ρ + = − + −⎜ ⎟∂ ∂ τ⎝ ⎠
,      (4) 

 

где q – теплота сгорания топлива; Q(Tп) – потери на 

излучение; S – энтропия, причем lnv
PS C

γ
=

ρ
 

( 1.0 1.4γ = − , так как для жидкостей различие между 
Сν  и Сρ  незначительно); Tc – температура сырья 
(нефтепродукта в радиантных трубопроводах печи); 
K1 – коэффициент теплопередачи для рабочего пото-
ка; Tп – температура продуктов сгорания. 

4. Уравнение теплообмена между нагреваемым 
сырьем и нагревательным газом 

 

( ) ( )2
c c

п c n
T T

w K T T Q T
t l

∂ ∂
− = − −

∂ ∂
,             (5) 

 

где K2 – коэффициент теплопередачи для стенки печи. 

Уравнения (1)–(5) представляют собой математи-
ческую модель теплового процесса печи. 

Дополним систему (1)–(5) уравнением состояния  
 

n
P RT=
ρ

,                                       (6) 
 

где R – газовая постоянная. 
2. Постановка задачи. Рассмотрим следующую 

тепломассообменную задачу для процессов в трубча-
той печи. Для этого приведем систему (1)–(6) к нор-
мальной форме: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

,

,

,

1

,

.

n n

n n
n

п
c п

v v

c c
п c n

uu
t l l
x x xu
t l

T RTu uu R
t l l l
T TuT u
t l l

Q Txq K T T
C C

T T
w K T T Q T

t l

∂ρ ∂ρ ∂⎧ = − − ρ⎪ ∂ ∂ ∂⎪
∂ ∂⎪ = − −⎪ ∂ ∂ τ

⎪ ∂∂ ∂ ∂ρ⎪ = − − −
⎪ ∂ ∂ ∂ ρ ∂⎪
⎨∂ ∂∂⎪ = − γ − +
⎪ ∂ ∂ ∂
⎪
⎪+ − + −
⎪ τ ρ
⎪

∂ ∂⎪ = − + − −⎪ ∂ ∂⎩

         (7) 

 

Дополним систему (7) начальными и граничными 
условиями  

    нач. усл.            гран. усл. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

,0 ,           0, ,

,0 ,           0, ,

,0 ,           0, ,

,0 ,        0, ,

,0 ,         , .
n n

c c

l l t t

x l l x t t

u l l u t t

T l l T t t

T l l T L t t

ρ = ϕ ρ = ψ

= ϕ = ψ

= ϕ = ψ

= ϕ = ψ

= ϕ = ψ

             (8) 

 

Здесь температура сырья задается в точке l L= , 
так как сырье подается сверху в печь, и таким обра-
зом, имеем противоточный технологический процесс. 

В качестве управлений возьмем изменение плот-
ности горючего v1, концентрации v2, скорости v3, тем-
ператур дымовых газов v4 и сырья v5. На управления 
наложим следующие ограничения: 

 

min max ,   1,5.i i iv v v i≤ ≤ =                   (9) 
 

Введя фиктивные управления zi, 1,5i = , сведем 
неравенства (9) к равенствам 

 

( )( ) 2
max min 0,     1,5.i i i i iv v v v z i− − − = =           (10) 

 

Связь граничных условий с управлениями пред-
ставлена ниже: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

3 3 4 4

5 5

0, 0,
,         ,

0, 0,
,  ,

0,
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t t
u t T t
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T t
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t
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∂ ∂
∂ ∂
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∂ ∂
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Задача оптимального управления формулируется 
следующим образом. Найти такие ( ) ,    1,5iv t i =  из 
промежутков (9), которые в силу систем (7)–(8) дос-
тавляют минимум критерия качества 

 

( ) ( )( )2

0 0

, , ,
T L

c cT l t T l t dldt∗−∫ ∫                   (11) 

 

где cT ∗  – заданная температура сырья на выходе печи; 
T – время управления. 

3. Необходимые условия оптимальности. Вве-
дем параметрические переменные, которые представ-
ляют основную особенность уравнений в нормальной 
форме: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 3

4 5

,       ,     ,

,      .n c

x u
l l l

T T
l l

∂ρ ∂ ∂
= ζ = ζ = ζ

∂ ∂ ∂
∂ ∂

= ζ = ζ
∂ ∂

          (12) 

 

С учетом (12) система (7) будет иметь вид 
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( ) ( ) ( )

1 3
1

2
2

3 4 1
3

3 4

1 4

5
2 5

,

,

,

1

,

.

n

n
n

п
c п

v п

c
п c n

u X
t
x xu X
t

RTu u R X
t
T

T u
t

Q Txq k T T X
C T

T
w k T T Q T X

t
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∂⎪ = − ζ − ≡⎪ ∂ τ

⎪
∂⎪ = − ζ − ζ − ζ ≡

⎪ ∂ ρ⎪
⎨∂⎪ = − γ ζ − ζ +
⎪ ∂
⎪
⎪+ − + − ≡
⎪ τ ρ
⎪

∂⎪ = − ζ + − − ≡⎪ ∂⎩

    (13) 

 

В уравнениях (13) параметрические переменные и 
управления входят формально одинаковым образом. 
Однако между ними имеются принципиальное разли-
чие, так как эти переменные играют различную роль. 
Дело в том, что управления задаются произвольно,  
а ( )iζ  не задаются, а определяются по известным 
управлениям в результате решения задачи. 

Для получения необходимых условий оптималь-
ности рассмотрим вспомогательный функционал [3] 

 

1 2 ,I I I Ldldt ldt
Ω ∂Ω

= + = +∫∫ ∫ ��  

где 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 3 3

1
4 4 5 5 1

2 3 4
2 3 4

25
5 ,

n c

n

c
c c

x uL X X X
t t t

T T
X X

t t l
Tx u

l l l
T

T T
l

∗

∂ρ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ξ − + ξ − + ξ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ξ − + ξ − + η − ζ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂∂ ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ η − ζ + η − ζ + η − ζ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂⎛ ⎞+ η − ζ + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

�

 

 

( ) ( ), ,     , ,    ( 1,5)i il t l t iξ η =  – функции Лагранжа, l�  
определена ниже. 

Вычислим вариацию функционала I1 при опти-
мальных ,   ,   ,   ,   n cx u T Tρ . Окончательно вариация 
функционала I1 выглядит так: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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3 1 1 1
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∫∫
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∗
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− −⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝

∂ξ ∂η ⎞
− ξ − − δ +⎟

∂ ∂ ⎠
∂ξ ∂η⎛ ⎞
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⎛ ⎞
+ ξ +ξ −η δζ + ξ −η δζ +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

+ ξ ρ+ξ −ξ −γ −η δζ +

⎤+ ξ +ξ −η δζ + ξ ω−η δζ ⎦
 

 

Собираем слагаемые при одинаковых вариациях 
функций и, используя аргументации теории вариаци-
онных исчислений, получим сопряженную систему 
уравнений относительно функций Лагранжа 
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∂ ∂ρ ρ

∂ξ ∂η
= ξ − ξ −

∂ τ τ ∂

∂ξ ∂η
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∂ ∂
∂ξ

= ξ ζ − ξ − γ ζ +
∂ ρ

⎞∂⎛ ⎞ ∂η
+ − − − − ξ −⎟⎜ ⎟ ⎟ρ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎠

∂ξ ∂η
= ξ + − + ξ −

∂ ∂

    (14) 

( )

1 1 3 2 2

3 1 3 4

4 3 4 5 5

,   ,

1 ,
,   .

n

n

RT
u u

u T
R u

η = ξ + ξ η = ξ
ρ

η = ξ ρ + ξ − ξ − γ

η = ξ + ξ η = ξ ω
               (15) 

 

С помощью (15) исключим в (14) 1 2 3 4 5, , , ,η η η η η  
и, имея в виду, что 
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окончательно получим сопряженную систему относи-
тельно , 1,5i iξ =  
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ρ ∂
( ) ( )

( ) ( )

3 4
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k R u k
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k T T k
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∗

∂ξ ∂ξ
− − − ξ

∂ ∂

∂ξ∂ξ
= ξ + − + ω + ξ

∂ ∂

 (16) 

 

Начальные условия 
 

( ), 0,      1,5.i l T iξ = =                        (17) 
 

Аналогично проведем преобразования вспомога-
тельного функционала 2I  на границе области, имея в 
виду, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
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∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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∂⎡ ⎤
+ λ − +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

�

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2
1max 1 1 1min 1v v t v t v z t⎡ ⎤+ μ − − − +⎣ ⎦  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )
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2 2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    1,5i it t iλ μ =  – функции Лагранжа.  

При этом получим: 
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откуда 
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или с учетом (15) имеем 
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( )
( )

5

5 , .d L t
dt
λ

= −ξ ω                            (19) 
 

Для системы (19) начальные условия следующие: 
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( ) ( ) ( ) ( )
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кроме того, 
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Из (18) также следует, что 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3
1 2 3

4 5
4 5
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0,    0.

z t z t z t
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2 2
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2 0,

2 0,

2 0.

L b v v t v

L b v v t v

L b v v t v

L b v v t v

L b v v t v

≡ −λ + μ − + =

≡ −λ + μ − + =

≡ −λ + μ − + =

≡ −λ + μ − + =

≡ −λ + μ − + =

   (22) 

 

Таким образом, мы получим систему (16) с на-
чальными условиями (17) и граничными условиями 
(19)-(22). Из (21) следует: если 0,     1,5iz i≡ = , то 

управления ( ) ,    1,5iv t i =  принимают граничные зна-

чения miniv  или maxiv . Если же ( ) ( ) 0,     1,5i t iμ ≡ = , то 
на технологические параметр процесса наложены же-
сткие условия. 

Левые части (22) конечно-разностных аналогов 
уравнений представляют собой градиенты аппрокси-
мированного функционала качества (11). Следова-
тельно, для решения задачи может быть применен 
градиентный метод. 

Метод решения задачи оптимального управления 
заключается в следующем: 

1. Задаются начальные приближения управления 
( )0 ,     1,5iv t i = . 

2. Если ( )n
iv t  известны, из системы уравнений (7) 

и начальных и граничных условий (8) находятся 
( ) ( ),n l tρ , ( ) ( ),nx l t , ( ) ( ),nu l t , ( ) ( ),n

nT l t , ( ) ( ),n
cT l t  и из 

сопряженной задачи (16)-(22) находятся ( ) ( ),n
i l tξ , 

( ) ( ),n
i l tλ , 1,5i = . 

3. Далее полагаем ( )1n n
i i iv v L+ = − τ , 0,1,2,n = … , 

1,5i = . 
4. Предельные значения управлений дают решение 

задачи оптимального управления. 
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