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Исследуются аппроксимационные свойства регрессионной оценки плотности вероятности. Синтез оценки 

основывается на декомпозиции исходных статистических данных и анализе вероятностных характеристик 
получаемых множеств случайных величин. Устанавливается зависимость свойств регрессионной оценки 
плотности вероятности от методов дискретизации интервала значений случайной величины. Из условия ми-
нимума асимптотического выражения среднеквадратического отклонения определена процедура оптимально-
го выбора количества интервалов дискретизации. Полученная формула зависит от вида восстанавливаемой 
плотности вероятности и объёма априорных данных. Результаты исследований имеют важное значение при 
решении задач проверки гипотез о распределениях случайных величин и доверительного оценивания плотности 
вероятности. 
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Approximating properties of the regression estimator of a probability density are investigated. Estimation synthesis 

is based on decomposition of initial statistical data and the analysis of probabilistic characteristics of received sets of 
random variables. Dependence of the regression estimator properties of a probability density on methods of digitization 
of an interval of values of a random variable is established. A deviation mean square procedure of an optimum choice 
of an amount of intervals of digitization is defined from a condition of a minimum of asymptotic expression. The 
received formula depends on an aspect of a restored probability density and volume of a priori data. Outcomes of 
researches are important to the solution of the problems of a hypothesis test about distributions of random variables 
and a confidential estimation of a probability density. 
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Непараметрические оценки плотности вероятности 

типа Розенблатта–Парзена широко используются при 
синтезе алгоритмов обработки информации и приня-
тии решений в условиях априорной неопределённости 
[1–11]. Однако их вычислительная эффективность во 
многом определяется объёмом статистических дан-
ных и снижается по мере его увеличения. 

В данных условиях целесообразно использовать 
принципы декомпозиции исходных статистических 
данных по их объёму и технологию параллельных 
вычислений. С этих позиций предложена и исследована 
смесь непараметрических оценок плотностей вероят-

ности для одномерных и многомерных случайных 
величин [4; 12; 13]. 

Перспективное направление решения проблем 
больших выборок связано с декомпозицией исходных 
статистических данных и последующим анализом 
вероятностных характеристик получаемых множеств 
случайных величин [14; 15]. 

Пусть имеется выборка ( ), 1,iV x i n= =  из n неза-
висимых значений одномерной случайной величины x 
с неизвестной плотностью вероятности p(x). Разобьем 
область определения  p(x) на  N  непересекающихся  

______________________ 
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интервалов длиной 2β и сформируем множества слу-
чайных величин , 1,jX j N= . В качестве характери-
стик jX  примем частоту jP  попадания случайной 
величины x в j-й интервал и его центр jz . На основе 
полученной информации определим массив данных 

( )1 , / (2 ) , 1,j jV z P j N= β = , составленный из центров 
jz  введенных интервалов и соответствующих им зна-

чений оценок плотности вероятности. Объём N полу-
ченных данных 1V  может быть значительно меньше 
объёма n исходной статистической информации V. 

В качестве приближения по эмпирическим данным 
1V  искомой плотности вероятности p(x) примем ста-

тистику [15] 

 ( ) 1

1

jN
j

j

x zp x c P c
−

=

⎛ ⎞−
= Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , (1) 

в которой ядерные функции Φ(u) являются положи-
тельными, симметричными и нормированными [16]. 
Коэффициенты размытости c ядерных функций ха-
рактеризуют область их определения. 

В работе исследуется зависимость аппроксимаци-
онных свойств регрессионной оценки плотности ве-
роятности (1) от известных методов дискретизации 
области изменения значений случайной величины. 

 

Выбор оптимального количества интервалов 
дискретизации области значений случайной вели-
чины. В работе [17] исследованы свойства средне-
квадратического отклонения 

( ) ( )( )2
M p x p x dx

+∞

−∞

−∫  

оценки ( )p x  (1) от восстанавливаемой плотности 
вероятности p(x) при больших объёмах исходных ста-
тистических данных, где M – знак математического 
ожидания. При оптимальных значениях коэффициен-
тов размытости получено его асимптотическое выра-
жение 
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Δ – длина интервала изменения значений случайной 
величины. 

Из условия минимума асимптотического выраже-
ния среднеквадратического отклонения ( )p x  от p(x) 
получена процедура оптимального выбора количества 
интервалов дискретизации [17; 18] 

 ( ) 2
N p x n= Δ , (3) 

которая определяется видом восстанавливаемой плот-
ности вероятности, значением Δ и объёмом n исходных 
статистических данных. Полученная закономерность 
является объективной, так как не зависит от вида 
ядерных функций оценки плотности вероятности (1). 

 
Исследование аппроксимационной регрессион-

ной оценки плотности вероятности. Будем восста-
навливать плотность вероятности случайной величи-
ны с нормальным законом распределения 

( )
21 exp 22

xp x
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
. 

Для выбора количества интервалов дискретизации 
области изменения значений случайной величины 
используется выражение (3), а также следующие 
формулы: 

– Хайнкольда и Гаеде 
 N n= ; (4) 

– Брукса и Каррузера 
 N 5 lg n= ; (5) 

– Старджесса 
 2N log 1n= + . (6) 

Синтез непараметрической оценки плотности ве-
роятности (1) осуществлялся на основе ядерных 
функций В. А. Епанечникова [16] 
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В данных условиях выражение (2) запишется в виде 
1

25

2 4
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NW nN
⎛ ⎞⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

При увеличении объёма n исходных статистиче-
ских данных применение исследуемых методов дис-
кретизации интервала изменения значений случайной 
величины приводит к уменьшению значений 2W   
(см. рисунок). Наблюдаемое улучшение аппроксима-
ционных свойств ( )p x  объясняется увеличением 
объёма N массива данных 1V , используемого при по-
строении регрессионной оценки плотности вероятности 
(см. таблицу). Данный факт согласуется с условиями 
её асимптотической сходимости [15]. 

 
Зависимость количества интервалов N от значений n  

и используемых формул дискретизации 
 

Формулы дискретизации 
n 

(3) (4) (5) (6) 
50 9 7 8 7 
100 13 10 10 8 
150 16 12 11 8 
200 18 14 12 9 
250 21 16 12 9 
300 23 17 12 9 
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Окончание таблицы 

Формулы дискретизации 
n 

(3) (4) (5) (6) 
350 24 19 13 9 
400 26 20 13 10 
450 28 21 13 10 
500 29 22 13 10 

 
Применение формулы (3) при выборе количества 

N интервалов дискретизации является более предпоч-
тительным по сравнению с другими, так как она  
получена на основе минимизации асимптотического 
выражения среднеквадратического отклонения (2). 

Зависимости 2W  от объёма n исходных данных 
при использовании формул (3), (4) являются близки-
ми. Им свойственны сопоставимые значения количе-
ства N интервалов дискретизации области изменения 
случайной величины (см. таблицу). При малых n < 100 
количество N интервалов дискретизации, которые 
определяются формулами (3)–(6), и соответствующие 
им значения 2W  отличаются незначительно. 

При восстановлении плотности вероятности с нор-
мальным законом распределения целесообразно ис-
пользовать формулы (3), (4). Менее предпочтитель-
ными являются формулы (5), (6). Полученные выводы 
согласуются с результатами исследований асимпто-
тических свойств регрессионной оценки плотности 
вероятности.  

 

 
 

Зависимость среднеквадратического отклонения ( )2W N   
от объёма n значений случайной величины с нормальным законом распределения:  
кривые 1, 2, 3, 4 соответствуют значениям N, вычисленным по формулам (3)–(6) 
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An informative attribute selection problem is considered. The problem is solved with the hybrid self-adjusted 
evolutionary algorithm. The algorithm is used as an optimization method of bandwidth parameters in kernel regression. 
The algorithm is experimented on the test function with various dimensions. Reliability depends on the dimension 
function which is also presented. The results of the hybrid self-adjusted algorithm are presented too.  
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