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Предлагается методика построения непараметрической регрессии в условиях обучающих выборок большо-

го объема. Синтез модели основывается на декомпозиции исходных статистических данных и анализе веро-
ятностных характеристик получаемых множеств случайных величин. Исследуются асимптотические свой-
ства непараметрической регрессии и рассматриваются результаты вычислительного эксперимента. Уста-
навливается зависимость свойств непараметрической регрессии от количества интервалов дискретизации 
значений случайной величины и объёма исходных данных. Проводится сравнение аппроксимационных свойств 
предлагаемой модели и традиционной непараметрической регрессии. Результаты исследований имеют важ-
ное значение при решении задач доверительного оценивания плотности вероятности и кривой регрессии. 
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Вычислительная эффективность непараметриче-
ских алгоритмов обработки информации во многом 
определяется объемом статистических данных и сни-
жается по мере его увеличения, что затрудняет по-
строение систем принятия решений в условиях боль-
ших выборок [1; 2]. 

В подобной ситуации используются принципы де-
композиции исходных статистических данных по их 
объему и технологии параллельных вычислений.  
К этому направлению относится смесь непараметри-
ческих оценок плотностей вероятности для одномер-
ных и многомерных случайных величин [3–7]. При 
этом сокращение времени вычислений сопоставимо  
с количеством составляющих смеси. 

Полученные результаты обобщены при оценива-
нии решающей функции в задаче распознавания обра-
зов для условий больших выборок. Разработаны 
двухуровневые непараметрические системы класси-
фикации [8; 9]. Установлены асимптотические свой-
ства непараметрических оценок их уравнений разде-
ляющих поверхностей для одномерного и многомер-
ного случаев [10; 11]. Данный подход при восстанов-
лении стохастических зависимостей предполагает 
разбиение обучающей выборки по её объёму. На этой 
основе осуществляется синтез семейства частных не-
параметрических регрессий с последующей их инте-
грацией в обобщённой модели [12; 13]. 

Перспективное направление «обхода» проблем 
больших выборок связано с использованием регрес-
сионной оценки плотности вероятности. Её синтез 
основан на декомпозиции исходных статистических 
данных и последующем анализе количественных ха-
рактеристик получаемого множества случайных ве-
личин [14–17]. 

Цель настоящего исследования состоит в разра-
ботке методики синтеза и анализа непараметрических 
моделей стохастических зависимостей в условиях 
больших выборок, которая основана на использова-
нии регрессионной оценки плотности вероятности. 

 
Синтез регрессионной оценки  
плотности вероятности 

 

Пусть имеется выборка ( ), 1,iV x i n= =  из n неза-

висимых значений одномерной случайной величины x 
с неизвестной плотностью вероятности p(x). 

Разобьем область определения p(x) на N непересе-
кающихся интервалов длиной 2β и сформируем мно-
жества случайных величин , 1,jX j N= . В качестве 

характеристик jX  примем частоту jP  попадания 
случайной величины x в j-й интервал и его центр jz . 
На основе полученной информации определим эле-
менты выборки ( )1 , / (2 ), 1,j j jV z y P j N= = β = , где jz  

центры введенных интервалов и соответствующих им 
значений оценок jy  плотности вероятности. Грани-
цы области Δ изменения случайной величины x ап-
риори неизвестны и определяются минимальным  
и максимальным значениями исходных статистических 

данных ( ), 1,iV x i n= = . Поэтому центры интервалов 
jz , 1,j N=  являются случайными величинами  

и имеют равномерный закон распределения 
( ) ( ) 1

1 2p z N −= β . Объем N полученной выборки 1V  
значительно меньше объема n исходных статистиче-
ских данных V. Выборка 1V  позволяет оценивание 
плотности вероятности p(x) свести к задаче восста-
новления стохастической зависимости. 

В качестве приближения по эмпирическим данным 
1V  искомой плотности вероятности p(x) примем ста-

тистику [14] 

( ) 1

1

jN
j

j

x zp x c P
c

−

=

⎛ ⎞−
= Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ,                 (1) 

которая является непараметрической оценкой услов-
ного математического ожидания 

( )2 ,N y p x y dyβ ∫ .                        (2) 

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирова-
ния опускаются. 

В регрессионной оценке плотности вероятности (1) 
ядерные функции Φ(u) удовлетворяют условиям H: 

( ) ( ) , 0 (u)u uΦ = Φ − ≤ Φ < ∞ , 

( ) ( )21, 1u du u u duΦ = Φ =∫ ∫ . 

Коэффициенты размытости c = c(N) ядерных 
функций характеризуют область их определения. 

При синтезе ( )xp  в выражение (2) подставляется 
непараметрическая оценка 

( )
1 11

1,
j jN

j

x z y yp x y
n c c c c=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= Φ Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑        (3) 

совместной плотности вероятности p(x, y). 
Интегрируя выражение (2) при 

1 1

1 j
jy yy dy y

c c
⎛ ⎞−

Φ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  и 
2

j
j Py =

β
, 

получим регрессионную оценку плотности вероятно-
сти (1). 

В многомерном случае ( )k,v,xx v 1==  стати-
стика (1) имеет вид 

( )
1 1

1
k jN k

j v v
k

j v

x zp x P
cc = =

⎛ ⎞−
= Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∏ .           (4) 

Регрессионные оценки плотности вероятности (1), 
(4) обладают свойствами асимптотической несмещён-
ности и состоятельности [14]. Из условия минимума 
асимптотического выражения среднеквадратического 
отклонения ( )p x  от p(x) определена процедура оп-
тимального выбора количества интервалов дискрети-
зации [18; 19] 

( )2N n p x dx= Δ ∫ .                       (5) 

Количество интервалов дискретизации зависит от 
вида восстанавливаемой плотности вероятности, дли-
ны Δ интервала значений случайной величины и объ-
ёма n исходных статистических данных. 
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Непараметрическая оценка кривой регрессии 
 

Пусть ( ), , 1,i iV x y i n= =  статистическая выборка не-

зависимых наблюдений одномерных случайных вели-
чин (x, y), распределенных с неизвестной плотностью 
вероятности p(x, y) и p(x)>0 ∀ x∈Ω(x). Априори вид 
однозначной стохастической зависимости y = F(x) не 
задан. 

В качестве её модели будем использовать услов-
ное математическое ожидание  

( ) ( ) ( )1 ,y x y p x y dy
p x

= φ = ∫� .               (6) 

Решающая функция (6) является оптимальной в 
смысле минимума квадратического критерия [20]. 

При оценивании p(x, y) используем технологию 
синтеза регрессионной оценки плотности вероятности 
типа (1). Для упрощения преобразований будем счи-
тать, что интервалы значений (x, y) одинаковы. 

Тогда 

( )
2

2

1
,

j jN
i

j

x x y yp x y c P
c c

−

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= Φ Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ,         (7) 

где 2N  – объем массива данных ( )2, , , 1,j j jx y P j N= , 

формируемых на основе исходной статистической 
выборки ( ), , 1,i iV x y i n= = . 

Значение jP  определяет частоту встречаемости 
наблюдений из V в элементе ( jx ± β, jy ± β) равно-
мерной сетки в пространстве (x, y). 

Тогда с учетом 
( )
( ) ( )

1

,
2 ,

p x yyp N p x y
x p x

⎛ ⎞ = = β⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

непараметрическую оценку (6) представим в виде 

( )
2

1

2 iN
i i

i

N x xy x y P
c c=

⎛ ⎞β −
= ϕ = Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .           (8) 

Исследуем свойство асимптотической несмещён-
ности статистики (8). Пусть функции ϕ(x), p(x, y) ог-
раничены и непрерывны со всеми своими производ-
ными до 2-го порядка включительно. Ядерные функ-
ции Φ(u) удовлетворяют условиям H. 

Определим частоту появления случайных величин 
в виде 

1

1 j i j in
j

i

x x y yP h h
n =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β β⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ , 

где 

( )
1 | | 1,
0 | | 1.

u
h u

u
∀ ≤⎧

= ⎨ ∀ >⎩
 

Наблюдения из выборки ( )ii y,x , 1,i n=  имеют 
один и тот же закон распределения p(z1, z2). Элементы 

массива данных ( )jj y,x  21,j N=  характеризуются 
плотностью вероятности p(t1, t2). 

Тогда 

( )( )
3

2 2 2
1

2 x z z tNM x z h
c c

− ⎛ − ⎞β ⎛ ⎞ϕ = Φ ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟β⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫…  

( ) ( )1 1
1 2 1 2 1 2 , ,z th p t t p z z dt dz⎛ − ⎞

× ⎜ ⎟β⎝ ⎠
… , 

где M – знак математического ожидания. 
Осуществим замену переменных (z1–t1)/β = u1,  

(z2–t2)/β = u2. С учетом p(z1, z2) = (2βN)2 получим 

( )( ) ( ) 2 2
1 12

x u tNM x u t
c c

−β −β ⎛ ⎞ϕ = β + Φ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫…  

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 2 ,h u h u p t t du dt× =…  

2 2
12

x u tN t
c c

−β −β ⎛ ⎞= Φ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 1 2 2 1 2 ,h u p t t du dt dt× .                   (9) 

Обозначим ϕ(t2) = M(t1/t2). Проведём замену  
(x–βu2–t2)/c = u. На этой основе преобразуем (9) к виду 

( )( ) 2( )M x N x u cuϕ = β ϕ −β − ×∫∫  

2 2 2 ( ) ( ) ( )u h u p x u cu du du× Φ −β − . 
Разложим функции ϕ(x–βu2–cu), p(x–βu2–cu) в ряд 

Тейлора в точке x. Тогда при достаточно больших n 
приходим к утверждению 

2
2

1

( )( ( )) ~ ( )
( ) 3

p xM x x c
p x

⎛ ⎞β
ϕ ϕ + + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(2) (1) (1)
(2)

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )
x p x x p x x p x

p x p x
⎛ ⎞ϕ ϕ

× + +ϕ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(2) (2)
2 4 4 2 2( ) ( ) ( , , )

6
x p x O c cϕ

+ β + β β .        (10) 

Статистика (8) обладает свойством асимптотиче-
ской несмещенности по отношению к оптимальному 
решающему правилу (6), если закон распределения 
исходной выборки наблюдений x равномерный, т. е. 
p(x) = p1(x). Это возможно при проведении активного 
эксперимента при исследовании зависимости y = F(x). 

Для устранения смещения необходимо умножить 
статистику (8) на отношение 1( ) / ( )p x p x . В результа-
те получим 

( )
( )

2

2
1

1
( )

N
i i

i
N

i

i

y x
x

x

=

=

α
ϕ =

α

∑

∑
, α ( )

i
i

i
x xx P

c
⎛ ⎞−

= Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   (11) 

В многомерном случае при x = (x1, …, xk) непара-
метрическая регрессия имеет вид 

( )
( )

1

1
1

1

α

α ( )

k

k

N
i i

i
N

i

i

y x
x

x

+

+
=

=

ϕ =
∑

∑
, 

1
α ( )

ik
i i v v

vv

x xx P
c=

⎛ ⎞−
= Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ . 
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Анализ результатов  
вычислительных экспериментов 

 
Исследовались свойства непараметрических моде-

лей типа (8), (10) и традиционной непараметрической 
регрессии [20] методом вычислительного эксперимента. 
Исходные данные ( , , 1, )i ix y i n=  формировались в 
соответствии с примером работы [21] 

y = F(x) = 1–x+exp(-200(x-0,5)2).             (12) 
Значения yi вычислялись по формуле 

yi = F(xi)+2(0,5–εi) F(xi) r, 1,i n= . 
Случайная величина ε∈[0; 1] имеет равномерный 

закон распределения, а r – уровень помех. 
Оценка эффективности изучаемых моделей опре-

делялась критерием 

( ) ( )
( )1

1
j jт

j
j

F x x
W

т F x=

−ϕ
= ∑� , 

где m – объём контрольной выборки. 
При построении непараметрических моделей  

в качестве ядерных функций использовалось ядро  
В. А. Епанечникова [22]. 

( )
23 3 5

4 5 20 5
0 5 .

u u
u

u

⎧
− ∀ <⎪Φ = ⎨

⎪ ∀ ≥⎩

 

Вычислительные эксперименты при фиксирован-
ных условиях исследования повторяются 20 раз. По 
полученным результатам вычислялись ошибки ап-
проксимации , 1, 20tW t =�  и среднее W  их значение. 

Установлено, что объём исходной выборки n мо-
жет быть сокращён на порядок и выше. На такую же 
величину повышается вычислительная эффективность 
непараметрической регрессии. Обнаружена линейная 
зависимость между значениями уровня помех r и ко-
личеством N интервалов дискретизации. 

 

 
 

Зависимость средней относительной ошибки  
аппроксимации W от количества интервалов  

дискретизации N при n = 10000, r = 0,05: кривая 1  
соответствует модели ( )xϕ  (11); прямые 2 и 3  

характеризуют традиционную непараметрическую  
регрессию при объёме обучающей выборки  

n = 500 и n = 200 

Точность аппроксимации непараметрической рег-
рессии ( )xϕ  (11) выше в два и более раза, чем со 
смещением (8). Традиционная непараметрическая 
регрессия менее устойчива к уровню помех. 

С ростом количества N интервалов дискретизации 
аппроксимационные свойства статистики (11) улуч-
шаются, что согласуется с результатами аналитиче-
ских исследований (см. рисунок). Данный факт осо-
бенно проявляется при высоком уровне помех. 

Непараметрическая модель стохастической зави-
симости (11) является эффективным средством обра-
ботки данных большого объема. Ее синтез осуществ-
ляется путем декомпозиции исходной статистической 
информации и анализа количественных характери-
стик, получаемых множеств случайных величин. На 
этой основе осуществляется «сжатие» исходных дан-
ных. Предлагаемая статистика обладает свойством 
асимптотической несмещенности. 

По своим аппроксимационным свойствам и устой-
чивости к помехам она значительно превосходит тра-
диционную непараметрическую регрессию. Особен-
ность структуры разработанной непараметрической 
модели стохастической зависимости позволяет решить 
проблему её доверительного оценивания. 
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