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Рассматривается метод коллокации, базисными функциями которого выбраны бикубические многочлены 
Эрмита, применяемый к первой краевой задаче для эллиптического уравнения в области с криволинейной гра-
ницей. Метод коллокации имеет некоторые преимущества по сравнению с методом конечных элементов Га-
леркина: не требуется вычислять интегралы для определения коэффициентов матрицы жесткости. Бикуби-
ческие функции Эрмита принадлежат классу C1. Для решения задачи строится согласованная  
с границей сетка. Сетка согласуется с границей так, чтобы два узла в нерегулярных ячейках лежали на криво-
линейной границе. Это позволяет уменьшить общее количество базисных функций в области. В качестве 
внутренних узлов коллокации берутся точки множества Гаусса. На криволинейной границе точки коллокации 
распределяются равномерно. Полученные решения обладают достаточно высоким порядком точности. 
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In this paper the collocation method with Hermite bicubic basis functions is considered, applied to the first bound-

ary value problem for an elliptic equation in a domain with a curved boundary. The collocation method has some ad-
vantages compared with Galerkin finite element method: no need to compute the integrals for the determination of the 
coefficients of the stiffness matrix. Hermite bicubic functions belongs to the class C1. The consistent with the boundary 
mesh is constructed for solving the problem. The grid is consistent with the border so that two nodes in irregular cells 
were lying on a curvilinear boundary. This approach allows to reduce the total number of basis functions in the do-
main. As an internal collocation nodes the points of the set of Gauss are taken. The collocation points are distributed 
evenly on a curvilinear boundary. Under such arrangement, the total number of collocation points equal the total num-
ber of basis functions with the given boundary conditions. The problem is reduced to solution of a linear system Au=f 
where A is a square matrix. The results of numerical experiments of solving Poisson equation with different right sides 
show that the algorithm of solution has the convergence of high order. 
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Широкое применение метода конечных элементов 
при решении дифференциальных уравнений с част-
ными производными не уменьшает необходимости 
создания и использования новых методов, которые 
при более простом алгоритме реализации позволяют 
получить приемлемые решения с повышенной точ- 
ностью. 

Метод коллокации успешно применялся для чис-
ленного решения краевых задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений [1] и уравнений с ча-
стными производными [2], в том числе для эллипти-
ческих уравнений второго порядка [3]. В них прибли-
женное решение ищется в пространстве кусочно-
квадратичных функций на сетках с прямоугольными 
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или треугольными ячейками. В работах [4; 5] рас-
сматривается метод коллокации и наименьших квад-
ратов. В работе [6] метод рассматривается в областях 
общего вида. 

Метод коллокации с бикубическим эрмитовым ба-
зисом имеет некоторые преимущества. Так, по срав-
нению с методом конечных элементов Галеркина не 
требуется вычислять интегралы для определения ко-
эффициентов матрицы. Для общего линейного эллип-
тического оператора с достаточно гладкими коэффи-
циентами и граничными условиями Дирихле, эрмито-
ва коллокация обеспечивает точность O(h4) в норме 
L2, где h – шаг сетки. Эрмитовы элементы более эф-
фективны по сравнению с лагранжевыми элементами, 
так как размерность систем алгебраических уравне-
ний оказывается меньше при одинаковом порядке 
аппроксимации [7]. 

При фиксированном значении одной из перемен-
ных бикубическая эрмитова функция и ее первая про-
изводная по этой переменной превращаются в одно-
мерные эрмитовы кубические функции относительно 
другой переменной [8], это дает 16 степеней свободы 
в каждом прямоугольнике. Стандартный базис в од-
номерном случае состоит из функций двух типов, ин-
терполирующих значения функции и ее производных 
соответственно на отрезке [xj, xl]: 

 

1 в узле 
; 0  вовсех узлах;

0  вдругих узлах

1 в узле ;
0  вовсех узлах;

0  вдругих узлах.

j
j l

j ll

x x

x x
x x

=⎧
ϕ = ψ =⎨

⎩
∂ϕ =⎧∂ψ

= = ⎨∂ ∂ ⎩

  (1) 

На эти функции натянуты все кусочно-кубические 
функции класса С1. Эрмитово бикубическое про-
странство есть произведение двух эрмитовых кубиче-
ских пространств, и четыре параметра в обычных уз-
лах z = (xj,yl) приводят к четырем соответствующим 
базисным функциям: 

 1 2

3 4

( ) ( ),   ( ) ( ),

( ) ( ),   ( ) ( ).
j l j l

j l j l

x y x y

x y x y

Φ = ϕ ϕ Φ = ϕ ψ

Φ = ψ ϕ Φ = ψ ψ
  (2) 

Бикубические элементы (конечные элементы с ба-
зисом из бикубических эрмитовых элементов) приме-
няются только на прямоугольниках (или, после про-
стого линейного преобразования плоскости, на парал-
лелограммах). На прямоугольной области эрмитов 
бикубический элемент – один из самых лучших. Его 
гладкость непосредственно следует из гладкости ба-
зиса. Поэтому бикубические элементы можно исполь-
зовать для уравнений четвертого порядка, пробные 
функции будут принадлежать H2. Эрмитово простран-
ство Sh состоит из всех непрерывных кусочно-
бикубических функций v, у которых vx, vy, vxy непре-
рывны [9]. 

Рассмотрим первую краевую задачу для эллипти-
ческого уравнения в области Ω: 

 
, ,

( ) 0, ,
Lu f x
u x x

= ∈Ω

= ∈∂Ω
 (3) 

где 2 2{( , ) | 1; 0; 0}x y x y x yΩ = + ≤ ≥ ≥ ; ∂Ω  – граница; 
L – линейный эллиптический оператор второго по-

рядка 
2 2

2 2
u uLu

x y
⎛ ⎞∂ ∂

= − +⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

. 

На примере решения этой задачи рассмотрим ал-
горитм метода коллокации. Суть метода заключается 
в том, что приближенное решение ищется в конечно-
мерном линейном пространстве функций, а неизвест-
ные коэффициенты его разложения по базису про-
странства определяются из уравнений коллокации и 
краевых условий. Уравнения коллокаций представ-
ляют собой требования того, чтобы приближенное 
решение удовлетворяло уравнениям исходной диффе-
ренциальной задачи в конечном множестве точек об-
ласти (точках коллокации), в которой ставится данная 
задача. Для получения краевых условий соответст-
вующие условия задачи записываются в нескольких 
точках на границе области. 

Для аппроксимации решения покроем область со-
гласованной с границей сеткой с прямоугольными 
ячейками:  

 
0, , 0

sin , sin ,
2 2 0, 1, 1,

h i j
N ii jw x y j

N N N i i N

⎧ ⎫⎧ =π π⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎨ ⎬
− + =⎪⎪ ⎪⎩⎩ ⎭

.  (4) 

При этом ячейки сетки делятся на внутренние  
(регулярные), которые не содержат границы области, 
и граничные (нерегулярные). Сетка согласуется с гра-
ницей так, чтобы два узла в нерегулярных ячейках 
лежали на криволинейной границе. Это позволяет 
уменьшить общее количество базисных функций  
в области. Общее число ячеек на такой сетке равно 

( 1) .
2el

N NN +
=   

В качестве базисных функций в каждой ячейке за-
даются бикубические многочлены Эрмита с 16 степе-
нями свободы. В области [–1,1]×[–1,1] они определя-
ются следующим образом [10]: 

2 2

            ( ) 1, ( ) 0, ;

( )( )       1, 0, ;

( ) ( )
       1, 0, ;

( ) ( )
   1, 0, ,

( ) ( )
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x y x y
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∂ ∂
∂ϕ ∂ϕ
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∂ ∂

∂ ϕ ∂ ϕ
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∂ϕ ∂ϕ
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∂ ∂

 

Для каждой ячейки точки коллокации берутся  

в нулях полинома Лежандра 1
2

1

2 i i

i i

x x xP
x x

−

−

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, чтобы 

достичь наибольшей возможной точности [11]: 

,m , , , ,j,m
3 3, , 1,2

6 6
x y
i c i x i c j y jx h y h mξ = ± ξ = ± = , 
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где 11
, ,,  ,

2 2
j ji i

c i c j
y yx xx y −− ++

= =  , 1,x i i ih x x −= −  

, 1, 1,  ..., , 1,  ..., l .y j j jh y y i k j−= − = =   
При этом для прямоугольной области верна оцен-

ка ( )4
2

4h
HL

u u Ch u Ω− ≤  [12], где ( )mH Ω  обозна-

чает пространство Соболева с нормой  

2

1 22

( )
0 ( )

.m

i j

i iH
i j m L

vv
x y

+

Ω
≤ + ≤ Ω

⎛ ⎞∂⎜ ⎟=
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑  

Оценки в других нормах даны в работе [13].  
В каждой граничной ячейке добавляются по 3 точ-

ки коллокации равномерно на границе: 

 
, 4

, 4

          cos ,
2 4

sin ,   1,2,3.
2 4

x
i k

y
j k

ki
N

kj k
N

+

+

π⎛ ⎞⎛ ⎞ξ = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
π⎛ ⎞⎛ ⎞ξ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

  (5) 

При такой расстановке общее число точек колло-
кации совпадает с общим числом базисных функций с 
учетом граничных условий и равно 22 5N N Nϕ = + . 
На рис. 1 изображена построенная сетка с точками 
коллокации. Узлы сетки обозначены жирными точка-
ми, точки коллокации – крестами. 

 

 
 

Рис. 1. Согласованная сетка и точки коллокации 
 
Построенный метод коллокации аппроксимирует 

неизвестную функцию u функцией U в пространстве 
конечномерных функций V. В построенном базисе 
эрмитовых бикубических функций функция U равна: 

 
1

( , ) ( , ),
Gn

h h
n n

n
u x y u x y

=

= Φ∑  (6) 

где nΦ  – эрмитовы бикубические базисные функции; 
nG – число точек коллокации; Un – коэффициенты. 

Задача эрмитовой коллокации состоит в том, чтобы 
найти U V∈ , удовлетворяющее (1) в точках коллока-
ции, т. е.: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
i,m i,m i,mj,m j,m j,m

i,m i,mj,m j,m

, , , , ;

, 0, , .

h x y x y x y

h x y x y

Lu f

u

ξ ξ = ξ ξ ξ ξ ∈Ω

ξ ξ = ξ ξ ∈∂Ω
  (7) 

Решение задачи сводится к решению линейной 
системы Au = f, где элементы матрицы 

[ ] ( ) ( )
( ) ( )

, , ,
,

, , ,
j i i i i

j i i i i

L x y x y
A i j

x y x y
Φ ∈Ω⎧⎪= ⎨Φ ∈∂Ω⎪⎩

 

вектор правой части [ ] ( ) ( )
( )
, , ,

0, ,
i i i i

i i

f x y x y
f i

x y
∈Ω⎧

= ⎨ ∈∂Ω⎩
. 

Для исследования порядка сходимости прибли-
женного решения U(x,y) к точному проведены расче-
ты на последовательности сеток при h→0. В табл. 1 
приведены результаты численных экспериментов с 
решением 

 ( ) ( )2 2sin 1, ,xu xy y yx − −=  (8) 

которое удовлетворяет уравнению Пуассона (3) с 
правой частью 
( ) 2 2 2 2 2 24 (3cos(1 ) ( )sin, (1 )).xy x yx xf y yy x− − − + − −=

 
 Таблица 1 

Значения погрешности в норме L2 
 

N elN φN  hmax δ h
h u u= −  2δ / δh h  2 2log (δ / δ )h h

3 6 33 0,5 44,93 10−×    
6 21 102 0,2588 52,25 10−×  21,9 4,45 
12 78 348 0,1305 61,18 10−×  19,1 4,25 
24 300 1272 0,0654 86,32 10−×  18,7 4,22 
48 1176 4848 0,0327 93,53 10−×  17,9 4,16 

 

Численные эксперименты с другими функциями, 
удовлетворяющими граничным условиям, свидетель-
ствуют о том, что порядок сходимости приближенно-
го решения к точному при h→0 здесь не хуже 4. По-
рядок сходимости α вычисляется методом наимень-
ших квадратов из ( )4

2
max

h
HL

u u Ch uα
Ω− ≤ , где hmax – 

максимальный линейный шаг по всем ячейкам сетки 
(табл. 2, рис. 2). 
 

Таблица 2 
Порядок сходимости для различных функций 

 

Функция Порядок сходимости α 

( )2 2
1 sin 1u x y xy= − −   4,2779 

( ) ( ) ( )2 2
2 1 sin π sin πu x y x y= − −  4,2169 

( )( )22 2
3 1u x y xy= − −   4,4270 

( ) ( )2 2
4 1 sinu x y xy= − −   4,3803 

( )2 21
5 1x y xyu e − −
= −   4,3953 
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Рис. 2. Распределение ошибки  
при разбиении на 10 ячеек 

 
Результаты численных экспериментов показы-

вают, что данный алгоритм обладает сходимостью 
повышенного порядка. Согласование узлов ячеек  
расчетной области с областью определения задачи 
позволяет увеличить теоретический порядок сходи-
мости метода и уменьшить размерность пространства 
базисных функций. При этом по сравнению с метода-
ми Галеркина и Ритца метод коллокации более прост 
в реализации, так как нет скалярных произведений,  
а значит, не нужно интегрировать. Вместе с этим  
эффективно используются бикубические эрмитовы 
базисные функции, так как по сравнению с лагранже-
выми они показывают больший порядок аппроксима-
ции. 
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