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но конечных групп совпадает с классом почти ло-
кально нормальных групп с силовскими подгруппами, 
удовлетворяющими условию минимальности. 

Действительно, пусть группа G почти локально 
нормальна. Тогда в ней имеется локально нормальная 
подгруппа H конечного индекса. Если силовские под-
группы группы H удовлетворяют условию минималь-
ности, то по предложению 4 H слойно конечна и в 
одну сторону. Утверждение доказано. 

Пусть теперь группа G почти слойно конечна. Ее 
силовские подгруппы удовлетворяют условию мини-
мальности по доказанному выше и ввиду того, что 
черниковские группы удовлетворяют условию мини-
мальности. Слойно конечный радикал группы G име-
ет в G конечный индекс, как мы уже не раз отмечали, 
и является локально нормальной группой по предло-
жению 4. Следовательно, G является почти локально 
нормальной группой.  

 
В результате построения восьми примеров опреде-

лены взаимоотношения класса почти слойно конеч-
ных групп с близкими по свойствам классами групп. 
Эти взаимоотношения уточнены при помощи дока-
занных свойств. Результаты статьи найдут примене-
ние при изучении бесконечных групп с условиями 
конечности. 
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В настоящее время для полноценного исследования дифференциальных уравнений кроме определения типа 
уравнений и правильной постановки граничных условий, выяснения существования и единственности решений 
необходимо знать симметрии, допускаемые системой, и законы сохранения. При этом оказывается, что кро-
ме общеизвестных законов сохранения, следующих из общих методов построения уравнений, существуют и 
иные законы сохранения. Эти законы могут быть полезны для решения краевых задач и получения различных 
оценок решений. Построены новые законы сохранения для двумерных уравнений линейной упругости в стацио-
нарном случае. Сохраняющийся ток линеен по первым производным от искомых функций, но не зависит от 
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самих искомых функций. Построенные законы сохранения можно использовать для решения краевых задач 
теории упругости для конечных областей. 

 
Ключевые слова: законы сохранения, теория упругости, сохраняющийся ток. 
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Today for a full study of differential equations in addition to defining the type of equations and the correct 

formulation of the boundary conditions, determine the existence and uniqueness of solutions it is necessary to know the 
symmetry allowed by the system and conservation laws. It turns out that in addition to well-known laws of conservation 
of the following general methods for constructing equations, there are other conservation laws. These laws can be 
useful for solving boundary value problems and get different estimates of the solutions. In the paper, we construct new 
conservation laws for the two-dimensional equations of linear elasticity in the stationary case. Conserved current is 
linear in the first derivatives of the unknown functions, but does not depend on the unknown functions themselves. 
Constructed conservation laws can be used for solving boundary value problems of elasticity theory for finite fields. 
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Теория упругости (линейная) – это очень хорошо 

разработанный раздел механики сплошных сред. Раз-
витые в ней методы позднее использовались при ре-
шении уравнений гидродинамики, теории пластично-
сти и других дисциплин. 

Для уравнений теории упругости известны сле-
дующие законы сохранения: закон сохранения энер-
гии, законы сохранения количества движения и мо-
мента импульса. В силу линейности уравнений, урав-
нения теории упругости допускают бесконечное ко-
личество законов сохранения. Некоторые из них ис-
пользуются в механике разрушения. Это инвариантные 
J-интегралы и Г-интегралы. В предлагаемой работе 
приведена бесконечная серия новых законов сохранения. 
Авторы надеются, что новые законы сохранения най-
дут применение при решении краевых задач теории 
упругости, особенно для тел конечных размеров. Ре-
шение таких задач является одной из наиболее акту-
альных проблем для уравнений теории упругости. 

Дадим необходимые определения. Пусть  

( ),  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ...,  0, 1,  2i x x y y yyF x y u v u v u v v i= =  

система двух дифференциальных уравнений второго 
порядка, x, y – независимые переменные, u, ν – иско-
мые функции, индексы внизу означают производные 
по соответствующим переменным. 

Определение. Назовем вектор ( ),A B  сохраняю-
щимся током, а величину 0x yA B+ =  законом сохра-
нения, если 

1 1 2 2 0,x yA B F F+ = Δ + Δ =                      (1) 

где iΔ  – некоторые дифференциальные операторы, 
по крайней мере, один из которых является нетриви-
альным. Более подробно построение законов сохра-
нения описано в [1; 2] и цитируемой там литературе. 

Известны разные способы построения законов со-
хранения. Наиболее широко используется метод по-
строения законов сохранения на основе нетеровских 
симметрий, допускаемых уравнением. Этот способ 
построения для уравнений пластичности изложен в [3]. 

В данной работе законы сохранения будут стро-
иться исходя из соотношения (1). Этот способ наибо-
лее прост и, самое главное, он позволяет строить та-
кие законы сохранения, которые можно использовать 
для решения краевых задач [4]. 

Рассмотрим двумерные уравнения линейной ста-
ционарной теории упругости 

( ) ( )
( ) ( )

1

2

λ 2μ λ μ μ 0,

μ λ μ λ 2μ 0,
xx xy yy

xx xy yy

F u v u

F v u v

= + + + + =

= + + + + =
         (2) 

где vu,  – компоненты вектора деформации; λ,  μ  – 
постоянные Ламе. 

Ищем сохраняющийся ток в виде 

( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2

α λ 2μ β μ γ μ δ λ 2μ ,

α β γ δ ,
x y x y

x y x y

A u u v v

B u u v v

= + + + + +

= + + +
   (3) 

где α ,β , γ ,δi i i i  – некоторые функции от yx, . Коэф-
фициенты Ламе введены в коэффициенты компонен-
ты А для удобства дальнейших выкладок. 

В силу (1) имеем 

( ) ( )
( )

( )

1 1 1

1 1 1 1

1 2 2 2

2 2 2 2 2 1 1
1 2

α λ 2μ α λ 2μ β μ

β μ γ μ γ μ δ λ 2μ

δ λ 2μ α α β

β γ γ δ δ α γ .

y

y y

xx x x yx

x y xx x x xy

x y xy x yy

y xy x yy y y

u u u

u v v v

v u u u

u v v v v F F

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + = +

      (4) 

Из соотношений (4) получаем 
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( ) 1 1 2λ μ α δ γ 0,− + + + =  1 2μα β 0,− + =  

( ) 1 1 2λ μ γ δ α 0,− + + + =  ( ) 1 2λ μ γ δ 0,− + + =  

( ) 1 2λ 2μ α α 0,x y+ + =  1 2β β 0,x y+ =  1 2μγ γ 0,x y+ =  
1 2δ δ 0.x y+ =                                (5) 

Из (5) следует 
( )2 1 2 1

1α β λ μ γ ,  β μα ,= − + + =  

( ) ( )2 1 2 1
1γ δ λ μ α ,  δ λ 2μ γ .= − + + = +  

Подставим эти соотношения в последние четыре 
уравнения (5). Имеем 

 
( ) ( )

( )

1 1 1

1 1 1

λ 2μ α λ μ γ β 0,

μγ λ μ α δ 0,
x y y

x y y

+ + + − =

+ + − =
             (6) 

и 
1 1β μα 0,x y+ =  ( )1 1δ λ 2μ γ 0.x y+ + =           (7) 

Дифференцируем первое уравнение (6) по x ,  
а второе – по y , с учетом (7) получаем 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1 1

λ 2μ α λ μ γ μα 0,

μγ λ μ α λ 2μ γ 0.
xx xy yy

xx xy yy

+ + + + =

+ + + + =
         (8) 

Из (8) следует, что ( )1 1α , γ  – произвольное реше-

ние системы (2), а ( )1 1β ,δ  восстанавливаются по 

формулам (7) и, в свою очередь, тоже являются реше-
нием уравнений (2). Последнее нетрудно проверить. 
Для этого достаточно продифференцировать первое 
уравнение (7) по x , а второе – по y и воспользоваться 
соотношениями (6). 

Известно, что любые решения уравнений (2) мож-
но записать с помощью трех гармонических функций 

0 1 2Ф ,Ф ,Ф .  
Имеем  

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2 0

1 2 1 2 0

1α ,
4 1

1γ ,
4 1

x x x

y y y

x y

x y

= Φ − Φ + Φ +Φ
− ν

= Φ − Φ + Φ +Φ
− ν

       (9) 

где ν  – коэффициент Пуассона; 
( ) ( )

λ
1 1 2

Eν
=

+ ν − ν
; 

E  – модуль упругости при растяжении и сжатии. 
Задавая гармонические функции 0 1 2Ф ,Ф ,Ф  и ре-

шая соответствующие уравнения (7), получим явный 
вид законов сохранения. 

В частности, если 1 2Ф Ф 0= = , без труда получаем 
бесконечную серию законов сохранения: 

1 0α ,x= Φ  1 0γ ,y= Φ  
1 1β μγ ,= −  ( )1 1δ λ 2μ α ,= +  

( )2 1α λ 2μ γ ,= +  2 1β μα ,=  
2 1γ μα ,= −  ( )2 1δ λ 2μ γ .= +  

В этом случае сохраняющийся ток имеет вид 
( ) ( ) ( )1 1α 2μ α μγ ,x y x xA u v u v= + + + − +  

( ) ( ) ( )1 1α 2μ γ μα .x y x xB u v u v= + + + −  
Замечание 1. Аналогичным образом законы сохра-

нения могут быть построены и в трехмерном случае. 
Замечание 2. Законы сохранения, построенные в 

работе, могут быть использованы для решения крае-
вых задач, так же как в статьях [3; 4]. Это будет сде-
лано в следующих статьях.  
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