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Рассматривается вопрос улучшения устойчивости статистических вычислений при малой обучающей вы-

борке за счет усложнения статистической обработки исходных данных. Показано, что достоверность оце-
нивания закона распределения малых выборок биометрических данных может быть увеличена за счет сгла-
живания гистограмм. Предлагается использовать некоторый цифровой фильтр, который будет осуществ-
лять сглаживание традиционной гистограммы, и за счет этой дополнительной обработки улучшится устой-
чивость статистических вычислений. Корректный выбор окна цифрового фильтра сглаживания и много-
кратное искусственное увеличение числа дискрет, используемых при цифровой фильтрации, дает возмож-
ность существенно увеличить мощность критерия согласия Джини и хи-квадрат критерия. Сглаженный 
критерий Джини менее чувствителен к числу примеров в тестовой выборке. Таким образом, его применение 
приводит к уменьшению вероятности ошибок второго рода, обусловленных ограниченным числом опытов. 
Представлена сравнительная таблица вероятности ошибок принятия решений по хи-квадрат критерию и 
критерию Джини для сглаженных данных. В отличие от критерия хи-квадрат, критерий Джини оказывается 
работоспособен даже на выборке из малого количества опытов. Таким образом, для задач биометрии мы на-
блюдаем очевидный выигрыш от применения критерия Джини. 
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The question of improving the stability of statistical calculations with small training set by complications statistical 
processing raw data. It is shown that the accuracy of the estimation of the distribution law of small samples of biomet-
ric data can be increased by smoothing the histogram. It is proposed to use some digital filter, which will be smoothed 
traditional histograms, and due to this additional processing will improve the stability of the statistical calculations. 
The correct choice of the window digital anti-aliasing filter and multiple artificial increase in the number of discrete, 
used in digital filtering allows to significantly increase the power of goodness of fit test Gini and chi-square test. 
Graduated Gini goodness of fit test Gini is less sensitive to the number of examples in the test sample. Thus, its use 
leads to a decrease in error probability of the second kind, due to the limited number of experiments. The article 
presents a comparative table of the error probability of decision-making by the chi-square test and the Gini for the 
smoothed data. In contrast to the chi-square test, the Gini criterion is functional even on a sample of small kolichistvo 
experiments. Thus, for the problems we are seeing biometrics obvious benefit from the application of the criterion of 
Gini.  

 
Keywords: biometrics, training, distribution law, statistics, probability, histogram, goodness of fit test. 



Математика, механика, информатика 
 

 147

Нейросетевые преобразователи биометрия–код 
приходится обучать на выборке из 20–30 примеров 
образа «Свой», если обучение ведется по стандартно-
му алгоритму [1–3]. Как правило, потребитель не-
охотно воспроизводит примеры своего биометриче-
ского образа. Люди способны обучаться распознава-
нию образов (и в том числе биометрических образов) 
на трех-пяти примерах. По этой причине пользовате-
ли ожидают от биометрического искусственного ин-
теллекта способности обучаться на меньшем числе 
примеров [4–6].  

В связи с этим возникает задача сократить число 
примеров биометрического образа «Свой» в обучаю-
щей выборке за счет усложнения статистической об-
работки исходных данных. К сожалению, специаль-
ным математическим приемам, позволяющим повы-
сить устойчивость статистических расчетов, уделя-
лось недостаточно внимания. Так, при оценке гипоте-
зы по критерию согласия Джини или критерию согла-
сия хи-квадрат [7–9] желательно выбирать как можно 
более высокий показатель числа степеней свободы 
(желательно увеличивать число столбиков гисто-
граммы). Однако при этом быстро растет размер вы-
борки, на которой строятся критерии. Возникает про-
тиворечие между желанием выбирать как можно 
большее число степеней свободы статистических кри-
териев согласия и ограниченным размером исходных 
биометрических данных. 

В связи с этим противоречием возникает задача 
расчета и использования некоторого цифрового 
фильтра, который будет осуществлять сглаживание 
традиционной гистограммы, и за счет этой дополни-
тельной обработки улучшится устойчивость стати-
стических вычислений. 

Классические гистограммы обычно строятся исхо-
дя из того, что в каждом столбике находится от 2 до 5 
зафиксированных в опыте результатов. Так, если мы 
имеем выборку x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ , …, ≤ x21 из 21 примера 
упорядоченных по возрастанию данных, то, рассчи-
тывая на среднее число в 2 попадания в каждый стол-
бик классической гистограммы, мы должны выбрать 
ширину столбиков по формуле 

 ( ) ( )21 1 max min
10 10

x xx xx
−−

Δ = = . (1) 

Пример реализации такой гистограммы, состоя-
щей из 10 столбиков, приведен на рисунке (данные 
получены от генератора нормального шума с единич-
ной дисперсией и нулевым математическим ожидани-
ем). Из рисунка видно, что 2-й и 9-й столбики класси-
ческой гистограммы оказались пустыми (данные в 
них вообще не попали). Максимальный скачок на-
блюдается между 6-м и 7-м столбиками классической 
гистограммы, он составляет 0,51.  

Фактически столь значительные колебания данных 
гистограммы обусловлены тем, что использовалась 
достаточно малая выборка исходных данных и при-
менена очень грубая их обработка путем простого 
подсчета числа попаданий в заданные интервалы. Ус-
ложним предварительную обработку данных, разбив 

каждый из интервалов xΔ  на 10 меньших интервалов 
0,1 x⋅ Δ . Всего получится 100 микроинтервалов внут-
ри динамического диапазона входных данных. Кроме 
того, мы можем добавить справа и слева от обнару-
женного динамического диапазона изменения данных 
по 100 интервалов. 

 

 
 

Классическая гистограмма и сглаженная гистограмма,  
полученная цифровым фильтром с нулевыми фазовыми 

искажениями 
 
В итоге получается 300 микроинтервалов, на кото-

рых будет работать цифровой фильтр, сглаживающий 
исходные данные. Далее будем заполнять исходные 
данные по тому же правилу, по которому строятся 
классические гистограммы. Если в микроинтервал 
отсчетов не попало, то вводится состояние «0». Если в 
тот или иной микроинтервал попадают реальные дан-
ные 1, 2, 3... раза, то в этих интервалах должны поя-
виться состояния «1», «2», «3» и т. д. В итоге появля-
ется цифровая последовательность, пример которой 
приведен в нижней части рисунка.  

Для осуществления цифрового сглаживания дан-
ных необходимо выбрать некоторое нечетное окно 
цифрового сглаживающего фильтра (на рисунке вы-
бранная ширина окна составляет 27 микродискрет). 
На выбранной ширине скользящего окна может быть 
построен любой сглаживающий колебания низкочас-
тотный цифровой фильтр. В частности, может быть 
использован фильтр простого усреднения (прямо-
угольное окно) с подстановкой результата в центр 
окна. В нашем случае для ширины окна 27 отсчетов, 
длины кодовой последовательности в 300 микродис-
крет кодовая последовательность z1, z2, ..., zi, ..., z200 
сглаживается простым усреднением: 

 
27

14
1

1 .
27i i j

j
y z+ +

=

= ∑  (2) 

Пример сглаженной гистограммы представлен на 
рисунке. Колебания данных сглаженной гистограммы 
намного меньше, чем скачки у классической гисто-
граммы. Именно этот эффект и должен приводить к 
росту устойчивости статистических оценок по критерию 
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подобия Джини и по критерию правдоподобия хи-
квадрат. Наиболее просто оценивается выигрыш в 
стабильности статистических вычислений по крите-
рию Джини. Этот критерий удобен тем, что вероят-
ность подобия экспериментального распределения 
данных и гипотетического близка к половине показа-
теля Джини:  

 0
11 ( ) ( ) ,
2

P p x p x dx
+∞

−∞

≈ − −∫ �  (3) 

где P0 – вероятность того, что теоретическое распре-
деление ( )p x  и экспериментальное распределение 

( )p x�  совпадают. 
Интеграл в выражении (3) является критерием 

Джини, он очень чувствителен к числу столбцов гис-
тограммы и объему выборки исходных данных. 
Ошибка дискретизации данных при вычислении кри-
терия Джини может быть оценена по максимальному 
отклонению шума дискретизации от ожидаемой кри-
вой распределения значений ( )p x . На рисунке ожи-
даемой теоретической плотностью является нормаль-
ный закон. Классическая гистограмма дает макси-
мальное значение ошибки отклонения 0,25, сглажива-
ние данных гистограммы снижает максимальную 
ошибку до 0,15. Мы получаем примерно 40%-ное 
снижение ошибок квантования за счет увеличения в 
10 раз числа квантовых интервалов и сглаживания 
данных цифровым фильтром. Если говорить в терми-
нах вероятности проверки статистических гипотез, то 
примерно на 40 % возросла мощность критерия Джи-
ни и уровень доверия в оценке вероятности (3).  

Очевидно, что после сглаживания гистограммы 
исходных данных должны возрастать и мощности 
других широко используемых на практике статисти-
ческих критериев проверки гипотез. Однако для 
оценки достижимых улучшений необходимо прово-
дить специальные численные эксперименты. Предпо-
ложительно в ближайшее время будет проведен чис-
ленный эксперимент по влиянию цифрового сглажи-
вания гистограмм на широко используемый в биомет-
рии критерий хи-квадрат проверки статистических 
гипотез. 

Описанная выше процедура сглаживания исход-
ных данных цифровым усредняющим фильтром явля-
ется незначительным программным усложнением 
обработки данных. Очевидно, что выполнять подоб-
ное сглаживание исходных данных в конце XIX в. и в 
начале XX в. технологически было сложно из-за от-
сутствия программируемой вычислительной техники. 
В конце XX века описанные выше процедуры уже 
могли быть реализованы при программной обработке 
экспериментальных данных.  

При реализации программной обработки биомет-
рических данных применение простейшего сглажи-
вающего фильтра (2) приводит к незначительному 
усложнению программ (добавляется несколько строк 
кода), дающему ощутимый рост доверия к статисти-
ческим оценкам. Для того чтобы реализовывать про-
граммную фильтрацию, необходимо задать число 

столбцов классической гистограммы (ширину стол-
бика xΔ ), коэффициент увеличения числа дискрет  
и оптимальную ширину окна усредняющего фильтра. 
Фактически необходимо иметь решение оптимизаци-
онной задачи по выбору ширины окна сглаживающе-
го фильтра при разном числе столбцов классической 
гистограммы и разном числе внутренних дискрет ка-
ждого столбца.  

Предварительные расчеты показали, что ширина 
окна сглаживающего цифрового фильтра сильно за-
висит от числа биометрических данных в исследуе-
мой выборке. Результаты оптимизационного модели-
рования сведены в табл. 1, построенную для 10 
столбцов классической гистограммы и 10-кратном 
увеличении числа квантов при цифровом сглажива-
нии.  

Очевидно, что масштабное увеличение числа до-
полнительных дискрет будет приводить к пропорцио-
нальному росту длины окна сглаживающего цифрово-
го фильтра. Изменение числа столбиков классической 
гистограммы также связано линейно с оптимальной 
длиной окна сглаживающего фильтра. 

 
Таблица 1 

Связь длины окна сглаживающего цифрового  
фильтра с размерами обучающей выборки 

 

Число  
примеров  
в выборке 

 
12 

 
16 

 
20 

 
24 

 
28 

 
32 

 
36 

 
40 

Ширина окна 
усреднения 

 
83 

 
71 

 
61 

 
53 

 
49 

 
45 

 
41 

 
39 

 
Число  

примеров  
в выборке 

 
44 

 
48 

 
52 

 
56 

 
60 

 
64 

 
68 

 
72 

Ширина окна 
усреднения 

 
37 

 
35 

 
33 

 
31 

 
29 

 
27 

 
27 

 
25 

 
Таким образом, табл. 1 может рассматриваться как 

универсальная. Ее данные легко пересчитываются на 
любое число столбцов классической гистограммы и 
любое число дискрет дополнительного разбиения 
данных перед их сглаживанием. Вместо равномерного 
взвешивания может быть использована более сложная 
взвешивающая функция цифровой свертки. При этом 
оптимальная ширина окна будет описываться другой 
таблицей. При необходимости для каждой взвеши-
вающей функции цифрового сглаживания может быть 
построена соответствующая таблица оптимальных 
значений скользящего окна. 

Следует подчеркнуть, что сегодня на практике 
наиболее часто используют хи-квадрат критерий про-
верки статистических гипотез. При использовании 
этого критерия число столбцов гистограммы выбира-
ют так, чтобы в среднем на каждый столбец гисто-
граммы приходилось по 5 опытов [10]. Если придер-
живаться этой рекомендации, то применение хи-
квадрат критерия на малых тестовых выборках приво-
дит к появлению ошибок принятия решений с вероят-
ностью второго рода (табл. 2).  
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Таблица 2 

Вероятности ошибок принятия решений по хи-квадрат критерию  
и критерию Джини для сглаженных данных 

 

Число опытов 8 12 16 20 24 32 48 64 
Квантиль  
доверия P1 

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 

P2(χ2) – – – 0,46 0,32 0,20 0,17 0,13 
P2(Dg) 0,41 0,35 0,25 0,19 0,17 0,11 0,06 0,04 

 
Сглаженный критерий Джини менее чувствителен 

к числу примеров в тестовой выборке, по этой причи-
не его применение приводит к меньшим значениям 
вероятности ошибок второго рода, обусловленных 
ограниченным числом опытов. 

Табл. 2 строилась исходя из доверительной  
вероятности P1 = 0,1 к принимаемому решению, далее 
использовался критерий хи-квадрат и критерий Джи-
ни с 10-кратным увеличением числа столбцов гисто-
граммы и окном сглаживания в 11 отсчетов. Проверка 
велась на равномерном законе распределения, пове-
рялась гипотеза нормальности закона распределения. 

Из табл. 2 видно, что классический хи-квадрат 
критерий не работает, если выполнить условие попа-
дания в среднем 5 опытов в каждый столбец гисто-
граммы. Происходит это из-за необходимости выбора 
числа степеней свободы хи-квадрат критерия на 3 
единицы меньше, чем число столбцов гистограммы. 
Фактически хи-квадрат критерий начинает работать 
при 20 опытах с вероятностью ошибки второго  
рода 0,46. С такой вероятностью равномерный закон 
распределения ошибочно принимается за нормальный 
закон. 

Иная ситуация наблюдается для критерия Джини. 
Этот критерий оказывается работоспособен даже на 
выборке из 8 опытов. Вероятность ошибки второго 
рода для критерия Джини оказывается ниже, чем для 
классического хи-квадрат критерия при любом разме-
ре выборки реальных данных. Для задач биометрии 
мы наблюдаем очевидный выигрыш от применения 
критерия Джини. Табл. 2 демонстрирует эффектив-
ность применения одномерного критерия Джини Dg(x). 

Биометрии приходится иметь дело с множеством 
сильно зависимых биометрических параметров. Так, 
среда моделирования «БиоНейроАвтограф» [11] учи-
тывает 416 биометрических параметров. Это означает, 
что от одномерного варианта критерия Джини необ-
ходимо перейти к его многомерному варианту Dg(x1, 
x2, x3, …, x416). Построить одну 416-мерную функцию 
обобщенного критерия Джини не удается. В этом 
плане следует использовать опыт создания сетей мак-
симального правдоподобия Байеса [12]. Обычно сети 
Байеса (вероятностные рассуждения) легко реализуе-
мы для 3–9 учитываемых параметров. В частности, 
Хайкиным [13] было показано, что решения Байеса 
легко формализуются квадратичными формами,  
содержащими обратную ковариационную матрицу. 
Именно проблемы обращения ковариационных  
матриц при малом числе исходных данных являются 
сдерживающим фактором.  

Предположительно, что синтез обобщенного кри-
терия Джини столкнется с теми же проблемами, что и 
синтез высокоразмерных сетей наибольшего правдо-
подобия Байеса [12; 13]. Предполагается решить про-
блему объединением частных критериев Джини, 
имеющих размерность от 3 до 9, обобщающим прави-
лом Хэмминга. Возникающие при этом сверхмалые 
вероятности появления ошибок второго рода предпо-
лагается учитывать по методике ГОСТ Р 52633.3–2011 
[14] с учетом влияния коэффициента равной коррели-
рованности выходных состояний частных решений [15]. 
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