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На сегодняшний день особое значение приобретают
системы поддержки принятия решений в технических,
организационных и экономических системах. Автомати-
зация определенных стадий процесса принятия решения
позволяет резко сократить временные, трудовые и фи-
нансовые затраты, значительно повысить эффективность
и качество принимаемого решения, снизить роль чело-
веческого фактора.

В большинстве случаев задача принятия решения сво-
дится к задаче оптимизации, т. е. к выбору наилучшего
варианта из множества существующих.

Задачи оптимизации, которые требуется решать при
поддержке принятия решений в реальных системах, об-
ладают свойствами, существенно затрудняющими их ре-
шение: дискретные или смешанные переменные, алго-
ритмически заданные целевые функции, отсутствие удоб-
ных для оптимизации свойств или, по крайней мере, от-
сутствие информации о таких свойствах и т. д. Поэтому в
таких задачах зачастую могут быть применены только
алгоритмы прямого поиска, не требующие информации
о свойствах оптимизируемой функции. В этом отноше-
нии перспективными признаны так называемые эволю-
ционные алгоритмы [1].

Основная проблема использования эволюционных
процедур – высокая сложность настройки параметров
алгоритма для решения конкретной задачи оптимизации.
Для наиболее распространенного класса эволюционных
методов оптимизации – генетических алгоритмов – тре-
буется выбор оптимального сочетания таких параметров
алгоритма, как тип селекции, тип скрещивания, тип мута-
ции и некоторых других настроек в зависимости от клас-
са решаемой задачи оптимизации. Общее число таких
комбинаций исчисляется по меньшей мере десятками.
Случайный выбор настроек следует считать неприемле-
мым, так как многие комбинации параметров алгоритма
оказываются почти полностью неработоспособными.
Осуществление полного перебора комбинаций парамет-
ров алгоритма также недопустимо ввиду очевидных вре-
менных, трудовых и материальных затрат.

Поэтому возникает задача разработки процедур, ав-
томатизирующих выбор и настройку параметров гене-
тических алгоритмов. Одним из наиболее перспективных
в этом отношении подходов является коэволюционный
алгоритм. Ранее были разработаны и исследованы коэ-
волюционные алгоритмы решения задач безусловной оп-
тимизации [2]. В то же время большинство практических
задач поддержки принятия решения относятся к классу

условной оптимизации, т. е. имеются ограничения на
целевую функцию в виде равенств или неравенств. Та-
ким образом, возникла необходимость разработки коэ-
волюционного генетического алгоритма решения задач
условной оптимизации.

Коэволюционный генетический алгоритм – это не-
сколько параллельно действующих стандартных генети-
ческих алгоритмов с различными настройками основных
параметров (типа селекции, скрещивания, мутации). От-
дельный генетический алгоритм называется подпопуля-
цией. Каждая из подпопуляций оптимизирует заданную
функцию и обладает своей стратегией оптимизации. При
этом популяции конкурируют за ресурс, который в тече-
ние работы алгоритма перераспределяется в пользу бо-
лее эффективной из них. Стандартный коэволюционный
алгоритм состоит из следующих этапов [2]:

– выбора индивидуальных алгоритмов;
– задания параметров коэволюционного алгоритма

(размера общего ресурса, величины интервала адапта-
ции, размера штрафа «проигравшего» алгоритма, раз-
мера «социальной карты») для всех индивидуальных ал-
горитмов;

– независимой работы выбранных алгоритмов в те-
чение интервала адаптации (обычно около 5 поколений);

– оценки алгоритмов;
– перераспределения ресурсов;
– миграции лучших индивидов во все подпопуляции.
Перераспределение ресурсов может происходить раз-

личными способами. В классической схеме коэволюци-
онного алгоритма изменение размеров ресурсов проис-
ходит путем сокращения каждой проигравшей популяции
на некоторый процент (определенный заранее размер
штрафа) и увеличением победившей популяции на число,
равное сумме потерь проигравших. То есть после каждого
интервала адаптации определяется один победивший ал-
горитм (подпопуляция). При этом размер каждой подпо-
пуляции не может быть меньше определенного минималь-
ного уровня, называемого «социальной картой».

В данной работе предлагается новый метод перерас-
пределения ресурсов между алгоритмами, получивший
название «турнирный». Суть метода заключается в том,
что после каждого интервала адаптации определяется не
единственный победивший алгоритм, а происходит пе-
рераспределение ресурсов в каждой паре подпопуляций
(«турнир каждого с каждым»). Данный метод перерасп-
ределения ресурсов позволяет провести ранжирование
подпопуляций по эффективности оптимизации и поощ-
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рить лучшие соответствующим объемом ресурсов, заб-
рав их у худших. Результат такого ранжирования – пере-
распределение ресурсов между всеми подпопуляциями
в соответствии с их эффективностью. Турнирный метод
перераспределения ресурсов сравнивался со стандарт-
ным на десяти тестовых задачах безусловной оптимиза-
ции. В качестве показателя эффективности работы алго-
ритма использовалась надежность – отношение числа
запусков, в которых с заданной точностью был найден
оптимум, к общему числу запусков. По результатам ис-
следований [3] выяснено, что турнирный метод перерас-
пределения ресурсов не уступает по эффективности стан-
дартному и даже может давать некоторый прирост на-
дежности, что свидетельствует о целесообразности пред-
ложенного подхода.

Миграция индивидов (перераспределение ресурсов)
осуществляется следующим образом: по окончании ин-
тервала адаптации алгоритмов происходит объединение
индивидов из всех подпопуляций в единый массив, кото-
рый затем сортируется по убыванию пригодности. Луч-
шие индивиды последовательно передаются во все алго-
ритмы. Миграция обеспечивает взаимодействие индиви-
дуальных алгоритмов между собой и предположительно
должна позволять одновременно использовать преиму-
щества различных алгоритмов. То есть подразумевается,
что коэволюционный подход позволяет не только опре-
делять алгоритм с наилучшими настройками, но и ис-
пользовать положительный эффект взаимодействия ал-
горитмов между собой (свойство эмерджентности).

Таким образом, ключевыми этапами работы коэво-
люционного алгоритма являются перераспределение ре-
сурсов и миграция, которые обеспечивают «конкурен-
цию» и «кооперацию» между индивидуальными генети-
ческими алгоритмами соответственно.

Для адаптации генетического алгоритма к решению
задач условной оптимизации необходимо ввести в про-
цедуру специальные методы учета ограничений, исполь-
зуемые в ГА. В данной работе рассматривались следую-
щие методы [4]:

– метод «смертельных» штрафов («зануление» при-
годности недопустимых индивидов) в сочетании с «лече-
нием» локальным поиском: перемещение заданного про-
цента недопустимых индивидов в допустимую область с
помощью локального поиска в пространстве бинарных
переменных;

– метод динамических штрафов;
– метод адаптивных штрафов.
Метод статических штрафов, также применяемый для

решения задач условной оптимизации с помощью гене-
тических алгоритмов, не рассматривался ввиду значитель-
ного числа настраиваемых параметров данного метода,
что неприемлемо для процедуры, перед которой постав-
лена задача максимальной автоматизации настройки па-
раметров алгоритма.

Тестовые задачи условной оптимизации взяты из ис-
точников [5] (№№ 1–4) и [6] (№№ 5–8).

Разработка коэволюционного алгоритма условной
оптимизации означает добавление к числу автоматичес-
ки настраиваемых параметров метода учета ограниче-
ний. Однако «коэволюционирование» методов учета ог-

раничений требует отказа от стандартной схемы мигра-
ции в алгоритме. Дело в том, что миграция основана на
группировании индивидов из всех подпопуляций, сорти-
ровке их по пригодности и «раздаче» всем алгоритмам
наилучших индивидов. Использование же различных ме-
тодов учета ограничений приводит к тому, что пригод-
ность перестает быть единым критерием оценивания
индивидов из различных подпопуляций. Поэтому были
разработаны и исследованы три модификации механиз-
ма миграции в коэволюционном алгоритме.

Первая получила название «пропорционально-груп-
повой». Суть заключается в объединении подпопуляций
с одинаковым методом учета ограничений в группы, сор-
тировке индивидов внутри групп и миграции лучших
индивидов из каждой группы во все алгоритмы пропор-
ционально доле группы в общем размере популяции.
Последовательность шагов следующая:

– формирование групп: объединение подпопуляций
(индивидуальных алгоритмов) с одинаковым методом
учета ограничений;

– сортировка индивидов в каждой группе по значе-
нию пригодности;

– определение доли каждой группы в общем размере
популяции;

– определение количества лучших индивидов в каждой
группе, передаваемых в каждый алгоритм: nij = int (Nj si),
где i – номер группы; j – номер алгоритма; Nj – размер
алгоритма; si – доля группы в общем размере популяции;

– миграция соответствующего числа лучших индиви-
дов из каждой группы в каждый алгоритм.

Вторая схема («паретовская») заключается в после-
довательном поиске и исключении из общего массива (с
передачей во все индивидуальные алгоритмы) точек мно-
жества Парето, недоминируемых по двум критериям –
значению целевой функции и степени нарушения огра-
ничений. Последовательность шагов следующая:

– объединение в общий массив индивидов из всех ал-
горитмов;

– поиск недоминируемых точек множества Парето;
– миграция найденных индивидов во все алгоритмы;
– исключение найденных индивидов из общего мас-

сива и новый поиск недоминируемых точек множества
Парето; и т. д. до тех пор, пока не будут заполнены все
алгоритмы необходимым числом индивидов.

В третьем случае (условное обозначение «миграция
3») отдельно формируется массив допустимых индиви-
дов и сортируется по значению целевой функции, и от-
дельно формируется массив недопустимых индивидов и
сортируется либо по степени нарушения ограничений,
либо по значению целевой функции. Сортировка недо-
пустимых индивидов по степени нарушения ограниче-
ний оказалась менее удачной, поэтому далее приведены
исследования только с сортировкой по целевой функции.
Последовательность шагов следующая:

– формирование массива всех допустимых индивидов
из общей популяции и сортировка их по пригодности;

– формирование массива всех недопустимых индиви-
дов из общей популяции и сортировка их по пригодности;

– заполнение алгоритмов лучшими индивидами из
массива допустимых; в случае недостаточного их числа



19

Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева

дополнение лучшими индивидами из массива недопус-
тимых.

Сравнительное исследование различных схем мигра-
ции проводилось при включении в коэволюцию пяти ин-
дивидуальных алгоритмов с настройками, приведенны-
ми в табл. 1.

Далее приведены результаты сравнительного иссле-
дования различных схем миграции. Значения надежнос-
ти, усредненные по пятистам запускам, для всех тестовых
задач указаны в табл. 2. Исследования проводились при
исходном размере каждой подпопуляции в 100 индиви-
дов, при 100 поколениях, шаге дискретизации для пере-
менных 0,001, интервале для переменных [–10; 10].

Видно, что пропорционально-групповая схема миграции
превосходит остальные на всех тестовых задачах.
К аналогичному выводу приводит анализ полученных при
эксперименте выборок надежности по ранговому критерию
Вилкоксона [7]. С доверительной вероятностью 0,95 пропор-
ционально-групповая схема миграции статистически значи-
мо лучше остальных типов миграции на большинстве тесто-
вых задач, в некоторых случаях зафиксирована неопределен-
ность. Таким образом, следует принять пропорционально-
групповую схему миграции основной в коэволюционном
алгоритме решения задач условной оптимизации.

Для обоснования целесообразности применения ко-
эволюционного алгоритма условной оптимизации необ-
ходимо апробировать алгоритм на практической задаче.
Для этой цели выбрана задача составления расписания
посадок самолетов.

Составление расписания посадок самолетов в аэро-
порту состоит в установлении очередности приземления
воздушных судов (ВС) и назначении каждому из них вре-
мени приземления. При этом основными ограничитель-
ными критериями являются интервалы безопасности
между посадками самолетов, обусловленные аэродина-
мическими свойствами. Во время полета самолета воз-
никает разность давления между верхней и нижней по-
верхностями крыла, которая производит вращающуюся
массу воздуха. После посадки более тяжелых самолетов

требуется больший временной интервал для следующих
воздушных судов. Кроме того, время прибытия самолета
должно находиться внутри предопределенного времен-
ного окна, ограниченного наиболее ранним и самым
поздним временем приземления. Очевидно, что сто-
имость полета растет с разностью между достигнутым и
целевым временем приземления [8].

Исходная математическая модель [9] сформулирована в
виде задачи смешанного целочисленного линейного програм-
мирования (СЦЛП). Коэволюционный алгоритм условной
оптимизации показал низкую эффективность при решении
задачи в исходной модели в виде СЦЛП. Алгоритм способен
отыскивать допустимые решения, но c очень плохим значе-
нием целевой функции. Это объясняется введением в мо-
дель значительного числа дополнительных переменных (как
вещественных, так и булевых) и соответствующих ограниче-
ний для линеаризации модели. Особенно негативно на рабо-
те коэволюционного алгоритма сказывается наличие огра-
ничений-равенств на вещественные переменные.

Однако для коэволюционного алгоритма условной
оптимизации не является критичным наличие модели в
виде линейного программирования. Следовательно, ука-
занную математическую модель можно упростить с це-
лью сокращения числа переменных и ограничений. В
результате упрощения получаем задачу оптимизации со
следующими целевой функцией и ограничениями:
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где xi – реальное время прибытия самолета; P – число
самолетов; [Ei; Li] – допустимый временной интервал для
приземления; Sij – ограничительный временной интер-
вал между посадками i-го и j-го самолетов; αi – разность
между ранним и целевым временем прибытием самоле-
та; βi – разность между поздним и целевым временем
прибытия; gi – штраф за раннее прибытие; hi – штраф за
позднее прибытие; W – множество пар самолетов, для

Алгоритм Селекция Скрещивание Мутация Метод учета ограничений 
1 Пропорциональная Одноточечное Слабая «Смертельные» штрафы + 

«лечение» 
2 Турнирная (3) Двухточечное Средняя Адаптивные штрафы 
3 Ранговая Равномерное Средняя Адаптивные штрафы 
4 Пропорциональная Равномерное Сильная Динамические штрафы 
5 Ранговая Одноточечное Средняя Динамические штрафы 

 

Задача Пропорционально-групповая Паретовская Миграция 3 
1 0,956 0,898 0,914 
2 0,97 0,918 0,96 
3 0,146 0,096 0,026 
4 0,086 0,052 0,072 
5 0,782 0,162 0,406 
6 0,164 0,02 0,01 
7 0,786 0,618 0,652 
8 0,224 0,042 0,034 

 

Таблица 1
Параметры индивидуальных алгоритмов

Таблица 2
Сравнение различных схем миграции
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которых временные ограничений не выполняются авто-
матически; дij – флаг прибытия j-го самолета после i-го.

Сформулированная задача включает P вещественных
переменных xi, переменные αi, βi, δij однозначно определя-
ются через xi. Число ограничений не более [2P + P(P – 1)/2],
все из которых представлены неравенствами. Модифика-
ция математической модели при неизменных интервале
для вещественных переменных и шаге дискретизации
позволяет сократить длину индивида до 100 бит, сокра-
тить объем поискового пространства с 90 100 12010 2 10⋅ ≈
до 1030. Далее приведены исходные числовые данные и
результаты решения задачи коэволюционным алгоритмом
условной оптимизации (табл. 3–5).

Параметры индивидуальных алгоритмов указаны в
табл. 1. Начальное число индивидов для каждой подпопу-
ляции – 2 500 при числе поколений 100, что соответствует
1,25 · 106 вычислений целевой функции с ограничения-
ми, т. е. алгоритм просматривает 1,25 · 2410− поисковогоо
пространства, время работы 5...6 мин на компьютере с
процессором Intel Dual-Core с тактовой частотой 1,86 ГГц,
1 Гб оперативной памяти, операционной системой
Windows XP.

Следует отметить важность выбора при больших раз-
мерах популяций метода сортировки при реализации ал-
горитма. В данной работе использовалась «быстрая» сор-
тировка [10], в то время как менее эффективные методы
(например, обменная сортировка) могут приводить к
увеличению времени работы алгоритма в десятки раз.

Решение со значением целевой функции 700 является
глобальным оптимумом задачи, другие указанные реше-

ния близки к нему. Полученные результаты свидетель-
ствуют об эффективности использования коэволюцион-
ного алгоритма условной оптимизации для решения при-
веденной практической задачи.

Таким образом, разработан и исследован коэволюци-
онный генетический алгоритм решения задач условной оп-
тимизации, обладающий способностью автоматической
настройки большинства параметров. Основное отличие от
ранее разрабатываемых коэволюционных алгоритмов зак-
лючается в адаптации на класс задач условной оптимиза-
ции и автоматической настройке метода учета ограниче-
ний. Проведена модификация двух ключевых шагов коэво-
люционного алгоритма – миграции (для обеспечения рабо-
тоспособности алгоритма в целом) и перераспределения
ресурсов (с целью повышения эффективности алгоритма).

Проверка коэволюционного алгоритма условной оп-
тимизации на тестовых задачах условной оптимизации и
апробация на практической задаче планирования поса-
док самолетов показывает целесообразность использо-
вания алгоритма.

Дальнейшим направлением исследований станет эк-
спериментальное сравнение эффективности коэволюци-
онного алгоритма решения задач условной оптимизации
и индивидуальных генетических алгоритмов.
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COEVOLUTIONARY GENETIC ALGORITHM FOR SOLVING
COMPLEX PROBLEMS OF CONSTRAINED OPTIMIZATION

Coevolutionary algorithm of constrained optimization with automatic tuning of parameters is considered. The process
of development and results of effectiveness investigation are described. The algorithm effectiveness is illustrated on the
task of aircrafts’ landing scheduling.

Keywords: genetic algorithm, constrained optimization, coevolution.

УДК 519.682

О. И. Егорушкин, Д. А. Калугин-Балашов, К. В. Сафонов

О РАЗРЕШИМОСТИ СИСТЕМ НЕКОММУТАТИВНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ, ПОРОЖДАЮЩИХ КОНТЕКСТНО-СВОБОДНЫЕ ЯЗЫКИ

Рассматриваются системы алгебраических (полиномиальных) уравнений над некоммутативным относительно
умножения кольцом. Получено условие разрешимости таких систем в виде формальных степенных рядов, изуча-
ются системы линейных алгебраических уравнений, для которых исследована возможность понижения порядка
систем. Рассмотренные системы обобщают свойства систем уравнений, определяющих контекстно-свободные
и линейные языки.

Ключевые слова: контекстно-свободные языки, системы алгебраических уравнений, некоммутативное коль-
цо, коммутативный образ, граф инцидентности

Формальным языком L называют множество цепочек
в алфавите {x1, …, xn} выделенных с помощью конечного
набора правил. Выделенные цепочки, принадлежащие сво-
бодной полугруппе {x1, …, xn}

*, называются при этом либо
словами (над алфавитом), либо правильно построенными
предложениями (над словарем), либо грамматически пра-
вильными предложениями. Конечное множество правил,
с помощью которых выделяются цепочки, называют грам-
матикой. Таким образом, формальный язык определяется
совокупностью соответствующих правил и способом вы-
деления цепочек с помощью этих правил.

Практически важный класс формальных языков об-
разуют контекстно-свободные языки (кс-языки), посколь-
ку они являются адекватным средством моделирования
естественных языков, а также языков программирования
[1–3]. Обозначим W = {x1, …, xn} ∪ {z1, …, zn} свободную
полугруппу с операцией умножения; ее элементами яв-
ляются произвольные цепочки, составленные из элемен-
тов «расширенного» алфавита {х1, …, xn, z1, …, zn}.

Рассмотрим играющее роль словаря конечное множе-
ство X = {x1, …, xn}, состоящее из слов xi языка и называе-
мое терминальным множеством, а также Z = {z1, …, zm} –




