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Исследуются асимптотические свойства смеси непараметрических оценок плотности вероятности много-
мерной случайной величины. Проводится их сравнение со свойствами традиционной непараметрической оценки
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Использование методов непараметрической статисти-
ки, основанных на оценках плотности вероятности типа Ро-
зенблатта–Парзена [1; 2] является одним из активно разви-
вающихся направлений моделирования систем при апри-
орной неопределённости. Однако при усложнении условий
исследования систем появляются методические и вычисли-
тельные трудности применения традиционных непарамет-
рических алгоритмов и моделей, что особенно наблюдает-
ся при обработке статистических данных большого объёма.

Перспективное направление «обхода» возникающих
проблем состоит в применении принципов декомпози-
ции обучающих выборок по их объёму и использовании
технологии параллельных вычислений.

Цель данной работы: на основе анализа асимптоти-
ческих свойств непараметрической оценки смеси плот-
ностей вероятности обосновать эффективность исполь-
зования принципов декомпозиции при обработке боль-
ших массивов статистических данных.
Непараметрическая оценка смеси плотности вероят-

ности и её свойства. Пусть выборка ( ), 1,iV x i n= =  из
n  независимых наблюдений k -мерной случайной вели-
чины ( ), 1,vx x v k= =  с плотностью вероятности ( )p x .
Вид ( )p x  априори неизвестен.

Разобьём выборку V  на T  групп наблюдений
( ),i

j jV x i I= ∈ , 1,j T= . Множество номеров наблю-
дений x  в группе под номером j  обозначим через з jI .

Причем ( )
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j
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элементов в выборках ( ),i
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но nn
T

= .

По каждой выборке jV  построим непараметричес-
кую оценку плотности вероятности многомерной слу-
чайной величины x  [1]:
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В статистике (1) ядерные функции ( )vuΦ , удовлетво-
ряют условиям нормированности, положительности и
симметричности.  Параметры ядерных функций

( )v vc c n=  убывают с ростом n .

Пусть интервалы изменения значений компонент vx
вектора x  одинаковы. В этих условиях появляется воз-
можность полагать, что значения коэффициентов vc  не-
параметрических оценок плотностей вероятности ( )jp x ,

1,j T=  одинаковы и равны с . Тогда непараметричес-с-
кая оценка (1) плотности вероятности принимает вид
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В качестве приближения ( )p x  по статистической
выборке V  будем использовать смесь непараметричес-
ких оценок плотности вероятности типа

( ) ( )
1

1 T

j
j

p x p x
T =

= ∑ .                             (3)

Статистика (3) допускает использование технологии
параллельных вычислений при оценивании плотности ве-
роятности в условиях больших выборок.

Асимптотические свойства ( )p x  определяются сле-
дующим утверждением.

Теорема. Пусть ( )p x  и первые две ее производные по
каждой компоненте vx , 1,v k=  ограничены и непрерыв-
ны; ядерные функции ( )vuΦ  удовлетворяют условиям
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последовательности ( )c c n=  коэффициентов размыто-
сти ядерных функций непараметрических оценок плот-
ности вероятности (1) таковы, что при n → ∞  значения

0c → , а kn c → ∞ .
Тогда при конечных значениях T  непараметрическая

оценка (3) плотности вероятности ( )p x  обладает свойством
асимптотической несмещённости и состоятельности.

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования
опускаются.

Доказательство.
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где M  – знак математического ожидания. При выполне-
нии преобразований учитывается, что элементы статис-
тических выборок , 1,jV j T=  являются значениями од-
ной и той же случайной величины t  с плотностью веро-
ятности 1( , , )kp t t… .

Разложим 1 1( , , )k kp x cu x cu− −…  в ряд Тейлора в
точке 1, , kx x x= …  и ограничиваясь первыми двумя чле-
нами ряда, имеем
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где ( ) ( )2
vp x  – вторая производная плотности вероятности

( )p x  по компоненте vx .
Отсюда, из условия 0c →  при n → ∞  следует свой-

ство асимптотической несмещенности смеси непарамет-
рических оценок плотности вероятности (3).

Для доказательства сходимости ( )p x  в среднеквадра-
тическом рассмотрим выражение
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Найдем асимптотическое выражение составляющих
второй части выражения (5):
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Преобразуем его последнее слагаемое
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которое при достаточно большом объеме статистичес-
ких данных с учётом выражения (4) представляется в виде
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Заметим, что асимптотическое выражение статисти-
ки типа
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Подставляя выражения (7), (8) в (6), после несложных
преобразований получим
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В работе В. А. Епанечникова [2] получено асимптоти-
ческое выражение для среднеквадратического отклоне-
ния непараметрической оценки плотности вероятности
от ( )p x , составляющих первую часть выражения (5):
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С учётом (9), (10) выражение (5) при достаточно боль-
ших значений n  представляется в виде
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Нетрудно заметить, что в условиях 0c → , knc → ∞
при n → ∞  оценка смеси плотностей вероятности (3) схо-
дится в среднеквадратическом к ( )p x , а с учетом свой-
ства ее асимптотической несмещенности является состо-
ятельной.

При T  = 1 и n n=  полученный результат (11) совпа-
дает с утверждением теоремы В. А. Епанечникова [2], что
подтверждает корректность выполненных преобразова-
ний.
Анализ аппроксимационных свойств статистики

( )p x . Для анализа эффективности непараметрической
оценки смеси плотностей вероятности (3) и оценки плот-
ности вероятности типа Розенблатта–Парзена
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рассмотрим отношение соответствующих им асимпто-
тических выражений среднеквадратических отклонений
при оптимальных значениях коэффициентов размытости
ядерных функций.

Определим минимальное значение 2W  выражения (11)
при оптимальных значениях *c  коэффициентов размы-
тости непараметрических оценок ( )jp x  составляющих
смеси плотностей вероятности. В принятых допущениях
значение
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Если 1k = , то 2W  совпадает с минимальным асимп-
тотическим выражением среднеквадратического откло-
нения для смеси непараметрических оценок плотностей
вероятности, полученного в работе [3].

.
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При T = 1 и n n=  выражение (13) соответствует ми-
нимальному асимптотическому выражению 2W ′  средне-
квадратического отклонения для непараметрической
оценки плотности вероятности (12) типа Розенблатта–
Парзена [2].

Отсюда, после несложных преобразований, получим
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По аналогии вычислим отношение минимальных зна-
чений главных дисперсионных составляющих статистик

( )p x  и ( ) :p x%
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Их отношение имеет вид
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Нетрудно убедиться, что отношение асимптотичес-
ких выражений смещений 1W , 1W ′  анализируемых оце-
нок плотности вероятности ( )p x  и ( )p x%  при оптималь-
ных коэффициентах размытости ядерных функций соот-
ветствует значению
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С ростом количества T  составляющих смеси непара-
метрических оценок плотности вероятности наблюдает-
ся увеличение значений отношений 2R  > 1 (см. рисунок,
часть а), 1R  > 1 (см. рисунок, часть б). Отмеченное ухуд-
шение аппроксимационных свойств смеси ( )p x  по срав-
нению с традиционной непараметрической оценкой плот-
ности вероятности ( )p x%  (12) объясняется снижением
объёмов выборок, используемых при оценивании состав-
ляющих ( )p x . Данная тенденция особенно характерна
для малых размерностей k  случайной величины x . При
усложнении условий оценивания плотности вероятности
с ростом k  эффективность непараметрических оценок

( )p x  и ( )p x%  снижается. Соответствующие им критерии
2W , 2W ′  и 1W , 1W ′  становятся соизмеримыми, что прояв-

ляется в снижении значений их отношений 2R  и 1R .
Предлагаемая смесь ( )p x  оценок плотности вероят-

ности обладает меньшей дисперсией по сравнению с не-
параметрической оценкой ( )p x% , что обусловлено её
структурой, так как синтез статистики ( )p x  осуществля-
ется на основе усредняющего оператора (см. рисунок,
часть в). Причём с увеличением количества T  составля-
ющих смеси непараметрических оценок ( )p x  плотнос-
ти вероятности и размерности k  случайной величины её
преимущество возрастает.

На основе анализа асимптотических свойств смеси
непараметрических оценок плотности вероятности мно-

гомерной случайной величины обоснована возможность
декомпозиции исходных статистических данных при син-
тезе непараметрических статистик в условиях больших
выборок. Исследуемая статистика по сравнению с тради-
ционной непараметрической оценкой плотности вероят-
ности типа Розенблатта–Парзена имеет значительно мень-
шую дисперсию и позволяет использовать технологию
параллельных вычислений.

а

б

в
Зависимости отношений: 2R  (а), 1R  (б), 3R  (в)

от размерности k  случайной величины ( ), 1,vx x v k= =
и количества T = 1–10 (кривые 1, …, 10)

составляющих смеси непараметрических оценок
плотности вероятности ( )p x  (3)

Библиографические ссылки

1. Parzen E. On estimation of a probability density
function and mode // Ann. Math. Statistic. 1962. Vol. 33.
P. 1065–1076.



35

Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева

2. Епанечников В. А. Непараметрическая оценка мно-
гомерной плотности вероятности // Теория вероятности
и ее применения. 1969. Т. 14. Вып. 1. С. 156–161.

3. Лапко В. А., Варочкин С. С., Егорочкин И. А. Разра-
ботка и исследование непараметрической оценки плот-

ности вероятности, основанной на принципе декомпози-
ции обучающей выборки по её объему // Вестник
СибГАУ. 2009. № 1(22). Ч. 1. С. 45–49.

A. V.  Lapko, V. A. Lapko

ANALYSIS OF PROPERTIES OF MIXTURE OF NONPARAMETRIC ESTIMATIONS
OF A PROBABILITY DENSITY OF A MULTIDIMENSIONAL RANDOM VARIABLE

Asymptotic properties of mixture of nonparametric estimations of a probability density of a multidimensional random
variable are researched. Their correlation with properties of a traditional nonparametric estimation of a probability
density of Rosenblatt–Parzen type, in accordance with quantity of components of mixture and dimension of a random
variable is arranged.

Keywords: mixture of probability densities, nonparametric estimation, the big samples, asymptotic properties.

© Лапко А. В., Лапко В. А., 2010

* Работа выполнена при поддержке гранта ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–
2013 гг., ГК № 02.740.11.0621.

УДК 681.513

А. В. Лапко, В. А. Лапко

СВОЙСТВА НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ОЦЕНКИ УРАВНЕНИЯ РАЗДЕЛЯЮЩЕЙ
ПОВЕРХНОСТИ В ЗАДАЧЕ РАСПОЗНАВАНИЯ ОБРАЗОВ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ
ЗНАЧЕНИЯХ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗМЫТОСТИ ЯДЕРНЫХ ФУНКЦИЙ*

Исследуются асимптотические свойства непараметрической оценки уравнения разделяющей поверхности,
основанной на рандомизированном методе её оптимизации. Проводится их сравнение со свойствами традицион-
ной непараметрической решающей функции парзеновского типа.
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Существующий парадокс традиционных методов
идентификации стохастических моделей состоит в со-
поставлении конечной случайной выборке наблюде-
ний переменных изучаемых объектов конкретного на-
бора параметров модели, оптимальных в некотором
смысле.

Впервые возможность случайного выбора коэффи-
циентов размытости ядерных функций при синтезе непа-
раметрической оценки плотности вероятности типа Ро-
зенблатта–Парзена была реализована в 1975 г. Т. Вагне-
ром [1]. В работе [2] была предложена методика синтеза
непараметрических алгоритмов распознавания образов,
основанная на рандомизированном методе её оптимиза-
ции. Её идея состоит в признании случайного характера
коэффициентов размытости ядерных функций в услови-
ях обучающей выборки конечного объёма и выборе па-
раметров закона их распределения при оптимизации не-
параметрических решающих правил. На основе анализа
асимптотических свойств непараметрической оценки

плотности вероятности типа Розенблатта–Парзена со слу-
чайными коэффициентами размытости ядерных функ-
ций показана возможность нахождения рационального
закона распределения в классе степенных функций. Од-
нако исследование соответствующих непараметрических
алгоритмов распознавания образов осуществлялось по
данным вычислительных экспериментов.

Цель данной работы состоит в установлении асимп-
тотических свойств непараметрической оценки уравне-
ния разделяющей поверхности, основанной на рандоми-
зированном методе её оптимизации, и их количествен-
ной зависимости от параметров закона распределения
коэффициентов размытости ядерных функций.
Непараметрический алгоритм распознавания образов

со случайными коэффициентами размытости ядерных
функций. Рассмотрим методику построения непарамет-
рического классификатора на примере двуальтернатив-
ной задачи распознавания образов в пространстве непре-
рывного признака x .


