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ГОМОТОПИЯ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ МИНИМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Построены новые точные решения уравнений минимальных поверхностей.
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Уравнение минимальных поверхностей известно уже
более 200 лет, но его точных решений до сих пор постро-
ено всего три. Это такие поверхности, как катеноид, по-
верхность Шерка и семейство геликоидальных поверхно-
стей.

Рассмотрим поверхность вида
( , ).z = u x y                                      (1)

Это уравнение описывает минимальную поверх-
ность, если ( , )u x y  удовлетворяет уравнению второгоо
порядка

( ) ( )2 21 2 1 0.x yy x y xy y xxu u u u u u u+ − + + =             (2)
С помощью контактного преобразования Лежандра

ξ,xu =  η,yu =  ξ ,w x=  η ,w y=

( , ) ξ η (ξ,η)u x y x y w= + −                        (3)
уравнение (2) сводится к линейному:

( ) ( )2 2
ξξ ξη ηη1 ξ 2ξη 1 η 0,w w w+ + + + =              (4)

при условии, что якобиан преобразования
2 0.xx yy xyJ u u u= − ≠                               (5)

Нетрудно проверить, что поверхности

tg ,u x y=  
cosln ,
cos

xu
y

=  ( )2 2arcch ,u x y= +        (6)

т. е. геликоид, поверхность Шерка и катеноид соответствен-
но, являются решениями уравнения (2) и удовлетворяют
условию (5).

Применим преобразование (3) к соотношениям (6),
тогда они запишутся в виде
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Поскольку (7) удовлетворяет линейному уравнению
(4), то их гомотопия также является решением уравнения
(4). Тогда

( )1
н

2

2

(η arctg ξ) 1

1 ξ
ξ arctg ξ η arctg η ln ,

1 η

w a a= + − ×

 +
 × − + +
 + 

        (8)

2
н (η arctg ξ)w a= +

( )

( )

( ) ( )

22 2

2 22 2 2 2

2 2

1

2 4 ξ η ln

,2 4 ξ η 2 2 4 ξ η

ξ η

a+ − ×

 
+ + + − × 

 
  × + + + + + + +  

×  
+      

2
3
н 2

1 ξ
ξ arctg ξ η arctg η ln

1 η
w a

 +
 = − + + +
 + 

( )

( )

( ) ( )

22 2

2 22 2 2 2

2 2

1

2 4 ξ η ln

,2 4 ξ η 2 2 4 ξ η

ξ η

a+ − ×

 
+ + + − × 

 
  × + + + + + + +  

×  
+      

где 1 ,нw  2 ,нw 3
нw  – новые решения уравнения (4); a  – ве-е-

щественный параметр, 0 1a≤ ≤ .
Действуя обратным преобразованием, из (8) получим

новые семейства решений уравнения (2).
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