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Представлены результаты компьютерного исследования временного ряда, составленного из чисел Вольфа. 

В соответствии с подходом, основанным на теореме Такенса, решалась задача восстановления размерности 
аттрактора динамической системы, описывающей динамику Солнца. Показано, что за последние 3 000 лет 
принципиальных изменений в эволюции Солнца не произошло. 
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Математические модели, содержащие три и более 

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), 
способны демонстрировать хаотические режимы ко-
лебаний, которые на первый взгляд имеют вид слу-
чайных процессов. Переход в фазовое пространство 
позволяет получать наглядную информацию об осо-
бенностях сложной динамики соответствующих сис-
тем, прежде всего о геометрии предельных множеств 
фазовых траекторий, которые соответствуют устано-
вившимся режимам [1]. 

В последнее время это свойство хаотичности не-
линейных диссипативных динамических систем ак-
тивно используется для анализа временных рядов. 
Основным моментом здесь является предположение о 
том, что данный временной ряд порожден некоторым 
функционалом от решения неизвестной нам динами-
ческой системы с аттрактором. Алгоритм Грассберга–
Прокаччиа [2], используемый в данной статье, позво-
ляет получить оценку для корреляционной размерно-
сти этого аттрактора. Она и является тем параметром, 
который характеризует качественное поведение тра-
екторий такой динамической системы. В работе в ка-
честве временного ряда автором были выбраны числа 
Вольфа, называемые также международными числами 
солнечных пятен, относительными числами солнеч-
ных пятен или цюрихскими числами. 

Солнечные пятна – это темные области на Солнце, 
температура которых понижена примерно на 1 500 К 
по сравнению с окружающими участками фотосферы. 
Количество пятен на Солнце и связанное с ним число 
Вольфа – одни из главных показателей солнечной 
магнитной активности. Прямые наблюдения солнеч-
ных пятен доступны в течение последних четырех 
столетий (рис. 1), но более длительный временной ряд 
необходим, например, для выявления возможного 
воздействия Солнца на климат и для проверки моде-
лей солнечного динамо.  

В работе [3] приведены результаты реконструкции 
чисел Вольфа на период, охватывающий последние 11 
400 лет. Эти результаты были получены на основании 
дендрохронологического анализа радиоуглеродной 
концентрации ископаемых останков растений. На ос-
новании объединенной физико-биологической модели 
была построена связь процессов набора определенной 
радиоуглеродной концентрации с числами Вольфа. 

 
Рис. 1. Количество солнечных пятен в зависимости от года 

 
Согласно полученной реконструкции, уровень 

солнечной активности за последние 70 лет является 
исключительным случаем. Предыдущий период столь 
же высокой активности произошел более 8 000 лет 
назад. Было подсчитано, что в течение последних 11 
400 лет Солнце провело лишь порядка 10 % времени 
на столь же высоком уровне магнитной активности, и 
почти все предыдущие периоды такой активности 
были гораздо короче, чем нынешний эпизод.  

Редкость текущего эпизода высокого среднего 
числа солнечных пятен может свидетельствовать о 
том, что Солнце внесло свой вклад в необычные кли-
матические изменения в течение XX в. Но насколько 
значимы эти отклонения? Являются ли они некото-
рым сигналом того, что на Солнце происходят какие-
то изменения в механизме термоядерного синтеза или 
же это простые временные флуктуации? Будем счи-
тать, что числа Вольфа порождены некоторой дина-
мической системой, описывающей временную эво-
люцию Солнца. 

Была поставлена следующая задача: сравнить раз-
мерность аттрактора Солнца за последние 130 лет с 
его глобальным поведением за 11 400 лет. Разные ве-
личины N с аттрактором размерности N будут гово-
рить о том, что в последние 130 лет в механизме 
Солнца происходят качественные изменения.  

Для решения этой задачи выбраны два временных 
ряда для чисел Вольфа: 

– соответствующий 11 400 годам через промежу-
ток 100 лет; 

– соответствующий 130 годам через промежуток            
1 год.  

 
 
*Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 08-01-00312).  
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Для каждого из этих случаев определялась вре-
менная задержка τ (рис. 2–4). Необходимо, чтобы сис-
тема достаточно долго находилась на аттракторе, но 
при этом слишком детальное описание ее движения 
приведет к определенным трудностям.  

Числовым показателем количества пятен на Солн-
це является число Вольфа. Для данного дня это число 
определяется 

W = k(f + 10g),                              (1) 
 

где k – нормировочный коэффициент; f – количество 
наблюдаемых пятен; g – количество наблюдаемых 
групп пятен. 

Для нахождения величины временной задержки τ 
на интервале 9400 г. до н. э. – 2000 г. н. э. с шагом 10 
лет были использованы метод взаимной информации 
I(τ):  
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где P(·) – вероятность соответствующего события, и 
метод автокорреляционной функции R(τ): 
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Анализ графика зависимости I(τ) и R(τ) от выбора 
временной задержки τ (рис. 2) показывает, что первый 
минимум встречается при τ = 5. 

 

 
Рис. 2. График зависимости функции взаимной информации 

I(τ) и автокорреляционной функции R(τ) от временной  
задержки τ для интервала 9400 г. до н. э. – 2000 г. н. э.  

с шагом 10 лет 
 

Для определения размерности пространства вло-
жения был использован метод Грассберга–Прокаччиа 
[2]. На графике d(m), представленном на рис. 3, на-
сыщение наступает при m = 3, при этом d = 1,81. Ис-
ходя из этого можно сделать вывод, что размерность 
пространства вложения составит d ≥ 2 [d(3)] + 1 = 3. 

Для нахождения временной задержки τ на интер-
вале 1870–2000 гг. с шагом 1 год были использованы 
методы взаимной информации I(τ) (2) и автокорреля-
ционной функции R(τ) (3) (рис. 4). Очевидно, что в 
качестве временной задержки в этом случае можно 
использовать τ = 3 или τ = 4. 

 
 

Рис. 3. График зависимости коэффициента корреляционной 
размерности d от размерности m для интервала 9400 г.  

до н. э. – 2000 г. н. э. с шагом 10 лет 
 
 

 
 

Рис. 4. График зависимости автокорреляционной функции 
R(τ) и функции взаимной информации I(τ) от временной за-

держки τ для интервала 1870–2000 гг. с шагом 1 год 
 
Вычислим размерность пространства вложения 

методом Грассберга–Прокаччиа [2] для временного 
интервала 1870–2000 гг. (рис. 5). Можно отметить, 
что d(m) также достигает своего насыщения при раз-
мерности 1,81. В этом случае имеем следующую 
оценку размерности пространства вложения: d ≥ 2 
[1,81] + 1 = 3. 

 

 
 

Рис. 5. График зависимости коэффициента корреляционной 
размерности d от размерности m для временного ряда, со-
ставленного из чисел Вольфа, для интервала 1870–2000 гг. 
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METHODS FOR CHAOTIC DYNAMICS IN THE PROBLEM OF ANALYSIS  
OF WOLFER'S TIME SERIES  

 
The results of computer studies of time series composed of the Wolfer’s numbers are presented in the article. In ac-

cordance with the approach based on Takens's theorem, the author solves the problem of reconstructing dimension of 
attractor of a dynamical system describing the dynamics of the Sun. It is shown that for the last 3 000 years, fundamen-
tal changes in the evolution of the Sun have not happened. 
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О ВВЕДЕНИИ МЕТРИК НА ВЫСКАЗЫВАНИЯХ ЭКСПЕРТОВ С ВЕРОЯТНОСТЯМИ* 

 
Предлагаются способы введения метрик на высказываниях экспертов, заданных формулами исчисления вы-

сказываний с вероятностями. Результаты переносятся на формулы над бесконечными  носителями. 
 
Ключевые слова: высказывания экспертов, кластеризация, расстояния, метрики. 

 
В настоящее время проявляется все больший ин-

терес к анализу экспертной информации, заданной в 
виде вероятностных логических высказываний экс-
пертов. Интересны исследования о высказываниях 
экспертов, представленных формулами исчисления 
высказываний (ИВ) с вероятностями. Возникают за-
дачи об алгоритмах распознавания закономерностей, 
согласования логических (экспертных) знаний и их 
кластеризации [1–6]. Для решения этих задач необхо-
димы метрики на знаниях.  

В данной статье рассматриваются логические вы-
сказывания экспертов, представленные формулами 
исчисления высказываний с вероятностями, предла-
гаются способы задания расстояний на формулах-
высказываниях с вероятностями, а также устанавли-
ваются свойства введенных расстояний, для чего ис-
пользуются  вероятностный и теоретико-модельный 
подходы [2; 5; 7].  

Основные определения. Будем рассматривать 
знания экспертов, представленные формулами ИВ с 
вероятностями (вероятностные высказывания), т. е. 
высказывания вида «   с вероятностью p», где   – 
формула ИВ. Для таких высказываний будем исполь-
зовать следующую запись: 

 

, ,iB p   , .jB p   

Пусть   – база знаний, состоящая из формул ИВ, 
т. е. в   содержатся все формулы, с которыми будут 
работать эксперты; ( )S   – носитель формулы  , т. е. 
множество элементарных высказываний, используе-
мых при написании формулы  , ( ) ( )S S



    – но-

ситель совокупности знаний. 
Рассмотрим совокупность ( )( ( )) 2SP S    – мно-

жество всевозможных подмножеств множества ( ).S   
Для простоты обозначения примем, что 

( )( ( )) 2 .SP S n    Элементы множества ( ( ))P S   
называются моделями. Более подробно  о теории мо-
делей см. в [2–4]. 

Пусть эксперты говорят о вероятностях (частости) 
формул на множестве всех n моделей, и каждое вы-
сказывание присутствует только с одной вероятно-
стью. Тогда будем интерпретировать вероятность, 
данную экспертом, следующим образом: , .B p   

Это означает, что высказывание   истинно на 

n n p      моделях, где ( )2 Sn   – число всех мо-

делей.  

 
*Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (гранты 07-01-00331a, 08-07-

00136а).  




