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Обсуждаются процедуры определения условных вероятностей безотказной работы, условных плотностей
вероятностей отказов и правомерность их использования в математических моделях надежности агрегатов
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Ключевые слова: вероятность, условная вероятность, условная плотность вероятности, агрегат, матема-
тическая модель.

В расчетах надежности сложных технических систем
в авиации и других критических по надежности отраслях
промышленности, при моделировании надежности агре-
гатов, для определения вероятности безотказной работы
используется экспоненциальное распределение

( ) ,tp t e−ω=                                        (1)
где ω – параметр потока отказов агрегата, который определя-
ется по плану испытаний [1] восстанавливаемых агрегатов и
равен среднему значению числа отказов в единицу времени
(в 1 час). При достаточно большой статистике среднее значе-
ние стремится к математическому ожиданию и параметру
потока отказов w допустимо придать этот статус.

Вследствие процедур, предусмотренных при техни-
ческом обслуживании авиационной техники, параметры
потоков отказов агрегатов систем самолетов поддержи-
ваются на постоянном уровне [2]. Более того, верхние
пределы параметров потоков отказов ограничиваются
нормативными документами гражданской авиации в виде
нормативных значений коэффициентов К1000 для самоле-
тов российского производства и К100 – иностранного про-
изводства. Коэффициент К1000 является числом отказов
агрегатов определенного типа, приходящемся на 1 000
часов полета и, таким образом, однозначно связан с па-
раметром потока отказов.

Экспоненциальная модель вероятности отказа агре-
гата, который представляет собой монотонно возрастаю-
щую функцию времени (рис. 1):

( ) 1 .tq t e−ω= −                                (2)
В гражданской авиации, в соответствии с Нормами

летной годности самолетов [3], вероятность отказа агре-

гатов и систем нормируется в вероятностях отказа за
1 час, приводящих к последствиям различной степени тя-
жести. Поскольку 1 час является величиной 3–4-го поряд-
ка малости по сравнению с налетом самолета, то вероят-
ность отказа за 1 час q(1) может быть определена в виде
производной от (2) следующим образом:

( )1 .tq e−ω= ω⋅                                    (3)

Рис. 1. Экспоненциальная модель
вероятности отказа агрегата

График этой зависимости приведен на рис. 2. Умень-
шение вероятности отказа за 1 час в функции времени
работы агрегата противоречит, во-первых, независимос-
ти математического ожидания числа отказов за 1 час, рав-
ных ω, от времени работы агрегата; во-вторых, здравому
смыслу, поскольку в процессе работы в агрегате неиз-
бежно развиваются деградационные процессы, и веро-
ятность отказа за 1 час никак не может уменьшаться. На
практике ее можно поддерживать техническим обслужи-
ванием на некотором уровне.
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Впервые вопросы неадекватности экспоненциальной
модели действительным процессам изменения надежно-
сти агрегатов поставлены в работах [4; 5].

Рис. 2. Вероятность отказа за 1 час полета
при экспоненциальной модели

Таким образом, целесообразно рассмотреть проце-
дуры построения математических моделей, представлен-
ных экспоненциальным распределением, основанных на
использовании условных вероятностей и условных плот-
ностей вероятностей, которые применяются как в учеб-
ной [6; 7], так и научной литературе [8].

Математические модели агрегатов в теории надеж-
ности представлены в форме интегральных функций ве-
роятностей безотказной работы p(t), вероятности отка-
зов q(t) и их плотностей вероятностей (дифференциаль-
ных функций) ( )f t .

Во многих отечественных источниках в области на-
дежности условная вероятность безотказной работы на
отрезке времени [ta; tb], (tb > ta) определена, как вероят-
ность безотказной работы на момент tb, если до момента
времени ta отказа не было, и имеет вид

( ) ( )
( )

/ .b
b a

a

p t
p t t

p t
=                                  (4)

Однако, в приведенном виде формулировка не соот-
ветствует выражению (4), поскольку, если до момента ta
отказа не было, то вероятность безотказной работы на
участке [0; tа] p(ta) = 1. В работе [8] дана более корректная
формулировка, в которой отсутствие отказа до момента
времени ta определено с некоторой вероятностью p(ta).

Выражение (4) в соответствии с [6] получено из сле-
дующих соображений. Событие А определяет безотказ-
ную работу агрегата за время [0; ta], а событие В – безот-
казную работу за [0; tb]. Тогда вероятность совместного
события А ⋅ В имеет вид

( ) ( ) ( )/ ,p A B p A p B A⋅ = ⋅                     (5)
т. е. равна произведению вероятности события А на услов-
ную вероятность события В при условии, что А произошло.
В связи с этим в [6] принято, что событие А поглощается
событием В (т. е. если произошло событие В, то произошло
и событие А). Следовательно, вместо (5) можно записать:

( ) ( ) ( )/p B p A p B A= ⋅ .                        (6)
Переходя от событий ко времени at  и bt , получим

( ) ( ) ( )/ ,b a b ap t p t p t t= ⋅                       (7)
отсюда условную вероятность

( ) ( )
( )

/ .b
b a

a

p t
p t t

p t
=                                  (8)

Некорректность приведенного из [6] рассуждения со-
стоит в том, что события А и В приняты как определяю-

щие безотказную работу за время от 0 до ta и от 0 до tb
соответственно, но не определено с какими вероятностя-
ми. Выражение (6) получено в предположении, что про-
изошло событие В и событие А. В случае если вероят-
ность безотказной работы ( ) 1bp t ≠ , то событие В не обя-
зательно является поглощающим для события А. Но если
имели место события безотказной работы при измене-
нии времени от 0 до ta и от 0 до tb, то вероятности их
реализации p(В) = p(А) = p(tb) = p(ta) = 1. Тогда, неясно, что
обозначают выражения (6)–(8).

Есть еще один аспект этой проблемы. Интегральная
функция вероятности безотказной работы агрегата p(t),
для которой определяется условная вероятность p(tb /ta)
строится по результатам испытаний большой группы
однотипных агрегатов. Одни из них отказывают при мень-
ших значениях времени, другие – при больших. Время,
при котором агрегаты отказывали, определяется только
их собственными свойствами. Поэтому на количество и
вероятность отказа агрегатов на отрезке ta < τ < tb не мо-
жет повлиять количество и вероятность отказа агрегатов
при t < ta. В этом и состоит условие отсутствия последей-
ствия в потоке отказов вследствие независимости собы-
тий отказов агрегатов. Выполнение этого условия исклю-
чает возможность определения условных вероятностей.

В теории вероятностей [9; 10] вероятность реализа-
ции события на отрезке ta < τ < tb, например, вероятность
отказа определена как приращение интегральной функ-
ции на этом отрезке

( ) ( ) ( ).b aq q t q tτ = −                             (9)
Это выражение также определенным образом учиты-

вает условие реализации отказа на отрезке τ, поскольку учи-
тывает возможность отказа при всех t < ta с вероятностью
q(ta), но без нарушения условия отсутствия последействия.

Поскольку вероятность отказа q(t) = 1 – p(t), перепи-
шем (9) в вероятностях безотказной работы

( ) ( ) ( )1 .b ap p t p tτ = + −                       (10)
Сравним значения вероятностей безотказной работы

на отрезке τ, определенные по выражениям (8) и (10).
Поскольку эти выражения справедливы для любых зако-
нов распределения вероятностей безотказной работы, для
простоты и наглядности примем распределение с равно-
мерной плотностью вероятности, при котором

( ) 1 .p t t= − ω                                    (11)
Подставив (11) в (10), найдем уравнение

( ) 1 const,p τ = − ωτ =                             (12)
которая не зависит от положения отрезка τ на оси времени t.

Применив (11) к (8), получим выражение

( ) ( ) ( )1
/ .

1
a

b a
a

t
p t t p

t
− ω + τ

= τ =
− ω

                    (13)

Характер изменения ( )/b ap t t  для ω = 0,1 и τ = 1
показан на рис. 3. Отсюда следует, что условная вероят-
ность безотказной работы на отрезке t фиксированной
длины существенно нелинейна, что, при постоянной
плотности вероятности отказа, представляется не оправ-
данным.

В традиционной теории надежности особое значение
отводится условной плотности вероятности отказов, ко-
торая определяется как плотность вероятности отказа в
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моменты времени t ≥ t1, при условии, что до момента t1
отказа не было.

Рис. 3. Зависимость условной вероятности отказа от
координаты начала участка ta при ω = 0,1 и τ = 1

Рассмотрим рассуждения, определяющие правомер-
ность условной плотности вероятности отказа, приведен-
ные в [6]. Предполагается, что агрегат проработал время
t1 и в момент времени t1 остался работоспособным, т. е.
отказа нет (рис. 4).

Рис. 4. Плотность вероятности и условная плотность
вероятности отказа агрегата

За оставшееся время t > t1 агрегат должен отказать,
т. е. отказать с вероятностью равной единице. Следователь-
но, площадь под кривой плотности вероятности f(t), распо-
ложенная правее t1, численно должна быть равна единице.
Чтобы выполнялось это условие, все ординаты плотности
f(t), лежащие правее t1, авторами предложено разделить на
нормирующее число, равное значению площади f(t) на
интервале от t1 до ∞, т. е. само на себя. Поскольку

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1
0

1 1 ,
t

t

f t dt f t dt q t p t
∞

= − = − =∫ ∫         (14)

то

( ) ( )
( )1

1

/ .
f t

f t t
p t

=                                 (15)

Против такой формы определения условной плотно-
сти вероятности следует высказать ряд возражений:

– во-первых, рассматривается вероятностная задача
(в вероятностной трактовке) и в ней по определяющей
функции (вероятности отказа) вносится детерминисти-
ческая трактовка. Предполагается, что при всех t < t1, от-
каза не было с вероятностью, равной единице, а положе-
ние t1 на оси времени никак не ограничено;

– во-вторых, плотность вероятности отказа для отдель-
ного агрегата определяется из статистики испытаний боль-

шой группы таких агрегатов и является распределением,
ординаты которого определены из опыта и не подлежат
изменению даже при необходимости формирования ус-
ловной плотности;

– в-третьих, как и при определении условной вероят-
ности безотказной работы проигнорирован принцип от-
сутствия последействия;

– в-четвертых, в теории вероятностей [9] определение
условных вероятностей и условных плотностей вероят-
ностей предусматривает наличие системы двух зависи-
мых случайных величин.

В рассматриваемом случае случайная величина одна –
вероятность безотказной работы. Вероятность отказа –
величина противоположная ей.

При построении условной плотности вероятности в
соответствии с рассмотренной процедурой предлагает-
ся ординаты правее точки t1 увеличить, используя нор-
мирующий множитель, определенный при условии, что
до точки t1 отказов не было. Но экспериментально пост-
роенная плотность вероятности содержит статистичес-
кую информацию о том, что до точки t1 отказы были.

Возникает вопрос: на каком основании эксперимен-
тально построенная плотность вероятности подвергает-
ся трансформации, при которой до точки t1 ее ординаты
приравниваются к 0, а после t1 – увеличиваются посред-
ством нормирующего множителя? Для теории надежно-
сти этот вопрос чрезвычайно важен, поскольку ответ на
него характеризует правомерность определения интенсив-
ности отказов λ(t) и последующего построения математи-
ческой модели вероятности безотказной работы агрегатов
в виде экспоненциального распределения.

В работах по надежности [6–8] интенсивность отказов
λ(t) определяется как мгновенная условная плотность ве-
роятности отказов

( ) ( )
( )

.
f t

t
p t

λ =                                   (16)

Здесь плотность вероятности отказов f(t) при каждом
текущем значении t умножается на тот же, что и в выра-
жении (13), нормирующий множитель 1/ ( )p t , опреде-
ленный на рассматриваемый момент времени, а ограни-
чения на вид распределения ( )p t  не наложены.

При стационарном пуассоновском потоке отказов
математическое ожидание числа отказов в единицу вре-
мени w остается постоянным, а при использовании рас-
пределения с равномерной плотностью вероятности, когда

( )q t t= ω⋅ , f(t) ( )q t′= , численно равно ω, тогдада

( ) .
1

t
t

ω
λ =

− ω
                                  (17)

Из (17) очевидно, что при стационарном потоке отка-
зов λ(t) не является постоянной величиной и не может
быть равна w. Вместе с этим в [8] отмечается, что про-
стой способ определения постоянной интенсивности от-
казов λ заключается в поддержании постоянным числа
агрегатов в процессе испытаний, путем замены отказав-
ших. Но эта процедура испытаний известна как план ис-
пытаний восстанавливаемых агрегатов, при котором оп-
ределяется параметр потока отказов ω, использованный
нами в выражении (17).

Кроме того, в [8] отмечается, что в случае, когда отка-
зы происходят в случайные моменты времени, и среднее
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число отказов на равных отрезках времени не зависит от
их положения на оси времени, надежность устройства
определяется хорошо известной экспоненциальной зави-
симостью (1). Это утверждение исключает возможность
определения условной плотности вероятности в виде
выражения (15) и (16), из которых экспоненциальное рас-
пределение и получено. Вместе с этим, независимость
числа отказов от положения отрезка на оси времени ука-
зывает на тот факт, что отказы распределены с равномер-
ной плотностью вероятности.

Смысловое содержание таких определений, как ин-
тегральная функция вероятности отказа ( )q t , плотность
вероятности отказа f(t), параметр потока отказов w, впол-
не понятно. Каков смысл понятия интенсивности отказов
λ(t)? Для чего понадобилось увеличивать в 1/ ( )p t  раз
значения плотности вероятностей отказов f(t), получен-
ные из статистических материалов?

Из выражения (16) после замены в нем f(t) на ( )/dp t dt ,
разделения переменных и интегрирования, получают пока-
зательное распределение вероятности безотказной работы:

( )
( )

0 .

t

d

p t e
− λ τ τ∫

=                                (18)
Предполагается, что в случае стационарного процес-

са λ = const, выражение (18) приобретает вид экспонен-
циального распределения

( ) .tp t e−λ=                                     (19)
Поскольку в исходном выражении (16) ограничения

на вид функций f(t) и p(t) не наложены, то при произволь-
ных законах распределения f(t) и p(t) интенсивность λ(t)
постоянной быть не может.

Выражение (16) обращается в тождество λ(t) = l толь-
ко при подстановке p(t) в виде (19) и f(t) в виде производ-
ной от нее. Но это и естественно, поскольку (19) получе-
но из выражения (16).

При замене в (18) λ(t) на (16) и использовании в (16)
распределения с равномерной плотностью вероятности,
найдем

( ) 0
1 .

t

d

p t e
ω

− τ
−ωτ∫

=                               (20)
Результаты расчета p(t), выполненные по выражению

(20), показанные пунктирной линией 2, и по интеграль-
ной функции вероятности безотказной работы, соответ-
ствующей распределению с равномерной плотностью
p(t) = 1 – ωt, при ω = 0,1, приведены на рис. 5. Расхожде-
ния результатов очевидны.

Приведенные рассуждения дают основания для со-
мнений как в правомерности построения экспоненци-

альной модели надежности агрегатов, так и в возможно-
сти ее использования в расчетах надежности, а также
убеждают в неправомерности использования условных
вероятностей и условных плотностей в математических
моделях надежности агрегатов.

Рис. 5. Зависимость вероятности отказа определенной по

выражению: 1 – p(t) = 1 – ωt; 2 – ( )
( )

0

t

d

p t e
− λ τ τ∫

=
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ABOUT LEGITIMACY OF USAGE OF AGREED PROBABILITIES
OF FAILURE-FREE WORK AND AGREED BREAKDOWNS PROBABILITIES

DENSITIES IN AGGREGATES RELIABILITY MATHEMATICAL MODELS
The procedures of determination of conditional probabilities of failure-free work, breakdowns conditional probabilities

densities and legitimacy of their usage in aggregates reliability mathematical models are discussed in the article.

Keywords: probability, agreed probability, conditional probability density, aggregate, mathematical model.
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