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ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК СОБСТВЕННЫХ ТОНОВ  
ПРИ НАЛИЧИИ СЛУЧАЙНЫХ ОШИБОК В ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

 
Сделаны оценки точности определения собственных частот, обобщенных масс и обобщенных коэффици-

ентов демпфирования собственных тонов колебаний конструкций по результатам резонансных испытаний. 
Полагалось, что в величинах действительной и мнимой составляющих перемещений точек конструкции присут-
ствуют случайные ошибки измерений. Исследования проводились методом статистического моделирования. 
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Исходными данными для нахождения собствен-

ных частот, обобщенных масс и обобщенных коэф-
фициентов демпфирования собственных тонов явля-
ются экспериментально определенные величины дей-
ствительной U и мнимой V составляющих перемеще-
ний точек конструкции для ряда частот вынужденных 
колебаний при известных силах возбуждения. Харак-
теристики вынужденных колебаний измеряются в ис-
пытаниях с некоторой погрешностью, поэтому пред-
ставляет практический интерес анализ чувствитель-
ности способов определения обобщенных динамиче-
ских характеристик к ошибкам в экспериментальных 
данных. Решению этой задачи посвящены, например, 
работы [1; 2]. 

Для определения обобщенной массы (аi) и обоб-
щенного коэффициента демпфирования (hi) i-го соб-
ственного тона колебаний использовались следующие 
формулы [3]:   
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где Ei, Fi – векторы синфазной и квадратурной состав-
ляющих сил возбуждения, обеспечивающие выделе-
ние i-го тона колебаний на частоте ω (если собствен-
ный тон можно выделить без введения квадратурной 
составляющей возбуждения, то такой случай отмеча-
ется условием F = 0); λi  – котангенс сдвига фаз меж-
ду перемещениями и синфазной составляющей воз-
буждения; pi – собственная частота тона, определяе-
мая по переходу λi  через 0; Vi* – мнимая составляю-
щая перемещения точки нормирования формы тона. 
Если положить λi  = 0 при F ≠ 0 (условие «фиктивно-
го» фазового резонанса), то получим известную фор-
мулу определения обобщенных масс введением квад-
ратурной составляющей возбуждения (см., например: 
[1]). 

Рассматривается влияние только погрешностей 
измерений составляющих вынужденных колебаний на 
точность определения характеристик собственных то-
нов, так как экспериментальное оборудование позво-
ляет поддерживать частоту вынужденных колебаний с 
большой точностью. Отклонения же в задаваемых ве-

личинах сил возбуждения можно (в рассматриваемом 
случае линейных систем) учесть в точности опреде-
ления перемещений. 

Оценка влияния случайных ошибок измерений 
производилась методом статистического моделирова-
ния. В качестве математической модели реальной 
конструкции использовалось уравнение вынужден-
ных крутильных колебаний стержня постоянного се-
чения под действием системы сосредоточенных воз-
буждающих моментов. Такое уравнение имеет точное 
аналитическое решение. 

Будем считать, что ошибки измерений действи-
тельной и мнимой составляющих вынужденных коле-
баний распределяются по нормальному закону с ну-
левым математическим ожиданием. Для моделирова-
ния ошибок использовался датчик случайных чисел. 
Создание ошибок требуемого уровня осуществлялось 
соответствующим изменением дисперсии с использо-
ванием свойства нормального распределения – слу-
чайная величина x с вероятностью 0,997 удовлетворя-
ет соотношению 

│x│ ≤ 3σ,                               (1) 
 

где σ – дисперсия. Вычисление дисперсии по формуле 
σ = ε/300, где ε – величина ошибки измерений в про-
центах, означает, что с вероятностью 0,997 погрешно-
сти измерений не превышают ε. Исследование влия-
ния случайных ошибок измерения действительной и 
мнимой составляющих вынужденных колебаний на 
точность определения обобщенных динамических ха-
рактеристик проводилось по следующему алгоритму: 

– вычислялись точные значения составляющих 
вынужденных колебаний в точках «регистрации» для 
ряда частот исследуемого диапазона; 

– вводились случайные отклонения заданного 
уровня в величины составляющих колебаний; 

– производился подбор возбуждения [3] по иска-
женному ошибками отклику; 

– определялись собственные частоты, обобщенные 
массы и обобщенные коэффициенты демпфирования; 

– анализировалось изменение первых двух момен-
тов распределения результатов расчета обобщенных 
характеристик с увеличением числа независимых 
«испытаний» на каждой частоте с целью получения 
достоверных оценок математического ожидания и 
дисперсии; 
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– по результатам расчетов строились гистограммы 
и проверялись гипотезы о законе распределения этих 
результатов. 

Расчеты проводились при разном уровне ошибок 
измерений составляющих перемещений, числе сил 
возбуждения, демпфировании в системе, а также для 
различных способов настройки чувствительности из-
мерительного оборудования. 

Рассматривалось два вида зависимости абсолют-
ной погрешности измерений действительной ∆U и 
мнимой ∆V составляющих перемещений конструкции 
от величин этих составляющих: величины ∆U и ∆V в 
каждой точке регистрации колебаний на любой часто-
те возбуждения пропорциональны измеряемым вели-
чинам составляющих перемещений: 

 

∆U = εU/100 % , ∆V = εV/100 %;             (2) 
 

абсолютные погрешности измерений ∆U и ∆V в каж-
дой точке регистрации колебаний на любой частоте 
возбуждения пропорциональны наибольшей из изме-
ряемых величин: 

 

∆U = ∆V =    z / 100 %,             (3) 
 

где z есть наибольшая из │U│ и │V│ в данной точке, 
а «~» отличает погрешности вида (2) от погрешностей 
вида (3). Абсолютные погрешности вида (2) реализу-
ются таким подбором чувствительности измеритель-
ного оборудования, что каждое из измеряемых значе-
ний составляющих перемещений соответствует пре-
делу измерения. Для погрешностей вида (3) пределу 
измерений соответствует величина z. 

Распределения случайных величин собственных 
частот, обобщенных масс и обобщенных коэффици-
ентов демпфирования полагались также нормальны-
ми. Для оценки достоверности этого положения ис-
пользовался критерий χ2 [4]. Установлено, что с веро-
ятностью 0,58…0,76 отклонения распределений 
обобщенных характеристик от нормального носят 
случайный характер (ограниченность выборки, по-
грешности расчетов при проведении оценки и т. п.). 
Здесь указаны минимальное и максимальное значения 
вероятностей, полученных во всех расчетах. Эти ре-
зультаты подтверждают справедливость сделанного 
предположения о нормальности распределения обоб-
щенных характеристик [4] и позволяют использовать 
соотношение (1) для нахождения абсолютной по-
грешности их определения. 

Для выделения влияния только случайных ошибок 
в составляющих вынужденных колебаний и отсеива-
ния ошибок, вызванных, например, несоответствием 
числа степеней свободы модели и исходной системы, 
относительная погрешность определения обобщен-
ных характеристик вычислялась делением абсолют-
ной погрешности на соответствующее математиче-
ское ожидание. Для контроля смещения оценки 
обобщенных характеристик найденное математиче-
ское ожидание сравнивалось с величиной собствен-
ной частоты, обобщенной массы или обобщенного 
коэффициента демпфирования, полученной в обыч-
ном расчете при точных исходных данных. 

В расчетах относительной погрешности обобщен-
ной массы εa, обобщенного коэффициента демпфиро-
вания εh и собственной частоты εp (рис. 1–5) символом 
δ обозначен логарифмический декремент колебаний, а 
N – число сил возбуждения. 

Отметим, что оценки величин εa и εh проводились, 
в основном, вблизи собственной частоты тона, так как 
в этой области частот вынужденных колебаний ми-
нимальны погрешности определения обобщенных ха-
рактеристик собственных тонов за счет несоответст-
вия числа степеней свободы математической модели 
числу степеней свободы реальной системы, ограни-
ченности числа сил возбуждения, взаимного влияния 
собственных тонов и т. д. 

 

 
 

Рис. 1. Погрешности определения обобщенных  
характеристик при различных ошибках в перемещениях 

 
Рассмотрим зависимости величин εa и εh от отно-

сительной частоты монофазного возбуждения (F = 0) 
для различного уровня ошибок измерений (рис. 1). 
Анализ результатов показывает, что εa и εh увеличи-
ваются с приближением относительной частоты вы-
нужденных колебаний к некоторому значению, кото-
рое обозначим за Ω*, а затем погрешности εh падают 
при Ω → 1. Аналогичное падение εa сменяется резким 
ростом вблизи Ω = 1. 

Рост εa и εh в окрестности Ω = Ω* нелинейно зави-
сит от погрешностей измерения перемещений ε (этого 
роста не происходит при ε ≤ 1,2 %). Если сопоставить 
кривые εa и εh с зависимостями составляющих пере-
мещений в точках регистрации от частоты вынужден-
ных колебаний (слева на рис. 1 показаны зависимости 
U(Ω) и V(Ω) в точке нормирования тона), то оказыва-
ется, что рост εa и εh сопровождает подъем действи-
тельной составляющей. При этом частота Ω* соответ-
ствует максимуму абсолютного значения этой состав-
ляющей. 

Для объяснения  характера зависимостей εa (Ω) и 
εh (Ω) в окрестности Ω = Ω* получим выражения для 
εa и εh для системы с одной степенью свободы. Если 
не учитывать погрешности экспериментального опре-
деления собственной частоты тона, то  

 

εa ≈ [(1 + α)(1 + λ2)(1 + ∆E/E)/(1 + λ2 (1 + α)2)/ 
/(1 +  V/V) – 1] ∙ 100 % ,                     (4) 
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εh ≈ [(1 + λ2)(1 + ∆E/E)/(1 + λ2 (1 + α)2)/ 
/(1 +  V/V) – 1] ∙ 100 % ,                     (5) 

 

где α = 2ε/(1 + ε); ∆E – погрешности подбора возбуж-
дения, вызванные неточностью измерений действи-
тельной и мнимой составляющих перемещений;  V – 
погрешности определения мнимой составляющей из-
за неточности измерения и подбора возбуждения. Из 
формул (4) и (5) следует, что опережающий рост дей-
ствительной составляющей колебаний по сравнению с 
мнимой при Ω → Ω* и сопутствующее ему увеличе-
ние погрешности ∆U, приводящие к погрешностям в 
определении мнимой составляющей ∆V > ∆V, уве-
личивают величины εa и εh, так как здесь ∆V/V >  ε.  

Рост εa вблизи собственной частоты объясняется 
тем, что фактически обобщенная масса находится по 
разности величин β = (λ/(1 + λ2))V ТЕ на двух частотах 
колебаний (одна из них соответствует λ = 0), т. е. оп-
ределяется разностью близких величин, каждая из ко-
торых измерена с некоторой погрешностью. 

С увеличением числа сил возбуждения N происхо-
дит более резкий рост εa и εh при Ω → Ω*, но с при-
ближением Ω к 1 величины εa и εh могут уменьшаться 
с ростом N (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Погрешности определения обобщенных характери-
стик при различных ошибках вида   в перемещениях 
 
Определение обобщенной массы через разность 

величин β на двух частотах колебаний удобно исполь-
зовать для объяснения результатов расчета εa при раз-
личном демпфировании. Так, сдвиг влево частоты ко-
лебаний, на которой начинается рост εa, с увеличени-
ем декремента является следствием того, что с ростом 
демпфирования резонансный пик становится менее 
острым, а зависимость U (Ω) – более пологой в окре-
стности собственной частоты. Поэтому разность β, 
сопоставимая с точностью этой величины, возникает 
при большем отличии частоты вынужденных колеба-
ний от собственной.  

С изменением способа настройки чувствительно-
сти оборудования с (2) на (3) меняется характер зави-

симостей εa(Ω) и εh(Ω) (см. рис. 2). Кривые εa и εh 
имеют локальный минимум на частоте колебаний, со-
ответствующей равенству действительной и мнимой 
составляющих, т. е. равенству относительных ошибок 
измерения εu и εv этих составляющих.  

Большие величины εa и εh при меньших частотах 
являются следствием роста εv с увеличением различия 
между U и V. Появление локального максимума                
с увеличением частоты колебаний объясняется так же, 
как и рост εa и εh в окрестности Ω* (см. рис. 1),              
влиянием погрешностей в подборе возбуждения. При 
Ω → 1 величина εh падает с уменьшением λ и сниже-
нием влияния погрешностей определения этого пара-
метра (в формуле для h стоит величина (1 + λ2)).           
В то же время εa увеличивается с ростом погрешно-
стей в λ, так как в вычислениях обобщенной массы 
участвует величина λ/(1 + λ2). То, что этот рост εa             
начинается при большей разности частот │p – ω│              
(ср. рис. 1 и 2), является следствием больших погреш-
ностей εu = ∆V/U. 

Отметим, что при использовании монофазного 
возбуждения математические ожидания случайных 
величин обобщенной массы и обобщенного коэффи-
циента демпфирования практически совпадают с со-
ответствующими точными значениями этих обоб-
щенных характеристик. 

 

 
 

Рис. 3. Погрешности определения обобщенных  
характеристик при различных ошибках в перемещениях 

(немонофазное возбуждение) 
 
Аналогичные расчеты (рис. 3) проводились при 

определении обобщенных характеристик с использо-
ванием немонофазного возбуждения, причем введе-
нием мнимой составляющей возбуждения создавался 
режим фиктивного фазового резонанса. 

Основной особенностью использования немоно-
фазного возбуждения является то, что величина пара-
метра монофазных колебаний λ задается заранее.  

Таким образом, заранее задается вектор действи-
тельной составляющей перемещений после подбора 
сил. Поэтому рост U при Ω → Ω*, увеличение числа 
сил возбуждения и изменение способа настройки из-
мерительного оборудования не оказывает существен-
ного влияния на характер кривых εa и εh. 

Определяющее влияние на точность определения 
обобщенных характеристик с использованием немо-
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нофазного возбуждения оказывают погрешности под-
бора сил. Здесь подбираются две составляющие воз-
буждения – действительная E и мнимая F, поэтому 
рост εa начинается при большем удалении частоты 
вынужденных колебаний от собственной, чем при            
использовании только монофазного возбуждения            
(см. рис. 1). Рост погрешности определения обобщен-
ной массы с увеличением числа сил немонофазного 
возбуждения отмечается также в работе [2]. 

Важным результатом исследования влияния по-
грешностей измерения составляющих перемещений 
системы на точность определения обобщенной массы 
введением немонофазного возбуждения является то, 
что обнаружено различие между математическим 
ожиданием Ma случайных величин обобщенной массы 
и точным значением массы a (рис. 4). Кроме того, это 
различие увеличивается с приближением частоты 
фиктивного фазового резонанса к собственной часто-
те и ростом погрешности измерений. 

 

 
 

Рис. 4. Отношение математического ожидания  
к точному значению обобщенной массы 

 
Рассмотрим результаты расчетов относительной 

погрешности определения собственной частоты p по 
переходу через нуль параметра монофазных колеба-
ний λ с использованием линейной аппроксимации за-
висимости λ(ω) в окрестности λ = 0 (рис. 5). Анализ 
результатов показывает, что при δ = 0,1 и числе сил 
возбуждения N = 2 погрешности определения собст-
венной частоты не превышают 1 % при ε ≤ 10 %. По-
лучено также, что погрешности определения собст-
венной частоты растут с увеличением числа сил воз-
буждения и изменением способа настройки оборудо-
вания с (2) на (3). 

В целом по результатам оценки влияния случай-
ных ошибок измерения действительной и мнимой со-
ставляющей перемещений на точность определения 
обобщенных характеристик можно сделать следую-
щие выводы:  

– величина обобщенного коэффициента демпфи-
рования определяется наиболее точно на собственной 
частоте тона и погрешность его определения соизме-
рима с точностью измерения составляющих вынуж-
денных колебаний; 

– чем ближе частоты собственных тонов, тем с 
меньшими погрешностями нужно измерять переме-
щения для сохранения неизменной точности опреде-
ления обобщенной массы; 

– использование немонофазного возбуждения для 
определения обобщенных масс тонов с близкими соб-
ственными частотами может привести к значитель-
ным погрешностям, так как рост εa при Ω → 1 начи-
нается при значительном удалении частоты вынуж-
денных колебаний от собственной частоты тона. При 
этом математическое ожидание случайных величин 
обобщенной массы является смещенной оценкой             
ее точного значения, и это смещение усиливается при 
Ω → 1; 

– при определении обобщенной массы с использо-
ванием монофазного возбуждения большое значение 
имеет способ настройки чувствительности измери-
тельного оборудования. Настройка чувствительности 
по наибольшей из составляющих колебаний приводит 
к недопустимым погрешностям в оценке обобщенной 
массы вблизи собственной частоты тона; 

– наименьшая относительная погрешность расчета 
обобщенной массы при монофазном возбуждении 
примерно в 1,5 раза превосходит погрешности изме-
рения составляющих вынужденных колебаний. По-
ложение диапазона частот, где реализуется такая точ-
ность, по отношению к собственной частоте тона за-
висит от величины ошибок измерений, числа сил воз-
буждения, уровня демпфирования в системе и не мо-
жет быть указано заранее; 

– при выборе числа сил возбуждения необходимо 
учитывать уровень возможных ошибок измерений в 
процессе резонансных испытаний, так как рост по-
грешностей определения обобщенных характеристик 
с увеличением N может существенно превосходить 
повышение точности их расчета за счет лучшего вы-
деления исследуемого тона. Если учесть, что совре-
менное оборудование практически не позволяет про-
изводить регистрацию перемещений (скоростей, ус-
корений) с точностью выше 2…3 %, то нецелесооб-
разно одновременное использование более трех-
четырех силовозбудителей; 

– с целью повышения точности определения 
обобщенной массы и коэффициента демпфирования 
необходимо, чтобы в точке нормировки тона были 
наибольшие перемещения. 

 

 
 

Рис. 5. Погрешности определения собственной частоты 
 

Итак, как отмечено выше, наибольшие погрешно-
сти возникают при определении обобщенных масс. 
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Поэтому необходима разработка мероприятий, на-
правленных на снижение этих погрешностей. К таким 
мероприятиям можно отнести, например, сглажива-
ние экспериментальных зависимостей и расчет обоб-
щенных масс без использования измерений действи-
тельной составляющей перемещений вблизи собст-
венных частот конструкции. 
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ПОСТРОЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ СЦЕНЫ СОВМЕЩЕНИЕМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ КАДРОВ 
 
Представлена концепция построения изображения сцены при помощи совмещения кадров видеопоследова-

тельности или серии фотоснимков. Построение сцены выполняется на основе карты смещений, отображаю-
щей векторы перемещений блоков. 

 
Ключевые слова: реконструкция видеопоследовательности, совмещение изображений, построение сцены, 

карта смещений. 
 
Уровень развития современной вычислительной 

техники позволяет решать задачи большой вычисли-
тельной сложности, к которым относится обработка 
видеопоследовательностей. Построение изображения 
сцены видеопоследовательности относится к классу 
задач, которые необходимы для выполнения реконст-
рукции видеопоследовательности. Реконструкция ви-
деопоследовательностей является актуальным на-
правлением в связи с возрастающей потребностью 
потенциальных заказчиков в таких специалистах, как 
специалисты по работе с видеоархивами, специалисты 
в области производства и реставрации кино, специа-
листы по подготовке телепрограмм к эфиру, а также 
специалисты по анализу визуальных данных, полу-
ченных различными методами, а именно аэрофото-
съемкой, спутниковой фотографией, лазерной лока-
цией и другими системами датчиков. Но в общем 
случае под сценой видеопоследовательности понима-

ется часть кинофильма или последовательность изо-
бражений, снятых с одного ракурса в течение некото-
рого времени. В работе [1] приведен один из алгорит-
мов разделения видеопоследовательности на сцены. 

Картой смещений (disparity map) называется дву-
мерный массив, элементами которого являются дву-
мерные векторы. Каждый вектор задает сдвиг от точ-
ки на первом изображении до соответствующей точки 
на втором изображении. Эта информация использует-
ся для построения изображения сцены на основе не-
скольких соседних кадров. Таким образом, алгоритм 
построения относится к пространственно-временному 
типу. Существуют три основных подхода к определе-
нию параметров глобального движения: подход с ис-
пользованием аппарата особых точек; подход с ис-
пользованием векторов движения блоков; глобальный 
поиск. В данной статье рассматривается подход с ис-
пользованием векторов движения блоков или окрест-




