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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИФРОВЫХ РЕКУРСИВНЫХ ФИЛЬТРОВ

Приведены как необходимые, так и достаточные условия устойчивости цифрового рекурсивного фильтра в
терминах, связанных с понятием амебы алгебраической поверхности. Получено достаточное условие устойчиво-
сти двумерного фильтра при некоторых дополнительных ограничениях на разностный оператор фильтра.

Ключевые слова: цифровой рекурсивный фильтр, амеба алгебраической гиперповерхности, устойчивость
фильтра.

Устойчивость цифрового рекурсивного фильтра и
амеба алгебраической гиперповерхности. Пусть Z  –
множество целых чисел, =n × ×Z Z ZL – n -мерная це-
лочисленная решетка и n

+Z – подмножество этой решет-
ки, состоящее из точек 1= ( , , )nx x xK с неотрицатель-
ными целыми координатами. Обозначим через jδ опе-
ратор сдвига на единицу по j-й переменной:

1( ) = ( 1, , 1, , )j j nf x f x x xδ + +K K . Кроме того, пусть
1

1= .nxxx
nδ δ δL Обозначим ( ) =

A
P c α

α
α∈

δ δ∑ и

( ) =
B

Q a β
β

β∈

δ δ∑ – полиномиальные (т. е. A и B – конеч-ч-

ные подмножества n
+Z ) разностные операторы с посто-

янными коэффициентами. Цифровой рекурсивный
фильтр определим как задачу Коши для разностного опе-
ратора ( )P δ :

( ) ( ) = ( ) ( ), ,nP f x Q g x x Xδ δ ∈ ⊂ Z (1)

0( ) = ( ), ,f x x x X Xϕ ∈ ⊂ (2)
где ( )xϕ и ( )g x – заданные соответственно на множе-е-
стве 0X и множестве X функции – входные данные дис-
кретной динамической системы (1)–(2); ( )f x – искомый
выходной сигнал.

Важным свойством фильтра является его устойчи-
вость. Фильтр называется устойчивым, если он перево-
дит ограниченный входной сигнал ( )g x в ограниченный
выходной сигнал ( )f x .

Многочлен ( ) =P z c zα
α

α
∑ называется характеристи-

ческим для разностного уравнения (1).
Многогранником Ньютона PN характеристическогоо

многочлена ( )P z называется выпуклая оболочка в nR
элементов множества A .

Амебой многочлена ( )P z , или, эквивалентно, ал-
гебраической гиперповерхности = { : ( ) = 0}nV z P z∈C
называется образ V при логарифмическом проектиро-
вании 1 1: ( , , ) (log | |, , log | |).Log n nz z z z→K K Обозна-
чается амеба через PA или VA . Отметим необходимые
нам факты [1], касающиеся амеб.

1. Дополнение амебы \n
PR A состоит из конечногоо

числа связных компонент { }Eν , каждая из которых от-
крыта и выпукла, а каждый ее прообраз 1( )Log E−

ν есть
область сходимости соответствующего ряда Лорана для

рациональной функции ( )1 = .
( ) x

x

x
P z z

ν∑ P

Коэффициенты ( )xνP данного разложения можно

представить в виде интеграла 1( ) = ,
( )(2 )

x

n

z dzz
P z ziν

Γν
π ∫P

где интегрирование ведется по n-мерному циклу

1= Log−
νΓ ξ , а Eνξ ∈ . Функция ( )xνP целочисленных

аргументов 1= ( , , )nx x xK является фундаментальным
решением разностного оператора ( )P δ , т. е.

0 0

0, 0,
( ) ( ) = ( ), где ( ) =

1, = 0.
x

P x x x
xν

≠⎧
δ δ δ ⎨

⎩
P

2. Число компонент { }Eν дополнения амебы не мень-
ше, чем число вершин многогранника PN , так как всякой
его вершине ν соответствует непустая компонента Eν до-
полнения \n

PR A , причем двойственный конус к вершине
ν многогранника PN = { : , = ,maxn

NP
C x x xν

α∈
∈ 〈 ν〉 〈 α〉R

является асимптотическим для этой компоненты, т. е. для
любой точки Eνξ ∈ справедливо включение C Eν νξ + ⊂ ,
и никакой другой содержащий Cν конус этому свойствуу
не удовлетворяет.

Если ν – вершина многогранника Ньютона, то раци-

ональная функция
1
( )P z

разлагается в области 1Log E−
ν

в ряд Лорана вида
( )1 = ,

( )P z z
ν
ν+β

β

β∑ P
где

n Kνβ ∈ ∩Z , а Kν – конус, построенный на векторах
, Aν − α α ∈ .

В данной работе будем рассматривать фильтры со
следующими ограничениями на разностный оператор:
если PN – многогранник Ньютона характеристическогоо

многочлена ( ) =
A

P z c zα
α

α∈
∑ , то существует вершина

Pm N∈ такая, что m ≥ α для всех PNα ∈ (*).
Здесь «векторное» неравенство m ≥ α означает, чтоо

для всех компонент этих векторов справедливы неравен-
ства , = 1, 2, ,j jm j n≥ α K . Целочисленный вектор m
назовем порядком уравнения (1). Соответствующую вер-
шине m многогранника Ньютона PN компоненту до-
полнения \n

PR A амебы назовем главной.
Уравнение (1) будем рассматривать на множестве
= nX +Z , а в качестве множества 0X , на котором задают-т-

ся начальные условия, возьмем 0 = { : }nX x x m+∈ ¬ ≥Z ,
где соотношение x m¬ ≥ означает, что хотя бы для одно-
го 0j имеет место неравенство 0 0

<j jx m .
В таком случае [1] задача (1)–(2) имеет единственное

решение, причем [3] оно имеет вид 0( ) = ( ) ( )rf x f x f x+ ,
где

0
0

( ) = ( ) ( ),m
y A

f x c y x yα
¬≥ α∈

⎛ ⎞
ϕ + α −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ P (3)

( )
0

( ) = ( ) ( ) ( ).r m
y

f x Q g y x y
≥

δ −∑ P (4)

P
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Здесь 0 ( )f x – «общее» решение однородного урав-
нения, а ( )rf x – частное решение неоднородного урав-
нения.

Теорема 1. Пусть цифровой рекурсивный фильтр (1)–
(2) удовлетворяет условию (*) , тогда:

1) если цифровой рекурсивный фильтр устойчив, то
фундаментальное решение mP разностного уравнения
(1), соответствующее главной компоненте mE дополне-
ния амебы, ограничено, а замыкание главной компонен-
ты mE дополнения амебы PA содержит начало коорди-
нат: 0 m mE E∈ ∪ ∂ ;

2) если главная компонента mE дополнения \n
PR A

амебы содержит начало координат, 0 mE∈ , то ряд из аб-
солютных величин значений фундаментального решения

0
| ( ) |nx

x
≥∑ P сходится, а фильтр устойчив.

Доказательство. 1. В качестве входных данных зада-
чи (1)–(2) возьмем 0ϕ ≡ , а ( )g y выберем так, чтобы

0( ) ( ) = ( )Q g y xδ δ . В этом случае решением задачи (1)–
(2) очевидным образом будет фундаментальное реше-
ние ( ) = ( )mf x xP , так как входные данные задачи огра-
ничены, а фильтр устойчив по условию, то и ( )m xP огра-
ничено.

Из ограниченности фундаментального решения
( )m xP следует, что область сходимости 1Log mE− ряда

Лорана
0

( )m
x

x

x
z≥

∑ P
содержит множество

1{ :| |> 1, , | |> 1}n
nz z z∈C K , т. е. главная компонента mE

дополнения амебы содержит множество
> 1= { : > 0, , > 0}n n

nx x x∈R R K .
Из условия m ≥ α для всех Aα ∈ следует, чтоо >

nR
содержится в двойственном конусе mC и, согласно свой-
ству 2 амеб, имеем >

n
mE⊂R , т. е. 0 m mE E∈ ∪ ∂ .

2. Множество 1Log mE− является областью сходимос-

ти ряда
0

( )m
x

x

x
z≥

∑ P
. Условие 0 mE∈ означает, что точкаа

(1,1) является внутренней точкой этого множества, по-
этому числовой ряд

0
| ( ) |m

x
x

≥
∑ P сходится.

Пусть начальные данные ( )xϕ и правая часть уравне-
ния ( )g x ограничены: 00|| || max | ( ) |<x X x∈ϕ = ϕ +∞ ,
|| ||<g +∞ . Оценим соответствующее этим входным дан-
ным решение задачи Коши. Для зависящей от начальных
данных части 0 ( )f x решения имеем

0
0

| ( ) |= ( | || ( ) |) | ( ) |m
y A

f x c y x yα
¬≥ α∈

ϕ + α − ≤∑ ∑ P

0
0

( | |) || || | ( ) |m
A y

c x yα
α∈ ¬≥

ϕ − ≤∑ ∑ P

0
0

( | |) || || | ( ) | .m
A y

c yα
α∈ ¬≥

ϕ∑ ∑ P (5)

Для «частного» решения ( )rf x получим

0 0
| ( ) | | ( ) || ( ) | || || | ( ) | .r m m

y y
f x g y x y g y

≥ ≥

≤ − ≤∑ ∑P P

Таким образом, ограниченность решения
0( ) = ( ) ( )rf x f x f x+ доказана.

Таким образом, условие 0 mE∈ обеспечивает устой-
чивость фильтра, а вот в случае, когда 0 mE∈ ∂ , ситуация
следующая. Для некоторых разностных операторов ( )P δ
и ( )Q δ фильтр устойчив, а для других нет. Для исследова-

ния устойчивости фильтра в случае, когда 0 mE∈ ∂ , удоб-
но преобразовать формулу (4) к виду

( ) = ( ) ( ),r
y

f x g y h x y−∑ (6)

где функция ( )h x удовлетворяет разностному уравнению

0( ) = ( )c h x b xα β
α β

+ α δ + β∑ ∑ и называется импульсным

откликом фильтра [4]. Несложно проверить, что
( ) = ( ) ( )mh x Q xδ P , где ( )m xP – фундаментальное реше-

ние задачи Коши, соответствующее порядку m уравне-
ния. Производящая функция импульсного отклика (z-пре-
образование функции целочисленного аргумента ( )h x )

( )( ) = x I
nx

h xF z
z +

∈

∑
Z

называется передаточной функцией

цифрового рекурсивного фильтра. Важным для прило-
жений является случай, когда передаточная функция яв-

ляется рациональной функцией ( )( ) = ,
( )

Q zF z
P z

где

( ) =
B

Q z b zβ
β

β∈
∑ и ( ) =

A
P z a zα

α
α∈
∑ – многочлены. Если

( )( ) = x I
nx

g xG z
z +

∈

∑
Z

и ( )( ) = x I
nx

f xz
z +

∈

Φ ∑
Z

– преобразование

входного и выходного сигналов соответственно, то из со-
отношений ( ) = ( ) ( )z F z G zΦ следует, чтоо

( ) ( ) = ( ) ( )P z z Q z G zΦ .
Приведем необходимое и достаточное условие устой-

чивости фильтра в терминах, связанных со свойствами
передаточной функции фильтра, в предположении, что
начальные данные задачи фиксированы ( 0)ϕ ≡ .

Предложение 1. Фильтр устойчив тогда и только тог-
да, когда сходится числовой ряд

| ( ) |,
nx

h x
∈

∑
Z

(7)

образованный из модулей импульсного отклика ( )h x
(см., например, [4]).

Доказательство. Достаточность следует из форму-
лы (6). Действительно,

0
| ( ) | | ( ) || ( ) | || || | ( ) | || || | ( ) |r

y y y
f x g y h x y g h x y g h y

≥

≤ − ≤ − ≤∑ ∑ ∑ .

Для доказательства необходимости фиксируем
nx +∈ Z и в качестве входного сигнала ( )xg y возьмем

функцию

( ) , для 0 ,
( ) = | ( ) |

0, для остальных ,
x

h x y y x
g y h x y

y

⎧ −
≤ ≤⎪

−⎨
⎪
⎩

где h означает число, комплексно сопряженное к h .
Тогда соответствующий этому входному сигналу xg

выходной сигнал определится по формуле (6):

0

( )( ) = ( ) = | ( ) |= | ( ) | .
| ( ) |

'
r

'y y y x

h x yf x h x y h x y h y
h x y

≤ ≤

−
− −

−∑ ∑ ∑
Но по условию <rf +∞ , т. е. частичные суммы

ряда | ( ) |
y

h y∑ ограничены, а ряд (7) сходится.

Достаточноеусловие устойчивостидвумерногоциф-
рового рекурсивного фильтра.Вопросустойчивостидву-
мерного цифрового рекурсивного фильтра исследован в
[5]. Для того чтобы сформулировать основной результат

P P

P

P

P
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этой работы, касающийся сходимости ряда (7) из моду-
лей коэффициентов передаточной функции, удобно сде-

лать замену
1 1( , ) ( , )z w
z w

→ и сформулировать задачу

об устойчивости цифрового рекурсивного фильтра как
задачу о сходимости ряда из модулей коэффициентов
Тейлора рациональной функции двух переменных. Обо-
значим передаточную функцию фильтра, полученную
после указанной замены так же, как и до замены, т. е.

( , )( , ) =
( , )

Q z wF z w
P z w

, и отметим, что (0,0) 0P ≠ . Последнее

условие есть следствие ограничения (*) на порядок m
разностного уравнения. Пусть

, 0
( , ) = ( , ) x y

x y
F z w h x y z w

≥
∑ (8)

разложение функции F в ряд Тейлора и mD – область
сходимости этого ряда. Как известно (см., например, [6]),
это полная 2-круговая область, она логарифмически вы-
пукла и =Log m mD E− , где mE – главная компонента до-
полнения амебы характеристического множества разно-
стного уравнения.

Включение 0 mE∈ эквивалентновключению mI D∈ ,гдеде
= (1,1)I . Обозначим 2 2= {( , ) :| |< 1,| |< 1}U z w z w∈C  –

единичный бикруг и 2 2= {( , ) :| |= 1,| |= 1}z w z w∈T C  –
остов этого бикруга. Поскольку mD – полная область, то ус-
ловие (1,1) mD∈ эквивалентноусловию 2

mU D⊂ .Сточки
зрения исследования устойчивости фильтра интерес пред-
ставляет случай, когда множество нулей знаменателя

= {( , ) : ( , ) = 0}V z w P z w не пересекается с бикругом 2U ,
но 2V ∩ ≠ ∅T .Обозначим

2
( )H Uλ –классфункций,удов-

летворяющих на 2U условию Гельдера споказателем λ .
Задачу об устойчивости двумерного фильтра решает

следующая теорема.

Теорема 2 [5]. Если функция ( , )=
( , )

Q z wF
P z w

принадле-

жит классу
1

2
2 ( )H U , то для нее ряд

, 0
= | ( , ) |

x y
F h x y

≥∑
сходится, а при любом 1<

2
λ существует рациональная

функция класса
2

( )H Uλ , для которой этот ряд расходится.
Этот результат представляет больше теоретический

интерес, чем практический, ибо проверять свойство гель-
деровости не так просто.

Приведем один простой признак устойчивости дву-
мерного фильтра. В работе [5] были введены величины,
оказывающие решающее влияние на асимптотику коэф-
фициентов рациональных функций двух переменных:

μ – порядок касания множества V и гиперболы
= 0p qz w t− в точке 0 0( , )z w V∈ :
0 0( , ) 0 0:= ( ) | ;ord p q p q

z w Vz w z wμ − β – порядок нуля сужения
числителя Q на множество V : := | .ord VQβ

Например, для комплексной прямой = 2z w+ поря-
док касания μ с гиперболой = 1zw равен 2, так как

21| = ( 1)Vzw z− − − , а для кривых 2 3 3 = 0w z z− + − и
3 25 3 8 18 18 = 0w z z z+ − + − для этой же гиперболы

= 3μ .
Пусть рациональная функция ( , ) / ( , )Q z w P z w голо-

морфна в бикруге 2 = {| |< 1,| |< 1}U z w , а кривая
= {( , ) : ( , ) = 0}V z w P z w пересекает остов

2 = {| |= 1,| |= 1}T z w в конечном числе точек

1 2
= ( , )j j ja a a . Для каждой точки ja существует направ-

ление 2( , )p q +∈ R , для которого ja – ближайшая особая
точка; порядок касания в точке ja обозначим jμ :

1 2= ( ) | .ord p q p q
aj j j Vj

z w a aμ −

Наряду с числовой характеристикой jμ кривой V нам
потребуется еще одна, определенная в [5], которая выра-
жает порядок касания в ja кривой V с тором 2T  (или
порядок примыкания V к бикругу 2U ). Для ее опреде-
ления мы можем считать (после замены

1 2( , ) ( , ))i iz w ze weϕ ϕ→ , что = (1,1)ja . Рассмотрим неяв-
ную функцию = ( )u vΦ , определяемую уравнением

( , ) = 0ivP u ue со свойством (0) = 1Φ  (т. е. росток кривойой
V в точке (1,1) , записанный в координатах =u z ,

= ln( / ))v w z− . Полагая, что = Revθ , определим иско-о-
мый порядок касания V с 2T как 0= (| ( ) | 1).ordjδ Φ θ −
Скажем, для комплексной прямой = 2z w+ в точке (1,1)
имеем = 2δ , а для кривых 2 3 3 = 0w z z− + − и

2 31 ( 1) ( 1) 3 / 5( 1)w z z z− + − − − + − величина δ равна 3
и 6 соответственно.

Теорема 3. Если комплексная алгебраическая кривая
= { = 0}V P пересекает замкнутый единичный бикруг
2U в конечном числе точек 2

ja T∈ , причем с порядкомом
= 2jδ , то для рациональной функции

( , ) = ( , ) / ( , )F z w Q z w P z w следующие условия эквива-
лентны:

a) порядок нуля числителя Q в каждой точке ja не
меньше трех: 3ord a j

Q ≥  (напомним, что порядок функ-
ции в точке – это наименьший порядок ее производных,
отличных от нуля в этой точке);

б) ряд Тейлора с центром в нуле для F абсолютно
сходится в 2U ;

в) функция F непрерывна в 2U .
Замечание 1. В [5] показано, что всегда 2j jδ ≥ μ ≥ ,

следовательно, в условиях теоремы 3 имеем = = 2j jδ μ
для всех точек ja . Именно благодаря этому условию свой-
ства б и в эквивалентны. До публикации статьи [5] суще-
ствовала гипотеза Ш. А. Даутова [7; 8] о том, что эти свой-
ства эквивалентны в общей ситуации. Однако в [5] было
доказано, что, вообще говоря, из непрерывности F в 2U
ещене следует абсолютная сходимость ряда Тейлорав 2U .
Таким образом, теорема 3 выявляет рамки справедливос-
ти гипотезы Ш. А. Даутова, состоящие в равенствах

= = 2j jδ μ в точках касания ja кривой V и тора 2T .
Доказательство. ) )a b⇒ . Воспользуемся утвержде-

нием предложения 2.1 работы [5], которое гласит, что каж-
дая точка ja вносит свой аддитивный асимптотический
вклад 1 2( , )ja k k в последовательность 1 2( , )h k k коэффи-
циентов Тейлора функции = /F Q P . При этом в усло-
виях = = 2j jδ μ имеет место оценка

1
22

1 2 1 2 1
1 2

( ) 21 2
1 2 1

const ( ) , если ( ) ,| ( , ) |
const , если <| | ,

j

j
C k k

k k k pk qka k k
e k pk qk

β +
−

χ− + −χ

⎧
⎪ ⋅ + ≥ −≤ ⎨
⎪ ⋅ −⎩

где = ordaj j
Pβ ; χ – любоеположительное число; > 0C  –

некоторое фиксированное число; вектор ( , )p q – направ-
ление, для которого ja – ближайшая особая точка. Ины-
ми словами, вне параболы 2

1 2 1= | |k pk qk− последова-
тельность 1 2( , )ja k k экспоненциально убывает, а внутри
убывает степенным образом. Заметим, что для области
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2
1 2 1 2 1= { > 1, > 1, > ( ) }D k k k pk qk− при 3jβ ≥ имеем

1
1 22

1 2 1 2 2
1 2

( )
( )

j

D D

dk dk
k k dk dk

k k

β +
−

+ ≤
+∫∫ ∫∫ .

После замены переменных 1 1 2 1 2= , =k s pk qk s− пос-
ледний интеграл мажорируется с точностью до некото-
рого множителя сходящимся интегралом

1
1 2 1 1

2 2 3/2
2 1 1 11 1 1

1 2

2
>

= = .
s

s s

ds ds ds dsds
s s s

∞ ∞

∫ ∫ ∫ ∫
По интегральному признаку сравнения получаем, что

ряд
2

1 2| ( , ) |ja k k
+

∑
Z

сходится, следовательно, и полный ряд

2
1 2| ( , ) |h k k

+

∑
Z

сходится. Тем самым импликация ) )a b⇒

доказана.
) )b c⇒ . Эта импликация вытекает из теоремы Вей-

ерштрасса о непрерывности суммы равномерно сходя-
щегося степенного ряда и из признака Вейерштрасса о
равномерной сходимости ряда, который мажорируется
сходящимся числовым рядом.

) )c a⇒ . Предположим, что хотя бы один из поряд-
ков 2orda j

Q ≤ . Без ограничения общности можно счи-
тать, что = (1,1)ja . По определению числа δ имеем

2 2| ( ) |= 1 ( ), 0d o dΦ θ + θ + θ ≠ (**).
Более того, поскольку | ( ) |> 1Φ θ при 0θ ≠ , необхо-о-

димо > 0d .
Если 2 2

1 2( ) = 1 ( )b b oΦ θ + θ + θ + θ , 1 0b ≠ , то рассмот-
рим семейство функций

2 2
1 2( ) = 1 ( ) ( ), ,c b b c o cϕ θ + θ + + θ + θ ∈ R для которогоо

согласно (**) 2 2| ( ) |= 1 ( ) ( ).c c d oϕ θ + + θ + θ
Таким образом, при <c d− путь
= ( ( ), ( ) )i

c c c e θγ ϕ θ ϕ θ лежит в бикруге 2U и касается V
с порядком 2 (у cϕ и Φ одинаковые линейные части

11 b+ θ и различные квадратичные части). Таким обра-
зом, |

c
P γ имеет порядок 2:
2| = ( ) , где ( ) const.

c
Q k c k cγ θ + ≠L

И если бы (1,1)ord Q был меньше 3, то сужение |
c

Q γ

имело бы вид 1 ( )l lk oθ + θ , 2l ≤ , причем 1k не зависит от
c . Поэтому при 2l ≤ функция = /F Q P неограничена
на пути 2

c Uγ ∈ , а при = 2l пределы этой функции на
cγ различны при разных c . Противоречие с непрерыв-

ностью F .

Важнейшей характеристикой цифрового рекурсивно-
го фильтра является импульсный отклик, характеризую-
щий его устойчивость. В двумерном случае проблема
устойчивости решена в работе А. К. Циха [5], где полу-
ченный результат сводит вопрос об определении устой-
чивости цифрового рекурсивного фильтра к свойству
гёльдеровости передаточной функции фильтра, прове-
рять которое не всегда просто. В данной работе получено
два результата об устойчивости многомерных цифровых
фильтров: приведено необходимое и (отдельно) достаточ-
ное условие устойчивости фильтра в терминах амеб ал-
гебраических гиперповерхностей, а также дано простое
достаточное условие устойчивости двумерного рекур-
сивного фильтра. Для формулировки этого условия ис-
пользуются числовые характеристики, отражающие гео-
метрию пересечения характеристической кривой с еди-
ничным бикругом.
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D. E. Leynartas

ON STABILITY OF DIGITAL RECURSIVE FILTERS

In this paper the author gives both necessary and sufficient stability conditions of digital recursive filter in the terms
connected with concept of amoeba of algebraic hypersurface. Sufficient condition of stability of the two-dimensional
filter is received at some additional restrictions on the differential operator of the filter.

Keywords: digital recursive filter, amoeba of algebraic hypersurface, stability of filter.
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