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РАСЧЕТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ В ПОЛОСТИ ДИСКОВОГО НАСОСА* 
 
Рассматривается подход к построению математической модели дискового насоса трения путем разло-

жения его гидравлического тракта на отдельные структурно-функциональные участки. На основе выраже-
ний для напряжений трения, полученных из уравнений импульсов турбулентного пространственно-
пограничного слоя, приведены решения уравнений движения вязкой несжимаемой жидкости в каждом из уча-
стков. 
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Дисковые насосы представляют собой простейшие 

турбомашины, в которых рабочему телу сообщается 
энергия за счет работы кориолисовых сил в форме сил 
терния. Основным элементом дискового насоса явля-
ется расположенное в корпусе колесо, состоящее из 
нескольких дисков, скрепленных между собой. Дис-
ковые насосы имеют ряд преимуществ по сравнению 
с лопастными машинами, а в некоторых областях они 
являются единственными работоспособными [1]. 
Учитывая, что дисковые насосы обладают исключи-
тельными антикавитационными свойствами, что по-
зволяет более эффективно перекачивать двух- и трех-
фазные среды, имеют низкий уровень шума, они по-
лучили широкое применение в нефте- и горнодобы-
вающей, химической, пищевой промышленностях, 
медицине. Кроме того, дисковые насосы эффективно 
работают в области малых коэффициентов быстро-
ходности (при малых объемных расходах и высоких 
напорах), что в сочетании с антикавитационными ка-
чествами определяет их применение в энергосистемах 
малой мощности (< 100 кВт), использующих фазовый 
переход рабочего тела: паротурбинные генераторы на 
низкокипящем рабочем теле, системы терморегули-
рования различного назначения и т. п. 

Для моделирования течения в рабочей полости 
дискового насоса целесообразно выделить структур-
но-функциональные участки гидравлического тракта, 
на которых реализованы различные типы течения. 

Причем течение на каждом участке условно делится 
на течение в ядре и пространственном пограничном 
слое (ППС) [2]. Решение задачи о течении в ППС сво-
дится к определению напряжений трения на непрони-
цаемых границах. Результатом решения задачи о те-
чении в ядре потока являются поля угловой скорости 
вращения ядра потока и статического давления.          
Согласно принципиальной схеме дискового насоса 
(рис. 1), нами были рассмотрены два следующих 
участка: с течением между вращающимся диском            
и неподвижной стенкой (рис. 1, полость В) и с тече-
нием межу двумя вращающимися дисками (рис. 1, 
полость А). Рассмотрим каждый из этих участков по 
отдельности.  

Рассмотрим элементарный объем жидкости в зазо-
ре между двумя вращающимися дисками (рис. 2). На 
рисунке д1 д2

0 0,α ατ τ  – окружные напряжения трения на 

первом и втором диске соответственно; д1 д2
0 0,R Rα ατ τ  – 

радиальные напряжения трения от окружной состав-
ляющей скорости на первом и втором диске соответ-
ственно; д1 д2

0 0,Rр Rрτ τ  – радиальные напряжения трения 
от расходной составляющей скорости на первом            
и втором диске соответственно. Элементарный объем 
представляет собой кольцо на текущем радиусе высо-
той 0dR →  и толщиной 1z  – нормальный зазор по-
лости. 

 

 
Рис. 1. Принципиальная схема дискового насоса:  

1 – рабочее колесо; 2 – приводной вал; 3 – корпус; 4 – радиальное отводящее устройство; А – рабочая полость  
между двумя вращающимися дисками; В – полость между вращающимся диском и неподвижной стенкой 

 
 
*Работа выполнена при финансовой поддержке Федеральной целевой программы «Научные и научно-педагогические 

кадры инновационной России на 2009–2013 годы» (ГК № П657 от 15.09.09 г.). 
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Рис. 2. Расчетная схема для полости между двумя вращающимися дисками 

 
 
Бесконечно малый элементарный объем делится 

на три участка: течение в ППС около двух вращаю-
щихся дисков и течение ядра потока. Течение на пер-
вом диске происходит в толщине пограничного слоя 
д1δ , где окружная скорость жидкости изменяется от 

д1U  – скорость вращения первого диска, до яU  – ско-
рость вращения ядра потока. Течение на втором диске 
происходит в толщине пограничного слоя д2δ , где 

окружная скорость жидкости изменяется от яU  до 

д2U  – скорость вращения второго диска. 
Интегрированием системы уравнений импульсов 

турбулентного ППС в работе [3] получены состав-
ляющие напряжений трения на дисках в окружном             
и радиальном направлениях от окружной составляю-
щей скорости: 

– окружные напряжения трения на диске: 
 

( )
( )

2д
0 д я

0,25**
д я д2

0,01256

,

i
i

i iR
R

α

−

α

τ = ρ ω −ω ×

⎛ ⎞ω −ω δ
⎜ ⎟×
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

                   (1) 

 

где дiω , **
дiαδ , 1, 2i =  – угловые скорости вращения и 

толщины вытеснения пограничного слоя для первого 
и второго дисков соответственно; яω  – угловая ско-
рость вращения ядра потока. 

Поскольку радиальная составляющая напряжения 
трения формируется как окружным, так и расходным 
(радиальным) течением, выражение для радиального 
напряжения на диске имеет вид: 

 

д д д
0 0 0

i i i
R Rр Rατ = τ + τ ,                          (2) 

 

где д
0

i
Rτ , 1, 2i =  – радиальная составляющая напряже-

ния трения на первом и втором диске соответственно; 

– радиальные напряжения трения от окружной со-
ставляющей скорости на диске: 

 

д д
0 д 0

i i
R iα ατ = ε τ ,                               (3) 

где дiε , 1, 2i =  – тангенс угла скоса донной линии 
тока на первом и втором дисках соответственно; 

– радиальные напряжения трения от расходной со-
ставляющей скорости (определяются классическими 
выражениями [4]) на диске: 

 

0,25**
дд 2

0 0,01256 R ii
Rр R

V
V

−

α⎛ ⎞δ
⎜ ⎟τ = ρ
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

.               (4) 

 

Полученные напряжения трения позволяют интег-
рировать уравнения движения вязкой несжимаемой 
жидкости в цилиндрических координатах [5] в гра-
ничных условиях полости между двумя вращающи-
мися дисками: 

 

2
я я 1 1R R R R

R z
V U V V U pV V
R R z R R z

∂ ∂ ∂ ∂τ∂
+ + − = − +

∂ ∂α ∂ ρ ∂ ρ ∂
; 

я я я я я 1 1R
R z

U U U U V U pV V
R R z R R z

α∂τ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − +

∂ ∂α ∂ ρ ∂α ρ ∂
; 

я 1 1z z z z
R z

V U V V pV V
R R z z z

∂ ∂ ∂ ∂τ∂
+ + = − +

∂ ∂α ∂ ρ ∂ ρ ∂
;       (5) 

я1 0R z RV U V V
R R z R

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂α ∂
, 

 

где яU , RV , zV , ατ , Rτ , zτ  – проекции скорости и 
напряжения трения на оси цилиндрической системы 
координат α , R , z  соответственно. 

Преобразуем систему (5) с учетом следующих до-
пущений: 

– течение в осевой щели осесимметрично, члены      

с ∂
∂α

 равны нулю; 
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– в осевом направлении (в направлении z) течение 

отсутствует, следовательно 0zV
z

∂
=

∂
, 0p

z
∂

=
∂

, 0zV = ; 

третье уравнение системы (5) обнуляется; 
– свойства жидкости постоянны; 
– жидкость течет по гидравлически гладким по-

верхностям; 
– течение происходит при турбулентном режиме. 
Получаем следующие выражения: 

 

2
я 1 1 ;R R

R
dV U dpV
dR R dR z

∂τ
− = − +

ρ ρ ∂
 

я я 1 ;R
R

dU V U
V

dR R z
α∂τ

+ =
ρ ∂

                       (6) 

0.R RdV V
dR R

+ =  
 

Третье уравнение системы (6) – уравнение нераз-
рывности – интегрируется как уравнение с разделяю-
щимися переменными: 

R

R

dV dR
V R

= −∫ ∫ . 

 

В результате получаем: 
 

0 0constR R RV R V R C= = = ,                   (7) 
 

где RV  – радиальная составляющая скорости в ядре 
потока; RC  – определяется граничными условиями на 
входе. 

Сделанные допущения формулируют задачу в сле-
дующей постановке: поток разделяется на невязкое 
ядро, в котором члены не зависят от координаты z            
и тонкий пограничный слой, в котором 

0 0 0.dz
z

δτ
δτ

∂τ
τ = = τ = τ − τ = −τ

∂∫  Проинтегрируем пер-

вые два уравнения системы (6) по z в пределах от 0       
до z1 (причем в первом приближении не учитываем 
толщину вытеснения пограничных слоев). Подставив 
в полученную систему выражение (7), получаем: 

 

0я я
1 2

R RC dU C U
z

R dR R
ατ⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠

; 

2 2
0я 1

1 3
RRC U z dpz

R dRR

⎛ ⎞ τ
− + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ ρ⎝ ⎠

.                  (8) 

 

Перепишем систему (8) с учетом касательных           
напряжений трения, при этом учтем яU R= ω , где            

яω  – угловая скорость вращения ядра потока: 
 

( ) ( )я д1 д2я
1 0 0

1R Rd RC C
z

R dR R α α
ω⎛ ⎞ω

+ = − −τ − τ⎜ ⎟
ρ⎝ ⎠

; 

( ) ( ) ( ) ( )( )

2
2 1
я 13

д1 д2 д1 д2
0 0 0 0

1 .

R

R R R p R p

C z dpR z
dRR

α α

⎛ ⎞
− +ω = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠

+ τ + τ − τ − τ
ρ

           (9) 

Заменим постоянный параметр RC  на более упот-
ребительный параметр ,V   учитывая (7): 

0 0R RV R C= ; 
0

0 12R
VV
R z

=
π

. 

Тогда 

12R
VC

z
=

π
.                                 (10) 

Выразим производную по яω  из первого уравне-
ния системы (9) с учетом (10). Согласно расчетной 
схеме при течении от центра к периферии получим: 

 

( )д1 д2я я
0 0

22d
dR RV α α
ω ωπ

= τ + τ −
ρ

.                (11) 

 
Аналогично изложенному выше, выразим из вто-

рого уравнения системы (9) производную по p: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )

2
2
я 2 2 3

0

д1 д2 д1 д2
0 0 0 0

0

4
1 .R R R р R р

dp VR
dR n R

n α α

ρ
= ρω + +

π

+ τ + τ − τ − τ

          (12) 

 

Полученные выражения позволяют провести чис-
ленное интегрирование и получить поле угловой ско-
рости в ядре потока и поле статического давления, 
которые в достаточной мере позволяют оценить ха-
рактер движения рабочего тела в полости между дву-
мя вращающимися дисками. 

Приращение по радиусу выбираем в зависимости 
от количества шагов расчетного алгоритма (требуе-
мой точности): 

RR
N

Δ = , 
 

где R – радиус диска; N – число шагов алгоритма. 
Тогда радиус на i-м шаге: 1i iR R R−= + Δ , 1...i N= . 
Далее для определения напряжений трения необ-

ходимо вычислить толщины потери импульса на дис-
ках. 

Толщина потери импульса на первом диске: 
 
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
д1 я 1

д1 д1 2 22
д1 я 1

2

2 22
д1 я 1

ω

,

ii
ui i

i R ii

R i
р i

i R ii

R

R C R

C R

R C R

−∗∗ ∗∗

−

∗∗

−

ω − ω
δ = δ +

ω − +

+ δ
ω − ω +

  (13) 

где  

( )
0,2

0,8
00,036 R

р ii i

C
R R

R

−
∗∗ ⎛ ⎞
δ = −⎜ ⎟ν⎝ ⎠

;     (14) 

 

( ) ( )
0,2

д1 я 1 0,6
д1

i
u ii

k R

−

−∗∗
⎛ ⎞ω − ω
⎜ ⎟δ =
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

, k = 0,362 при 

д1 я 1( )i−ω < ω , k = 0,3018 при д1 я 1( )i−ω > ω . 
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Толщина потери импульса на втором диске: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
д2 я 1

д2 д2 2 22
д2 я 1

2

2 22
д2 я 1

,

ii
ui i

i R ii

R i
р i

i R ii

R

R C R

C R

R C R

−∗∗ ∗∗

−

∗∗

−

ω − ω
δ = δ +

ω − ω +

+ δ
ω − ω +

   (15) 

( ) ( )
0,2

д2 я 1 0,6
д2

i
u ii

k R

−

−∗∗
⎛ ⎞ω − ω
⎜ ⎟δ =
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

, k = 0,362 при 

д2 я 1( )i−ω < ω , k = 0,3018 при д2 я 1( )i−ω > ω . 
Окружные напряжения трения и суммарные ради-

альные напряжения трения на дисках определяем по 
выражениям (1)–(4). 

Новые значения на шаге интегрирования для угло-
вой скорости ядра потока и статического давления в 
узлах Ri получим из выражений (11) и (12) соответст-
венно при помощи модифицированного метода Эйле-
ра с пересчетом. 

Следующий структурно-функциональный участок, 
который необходимо рассмотреть – торцевой зазор 
между вращающимся диском и неподвижной стенкой 
(рис. 1, полость B). Фактически, характер течения        
в этой полости определяет утечки из основного гид-
равлического тракта дискового насоса терния. Рас-
смотрим элементарный объем жидкости в торцевом 
зазоре между неподвижной стенкой и вращающимся 
диском (рис. 3). На рисунке ст д

0α 0, ατ τ  – окружные на-
пряжения трения на стенке и на диске соответствен-
но; ст д

0 0,R Rα ατ τ  – радиальные напряжения трения от 
окружной составляющей скорости на стенке и на дис-
ке соответственно; ст д

0 0,Rр Rрτ τ  – радиальные напряже-
ния трения от расходной составляющей скорости на 
стенке и на диске соответственно. Элементарный объ-
ем представляет собой кольцо на текущем радиусе 
высотой 0dR →  и толщиной 1z  – нормальный зазор 
полости. Бесконечно малый элементарный объем де-
лится на три участка: течение в ППС около непод-
вижной стенки, течение в ППС у вращающегося дис-
ка и течение в ядре потока. Течение на неподвижной 
стенке происходит в толщине пограничного слоя стδ , 
где окружная скорость жидкости изменяется от 0 до 

яU . Течение на вращающемся диске происходит                
в толщине пограничного слоя дδ , где окружная ско-
рость жидкости изменяется от яU  до дU  – скорость 
вращения диска. 

Для решения системы уравнений движения вязкой 
несжимаемой жидкости необходимо определить на-
пряжения от расходного и вращательного течения 
жидкости [6].  

Для полости между вращающимся диском и не- 
подвижной стенкой проведем аналогичную процеду- 
ру, как и для полости между двумя вращающимися 
дисками. Путем интегрирования системы уравнений 
импульсов турбулентного (ППС), определяем 

окружные и радиальные напряжения трения от 
окружной и расходной составляющих скорости на 
диске и на стенке: 

– окружные напряжения трения на стенке [6]: 
0,25**

я стст 2 2
0 я0,01256

R
R

−
α

α

⎛ ⎞ω δ
⎜ ⎟τ = ρω
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

;          (16) 

– окружные напряжения трения на диске [3]: 

( )
( )

2д
0 д я

0,25**
д я д2

0,01256

.
R

R

α

−

α

τ = ρ ω −ω ×

⎛ ⎞ω −ω δ
⎜ ⎟×
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

                (17) 

 

Поскольку радиальная составляющая напряжения 
трения формируется как окружным, так и расходным 
(радиальным) течением, то выражение для радиально-
го напряжения на стенке имеет вид:  

 

ст ст ст
0 0 0R Rр Rατ = τ + τ ;                        (18) 

 

– радиальное напряжение трения на диске: 
 

д д д
0 0 0R Rр Rατ = τ + τ ;                       (19) 

– радиальные напряжения трения от окружной со-
ставляющей скорости на стенке:  

 

ст ст
0 ст 0Rα ατ = ε τ ;                           (20) 

 

– радиальные напряжения трения от окружной со-
ставляющей скорости на диске:  

 

д д
0 д 0Rα ατ = ε τ ;                             (21) 

– радиальные напряжения трения от расходной со-
ставляющей скорости (определяются классическими 
соотношениями [4]) на стенке: 

 

0,25**
α стст 2

0 0,01256 R
Rр R

V
V

−
⎛ ⎞δ
⎜ ⎟τ = ρ
⎜ ⎟ν⎝ ⎠

;            (22) 

– радиальные напряжения трения от расходной со-
ставляющей скорости на диске: 
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Полученные напряжения трения позволяют интег-
рировать уравнения движения вязкой несжимаемой 
жидкости в заданных граничных условиях. При по-
мощи этой системы дифференциальных уравнений, 
состоящей из уравнения движения вязкой несжимае-
мой жидкости в проекциях на цилиндрические оси 
координат и уравнения неразрывности, можно решить 
задачу о течении в ядре потока. Для этого введем до-
пущения, аналогичные принятым при решении систе-
мы (5): 

2
я 1 1 ;R R

R
dV U dpV
dR R dR z

∂τ
− = − +

ρ ρ ∂
 

я я 1 ;R
R

dU V U
V

dR R z
α∂τ

+ =
ρ ∂

                   (24) 

0.R RdV V
dR R

+ =   



Технологические процессы и материалы 
 

 200

 
Рис. 3. Расчетная схема для полости между неподвижной стенкой и вращающимся диском 

 
 
Проинтегрировав уравнения движения методами, 

аналогичными использованным при решении задачи 
течения между двумя вращающимися дисками, рас-
смотренными выше, и проведя соответствующие пре-
образования, получим (согласно расчетной схеме при 
течении от периферии к центру) дифференциальные 
уравнения для угловой скорости в ядре потока: 

 

( )д стя я
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22d
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ω ωπ
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Статического давления: 
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         (26) 

 

Полученные выражения позволяют вести числен-
ное интегрирование и получить поле угловой скоро-
сти в ядре потока и поле статического давления, не-
обходимые для оценки характера движения рабочего 
тела в полости между неподвижной стенкой и вра-
щающимся диском. 

Далее для определения напряжений трения необ-
ходимо вычислить толщины потери импульса на дис-
ке и неподвижной стенке. Толщина потери импульса 
на диске определяется аналогично выражению (13). 
Определим толщину потери импульса на стенке: 
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где ( ) ( ) 0,2
я 0,61

ист 0,3018 i
ii

R
−

∗∗ −ω⎛ ⎞
δ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ν⎝ ⎠

.  

Компонента толщины потери импульса от расход-
ной составляющей течения определяется по выраже-
нию (14). 

Новые значения на шаге интегрирования для угло-
вой скорости ядра потока и статического давления             
в узлах Ri получим из выражений (25) и (26) соответ-
ственно при помощи модифицированного метода Эй-
лера с пересчетом. 

Таким образом, на основе выражений для напря-
жений трения выполнено интегрирование уравнений 
движения вязкой несжимаемой жидкости в граничных 
условиях торцевой щели и полости между двумя вра-
щающимися дисками, которые являются основными 
участками гидравлического тракта дискового насоса 
трения, что позволяет при необходимой эксперимен-
тальной верификации разработать расчетную матема-
тическую модель дискового насоса. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ПОЛУЧЕНИЯ НАНОРАЗМЕРНЫХ МОНОДИСПЕРСНЫХ 
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Исследуются условия синтеза водных дисперсий сферических частиц полиметилметакрилата с узким рас-

пределением по размерам. Морфология частиц анализируется методом растровой электронной микроскопии. 
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дисперсность, инициатор полимеризации, растровая электронная микроскопия. 
 
Анализ научных публикаций показывает все воз-

растающий интерес к созданию технологий, основан-
ных на способности монодисперсных сферических 
частиц к самосборке с формированием новых мате-
риалов с иерархической структурой, в частности, ис-
кусственных опалоподобных структур [1; 2]. Теоре-
тические и экспериментальные работы позволяют 
утверждать, что трехмерные периодические опалопо-
добные структуры, проявляющие свойства фотонных 
кристаллов, составят основу микрофотоники и опто-
электроники. Соответственно технологии получения 
монодисперсных сферических частиц, а также запол-
нения межсферических пустот различными материа-
лами будут одним из важнейших направлений в нано-
технологии [3]. Перспективным достижением в этой 
области является получение молекулярных кристал-
лов на основе полимерных монодисперсных сфер, 
синтезированных путем полимеризации стиролов, 
акрилатов и метакрилатов и др. 

Целью данной работы было исследование методом 
растровой электронной микроскопии зависимости 
размеров и монодисперсности органических частиц 
полиметилметакрилата (ПММА) от условий их полу-
чения путем полимеризации метилметакрилата 
(ММА), эмульгированного в водной среде в присут-
ствии инициатора (2,2’-азобис-2-метилпропиона-
мидин). 

Необходимое условие формирования макромоле-
кул с узким молекулярно-массовым распределением  

(в том числе и блок-сополимеров) – это короткая фаза 
интенсивного множественного зародышеобразования, 
сменяющаяся медленным контролируемым ростом 
частиц с сохранением их числа [4].  

Процесс цепной радикальной полимеризации ме-
тилметакрилата можно условно разделить на три эта-
па: активация инициатора, реакция мономера с ради-
калом инициатора и рост молекулы, обрыв цепи            
полимера [5]. При нагревании инициатор разлагается 
с образованием активных радикалов, являющихся 
инициаторами реакции полимеризации ММА: 
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Радикал присоединяется к молекуле ММА и акти-

вирует ее, образуя начальное звено цепи полимера: 
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