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граммным комплексом для любого версионного со-
става. 

4. Предложен и программно реализован алгоритм 
мультиверсионного формирования программно-
информационных технологий с гарантированной дос-
тупностью ресурсов. 
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ЛОКАЛЬНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ И АВТОМОРФИЗМЫ НИЛЬПОТЕНТНЫХ  
АЛГЕБР МАТРИЦ МАЛЫХ ПОРЯДКОВ* 

 
Изучаются локальные дифференцирования и локальные автоморфизмы алгебры R нижних нильтреугольных 

(n × n)-матриц над ассоциативно-коммутативным кольцом с единицей и ассоциированной с R алгебры Ли.  
Их описания завершаются при n = 3, а когда K – поле, также при n = 4. 

 
Ключевые слова: алгебра нильтреугольных матриц, локальное дифференцирование, локальный автомор-

физм. 
 
Локальным дифференцированием алгебры A над 

ассоциативно-коммутативным кольцом K с единицей 
называют эндоморфизм K-модуля A, действующий  
на каждый элемент α из A как дифференцирование 
алгебры, вообще говоря зависящее от выбора α. Три-
виальное локальное дифференцирование дает всякое 
ее дифференцирование δ алгебры, т. е. эндоморфизм 
K-модуля A с условием       

( )A   Аналогично определяют локальные авто-

морфизмы [1; 2]. 
В 2000 г. R. Crist [3] указал пример нетривиально-

го локального автоморфизма подалгебры 

12 21 13C( ) C Ce e e e    в (3 C)M  , где ije  обозначают, 
как обычно, матричные единицы соответствующего 
порядка, e  – единичная матрица.  Автоморфизмы  

и антиавтоморфизмы полной алгебры ( C)M n  ком-

плексных (n × n)-матриц исчерпывают ее локальные 
автоморфизмы [2]. Локальные автоморфизмы произ-
вольной алгебры A  образуют группу по умножению 
[4], обозначаемую через Laut A . 

Локальные дифференцирования алгебры A  

образуют подалгебру Locder A  алгебры End( )A   

всех K-линейных эндоморфизмов аддитивной груп-

пы .A   
Как показали A. Nowicki и I. Nowosad [5], локаль-

ные дифференцирования кольца ( )M n K  всех (n × n)-

матриц над коммутативным кольцом K с единицей, а 
также некоторых ее подколец исчерпываются ее диф-
ференцированиями. 

 
*Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 12-01-00968) и 

Министерства образования и науки (тема 1.34.11).  
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Пусть R есть алгебра ( )NT n K  нижних нильтре-
угольных (n × n)-матриц (с нулями на главной диаго-
нали и над ней) над K. Дифференцирования и авто-
морфизмы алгебры R и ассоциированной с нею алгеб-
ры Ли ( )R  известны [6–8]. Мы исследуем локаль-

ные дифференцирования и автоморфизмы алгебр R  и 
( )R . Описание Locder R  известно при n = 3 [4] и с 

ограничениями на K  при n = 4 [9; 10]. 
Исследуются локальные дифференцирования ал-

гебры R произвольной размерности. Доказывается 
теорема об описании всех локальных лиевых диффе-
ренцирований алгебры R над ассоциативно-
коммутативным кольцом K с единицей при n = 3, а 
также в случае, когда n = 4 и K – поле. См. также [11]. 

Предварительные замечания и основные тео-
ремы при 4.≤n  Напомним, что если A – ассоциа-
тивная алгебра и ( )A     – ассоции-

рованное лиево умножение, то ( ) ( )A A    есть 

алгебра Ли, называемая ассоциированной с A. Ее (ло-
кальное) дифференцирование называют также (ло-
кальным) лиевым дифференцированием алгебры A. 

Отметим, что дифференцирования (и автоморфиз-
мы) характеризуются действием на порождающих 
элементах алгебры. С другой стороны, очевидна лем-
ма 1. 

Лемма 1. Всякое локальное дифференцирование 
произвольной K-алгебры A характеризуются действи-
ем на элементах, порождающих A как K-модуль. Та-
ким образом, локальное дифференцирование нетри-
виально, если оно ненулевое, но является нулевым на 
каком-либо множестве, порождающем эту алгебру. 

Очевидно, что к локальным лиевым дифференци-
рованиям относятся все локальные дифференцирова-
ния алгебры A. 

Всюду далее K есть ассоциативно-коммутативное 
кольцо с единицей, 3n   и ( )R NT n K  . Очевидно, 

алгебру R порождают матричные единицы 

1 1i ie i n      а все матричные единицы 

1ije j i n     порождают R как K-модуль. 

Следующие две теоремы дают описания локаль-
ных лиевых дифференцирований и автоморфизмов 
алгебры R при n = 3 и в случае, когда K – поле и n = 4. 

Когда n = 4, выделим при k K  и (2 )ijc M K     

эндоморфизмы K-модуля R вида 
 

31 11 42 21 31 42 22 31 12 42

41 11 22 12 21 41

( ) ( )

( )

a c a c e a c a c e

a c c c c e

      

  
      (1) 

 

31 11 42 21 31 42 22 31 12 42( ) ( )a c a c e a c a c e               (2) 
 

43 42 ( )k ijka e a R                             (3) 
 

Обозначим через   отображение (1) при 

(2 )GL K    и 11 12 21 222 2 0c c c c  , через   – ото-

бражение (2) при 12 212 2 0c c  . 

Теорема 1. Если n = 3, то 
Locder ( ) Locder Der ( )R R R    . Когда n = 4 и K – 

поле, всякое локальное лиево дифференцирование 
алгебры R над K есть сумма локального дифференци-
рования алгебры R, ее лиева дифференцирования и 

локальных лиевых дифференцирований вида   и k . 

Теорема 2. Если n = 3, то 
Laut ( ) Laut Aut ( )R R R      Когда n = 4 и K – поле, 
всякий локальный лиев автоморфизм алгебры R над K 
есть произведение локального автоморфизма алгебры 
R, ее лиева автоморфизма и локальных лиевых авто-

морфизмов вида   и 1 k . 

Теоремы 1 и 2 доказываются далее. 
Нам потребуется описание из [7] группы Der R , а 

также ее основных подгрупп. Для треугольной (n × n)-
матрицы   над K отображение ( )R     дает 
треугольное (или диагональное, когда матрица   диа-
гональна) дифференцирование; при R   его назы-

вают внутренним. Заметим, что степени 
1 2 3 0nR R R R R       образуют центральный ряд 

алгебры R, причем 1
1

n
nR Ke   совпадает как с анну-

лятором, так и с центром Z алгебры R. В [7] доказана 
лемма 2. 

Лемма 2. Аддитивная группа Der R  дифференци-

рований алгебры R есть сумма подгрупп треугольных 
и центральных дифференцирований. 

Известно, что центральные дифференцирования 
алгебры R (т. е. нулевые по модулю центра) порож-
даются всевозможными дифференцированиями: 

 

1 1( ) 1i c i i n kmca e a R i n c K               
 

Для описания в [7] существенны следующие идеа-
лы алгебры R и лемма о них. 

Лемма 3. В алгебре R при 1 j i n    идеалы 
 

1 ( ) ( ) ,ij uv

ij ij ij

Q Ke v j i u n u v i j

N Q Ke

          

 
 

 

являются (Der )R -инвариантными. Относительно 

Der ( )R  инвариантны идеалы 
2 1

21 3 1 21

( 2 1)

n
n nn n

ij

R R R N N N N

N j i i j n


        

      
 

Редукционные теоремы. Здесь ( ),R NT n K   

4n  . При любом t K  далее полагаем 
 

31 31 42 42 2 2

( )

t nn nn

ij

ta e ta e ta e

a R

        

   
         (4) 

 

Теорема 3. Всякий локальный автоморфизм алгеб-
ры R с точностью до умножения на автоморфизм то-
ждественен на элементах 1 1iie i n    , а на элементы 

2 2iie i n     действует по модулю 3R  как 1 ,t  где 

1 t K    фиксировано. 
 

Теорема 4. Всякое локальное дифференцирование 
  алгебры R с точностью до прибавления дифферен-

цирования является нулевым на элементах 1iie    
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1 i n  , а на элементах 2 2iie i n     по модулю 3R  

совпадает с отображением t  для фиксированного 

t K . 
Теорему 3 совместно доказали автор и В. М. Левчук. 

Ее доказательство удается перенести и на теорему 4. 
Прежде всего замечаем, что из леммы 3 сразу же 

вытекает лемма 4. 
Лемма 6. Для произвольного локального диффе-

ренцирования   алгебры R существуют элементы 

ijc K  такие, что 

( ) mod (1 )ij ij ij ije c e Q j i n                    (5) 
 

Из леммы 2 легко вытекают также (полагаем 
0kjN  , если k n  или 1j  ) леммы 5, 6. 

 

Лемма 5. Пусть ( )R NT n K   и Der R . Если 

1 j i n    и ( ) 0ije   по модулю 1 1i jN   , то вы-

полняется равенство ( ) 0ije   при 1i j  , а по мо-

дулю центра Z также при 1i j  . 
 

Лемма 6. Произвольное локальное дифференци-
рование   алгебры R с точностью до прибавления ее 
дифференцирования удовлетворяет условию 

 

1( ) 0 2 3 ...,iie i n                           (6) 
 

Доказательство. В силу леммы 4, с точностью до 
прибавления к   диагонального дифференцирования, 

имеем 

1 1( ) 0 mod 2ii iie Q i n         
 

Внутреннее дифференцирование     с мат-

рицей вида 2
221

( )
n

i i ii
x e x K




    дает 21( ) 0e    

Далее, применяя для каждого 3 1i n     внутрен-

нее дифференцирование с матрицей вида 

11 1

n
i s sis i

xe y e  
 , приходим к равенствам 

 

1 2 2 3 3 2 2 1 2( ) modii i i i i ii ii i ie k e k e k e N               (7) 
 

При i = n внутреннее дифференцирование с мат-
рицей вида 11nxe   (и соглашение 1 2 0n nN    ) также 
дает (7). Из (7) следует равенство (6) по модулю идеа-
ла 1 2i iN    на элементы 1iie   для i = 2, 3. Далее прово-

дим индукцию. При i = 4 находим 
 

43 42 42 52

21 43 21 43 42 42 52

( ) mod

( ) ( ) ( ) mod

e k e N

e e e e k e N

  

       
 

 

Если дифференцирование Der R  действует 
как   на элемент 21 43e e   , то для подходящей 

матрицы uv R     по модулю 52N  получаем ра-
венство 

21 43

32 42 31 31 42 41 54 53 4 3

( )

( ) ( ) ... n n

e e

e e e e e

      

            
 

 

откуда 32 420 k   . Равенство 2 0iik    для остав-

шихся i получаем аналогично. 

Фиксируя i n , докажем равенства 0ijk   коэф-

фициентов в (7) в предположении, что равенства 
0stk   при всех s < i доказаны. Допустим также, что 

 

1 2 2... 0im im iik k k       
 

для некоторого 1 1m i   . Выбирая дифференциро-
вание Der R , действующее на элемент 

1 1mm iie e   как ,  по модулю 

1 2 1 2 1,m m i i imN N N       получаем 
 

1 1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )
mm ii mm ii

mm ii im im

e e e e

e e k e
   

 

     

     
 

 

Отсюда и из описания группы Der R  (лемма 2) 

следует, что в этих соотношениях   можно считать 
внутренним дифференцированием с подходящей мат-
рицей uv R    . В этом случае 

 

1 1

1 1 1 1 2 1 2 1

( )

( ) mod( )
mm ii

i m im i m m m i i im

e e

e e N N N
 

       

  

    
 

 

и, следовательно, 1 0 0i m imk    . Произвол в вы-

боре m дает равенства 0ijk   в (7) для всех j. 

Таким образом, доказаны соотношения 

1 1 2( ) 0modii i ie N    . Вместе с леммой 5 они пока-
зывают, что 1( ) 0iie    для всех i, с точностью до 

прибавления центрального дифференцирования.  
Доказательство теоремы 4 завершает лемма 7. 

 

Лемма 7. Если локальное дифференцирование   

алгебры R удовлетворяет условию (6), то все элемен-
ты 2iic   из леммы 4 попарно совпадают. 

Доказательство. Для произвольного локального 
дифференцирования   алгебры R  существуют эле-
менты ijc K  такие, что выполняются равенства (5). 

Пусть 2 i n  . Положим 2 1 2ii i ie e       

1 1 1i i i ie e      Согласно описанию дифференцирова-
ний (лемма 2),   действует на   по модулю центра Z 

как треугольное дифференцирование с треугольной 
матрицей uvx  , в частности,  

 

3
2 2 1 1 1 1 ( ) modii ii i i i ic e c e R             

 

Сравнение в левой и правой частях этого равенст-
ва элементов на позициях ( 1 2)i i    и ( 1 )i i   дает 
равенства соответственно 1 2i id d   и 1i id d  . 

Сравнивая элементы на позициях ( 2)i i   и 

( 1 1)i i   , получаем соответственно равенства 
 

2 1 2 1 1 1 1 1i i ii ii i i ii i id d x c d d x c                
 

Отсюда 1 1 2 1 1 1 1i i ii ii i i ii i id d x c d d x c              

и, следовательно, 2 1 1ii i ic c   . В силу произвольного 

выбора i  получаем 31 42 2nnc c c     . 

Теорема о локальных лиевых дифференциро-
ваниях. Целью этой части работы является доказа-
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тельство теоремы 1; теорема 2 доказывается по анало-
гичной схеме. Описание группы Der ( )R  дано в [7, 
теорема 5]. 

Случай n = 3 теоремы 1 устанавливает лемма 8. 
Лемма 8. Пусть K есть ассоциативно-

коммутативное кольцо с единицей и (3 )R NT K    
Тогда Locder ( )R  есть сумма подгрупп Der ( )R  и 

Locder R . 
Доказательство. Произвольное локальное лиево 

дифференцирование   алгебры (3 )R NT K   дейст-
вует на элементы 21e  и 32e  так, что 

2
1 21 32 mod 1 2 ( )i i i i i ie a e b e R i a b K           

 

Учитывая [7, теорема 5], можем считать, что   
действует по модулю центра как нулевое отображе-
ние на элементы 21e  и 32e . Тогда все идеалы ijN  яв-

ляются ψ-инвариантными и поэтому Locder R . 
С учетом теоремы 4 несложно доказывается (см. 

[4]) лемма 9. 
Лемма 9. Если (3 ),R NT K   то Locder R  адди-

тивно порождают Der R  и локальные дифференциро-
вания вида 

 

1 1 ( )t n n kmta e a R t K                       (8) 
 

Далее полагаем (4 )R NT K  . При t K  выделя-
ем эндоморфизмы K-модуля R,  

 

31 31 1

2 2 1 ( )
t n

nn t nn n

ta e

ta e R


  

    

     
             (9) 

 

Следующая теорема анонсирована в [9]. См. также 
[10]. 

Теорема 5. Если K – поле, то Locder R  аддитивно 
порождают Der R  и локальные дифференцирования 
вида (9), (8) и (4). 

Описание лиевых дифференцирований приведено 
в [7]. Выделим эндоморфизмы 

 

21 2 1 11ba n nn ne ae e be a b K           

21 43 31 42c e ce e ce       

43 21 42 31d e de e de c d K          
 

аддитивной группы ( )R   (Считаем, что матричная 

единица ije  обращается в нуль, если ее образ не ука-
зан.) Описание Der ( )R  в [7] использует подгруппы 

 

33 2 0 2 0c dL c K c d K dL             

2 2 ba a K b KL L         
 

Лемма 10. Пусть K – ассоциативно-коммутативное 
кольцо с единицей. Тогда 

 

332 2( ) ( 4)Der R L Der R nLL L          
 

Как и в (2), выберем (2 )ijc M K    . Отобра-

жения   и k  введены перед теоремой 1 и в (3). Они 
дают нетривиальные локальные лиевы дифференци-
рования, как показывают следующие две леммы. 

Лемма 11. Если K – поле и 12 212 2 0c c  , то ото-

бражение   есть локальное лиево дифференцирова-
ние алгебры R. 

Доказательство. Фиксируя ija R   , найдем 

( )Der R   такое, что 

( ) ( )      (10) 
 

Пусть 31 11 42 21a c a c  и 42 22 31 12a c a c  одновременно 

0 , иначе ( ) 0   . Когда 32N , дифференциро-

вание   в (10) даст сумма диагонального дифферен-

цирования с матрицей 1 2 3 1diag{ }d d d d    над K и 

дифференцирования c d   , где 3 12c L c c     и 

3 21d d cL     . 

Если 21 0a  , то ( ) ( )( )a        для 
1

21 31 11 42 21 32: , ( ( ))a a c a c e           и 
1

21 42 22 31 122

2
43 21 31 11 42 21

( )

( )

a a a a c a cL

a a a c a c





     

  


 

 

Когда 21 0a   и 43 0a  , выбираем   аналогично, 

используя замену a  на b . 

Лемма 12. Если K – поле, то k  есть локальное 
лиево дифференцирование алгебры R для любого 
элемента k K   

Доказательство. Зафиксируем .k K  Для произ-
вольной матрицы ija R    найдем лиево диффе-

ренцирование Der ( )R   такое, что 
 

43 42( ) ( )k ka e       (11) 
 

Если 43 0ka    то можно взять 0    Поэтому да-
лее 43 0ka    

При 21 0a  , полагая 1
21 43b ka a K   и 32ke  , 

получаем ( ) ( )bk      , так что в (11) можно 

взять ( )b      Пусть 21 0a    Тогда   дей-

ствует на   как внутреннее дифференцирование с 
матрицей 32ke .  

Замечание. Построенные нетривиальные локаль-

ные дифференцирования   и k  не обязаны лежать в 

Der ( ) LocderR R  . Кроме того, если 0k  , то k  
есть нетривиальное локальное лиево дифференциро-
вание, относительно которого все идеалы ijN  инвари-

антны, хотя Locderk R  . 
Лемма 13. Всякое локальное лиево дифференци-

рование алгебры R над полем K действует на сово-
купность элементов 1 (1 3)i ie i    как сумма лиева 
дифференцирования и локального лиева дифференци-
рования вида k . 

Доказательство. Пусть Locder ( )R  . В силу 

леммы 3,   индуцирует линейные преобразования 

фактор-алгебр 2
32 21 43( ) ( )R N N N R     , 2

32N R  и, 
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следовательно, однозначно определяет элементы 

i jc d K   такие, что 

21 1 21 1 43 43 2 21 2 43

2
32 3 32

( ) ( )

( ) mod

e d e c e e c e d e

e d e R

       

  
 

Поэтому   действует как нулевое отображение по 

модулю 2R  на всех элементах 1i ie  , c точностью до 

прибавления дифференцирований из 33L L   и диаго-
нального дифференцирования. 

Далее, для каждого i добиваемся равенства 
1( ) 0i ie    по модулю центра 3Z R . С этой целью 

прибавляем к   внутреннее дифференцирование 
( )R     с матрицей 21 43( )Ke Ke    для 

2i  , а для 1i   – с матрицей 32Ke   и, кроме того, 

прибавляем дифференцирование вида c . (Условие 
3

32( ) 0mode R   при этом не изменяется.) Для слу-
чая 3i   достаточно прибавить к   дифференциро-

вание вида d  и локальное лиево дифференцирова-
ние вида k . 

Наконец, прибавляя к   центральное дифферен-
цирование алгебры R, добиваемся точных равенств 

1( ) 0i ie   .  
Доказательство теоремы 1. Исследуем произ-

вольное локальное лиево дифференцирование    

алгебры (4 )R NT K   над полем K. С учетом леммы 
15 можем считать, что   действует как нулевое ото-

бражение на элементы 21 32 43e e e  . В силу линейности 

  на 2 3R R , существует матрица (2 )ijb M K   

такая, что 
3

2 1 31 2 42( ) mod 1 2i i i ie b e b e R i        
Нам достаточно доказать, что 12 212 2 0b b  . 

Можно считать, что K – поле характеристики 2 . 
Пусть 12 0b  . Ясно, что идеал 31N  инвариантен от-
носительно подгруппы T  дифференцирований 

( )R     для треугольных матриц   над K. 

Поскольку Locder ( )R  , то существует 
Der ( )R   с условием 31 31( ) ( )e e   . По лемме 10, 

3L T  , т. е. c     , где T   3c L  , в част-
ности 2 0c K c   . Отсюда и из связи   получаем 

12c b , 122 2 0c b   и поэтому 12 0b  . Аналогично,  

21 0b  . Таким образом, несложно видеть, что всегда 

12 212 2 0b b   и прибавлением к   подходящего 

локального лиева дифференцирования   добиваемся 
по модулю центра Z равенств 31( ) 0e   и 42( ) 0e  . 

К точным равенствам приходим, прибавляя к    

локальные дифференцирования вида 31 t  и 42 t .  

И, наконец, 41( ) 0e  , с точностью до прибавления  

к   локального дифференцирования вида t . Тем 
самым доказательство теоремы завершено. 
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LOCAL DERIVATIONS AND LOCAL AUTOMORPHISMS OF NILPOTENT  

ALGEBRAS OF MATRICES OF SMALL ORDERS 
 

Let K be associative and commutative ring with identity. In the article we study local  derivations and local 
automorphisms of algebra R of lower niltriangular n×n matrices over K and associated with R of Lie algebra. Their 
descriptions are completed under n = 3 and when K is a field,  under n = 4.  
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