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В. И. Бурмак 
 

ОПТИМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ПОДАЛГЕБР И ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
ПЛАСТИЧНОСТИ ПЛОСКОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

 
Найдены оптимальные системы подалгебр размерности 1, 2 алгебры Ли, допускаемые уравнениями пла-

стичности плоского напряженного состояния в случае медленных нестационарных течений. 
 
Ключевые слова: пластичность, плоское напряженное состояние. 
 
Рассмотрим уравнения, описывающие плоское на-

пряженное состояние в случае медленных нестацио-
нарных течений. Уравнения имеют вид 
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Здесь   – некоторая положительная функция;   – 

угол между первым главным направлением тензора 

напряжения и осью Ox;   – угол, связанный со зна-

чением среднего давления  1 2
1

,
3

       

3
cos

2k


  ; k  – постоянная пластичности; ,u v  – 

компоненты вектора скорости; все функции зависят 
от , ,x y t . 

Точечные симметрии системы (1)…(5) с использо-
ванием методики Ли [1] были найдены ранее [2]. 

Базис алгебры Ли L9, порождающей группу непре-
рывных преобразований, которая допускается систе-
мой уравнений (1)…(5), имеет вид 

 

1 ,x y u vX y x v u             

2 ,t x yX t x y          

3 ,t u vX t u v                          (6) 

4 ,u vX y x      5 ,yX   6 ,xX    

7 ,vX    8 ,uX    9 .tX    
 

Таблица коммутаторов алгебры Ли L9 будет сле-
дующей (табл. 1). 
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Таблица 1 
Таблица коммутаторов 

 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 
X1 0 0 0 0 X6 –X5 X8 –X7 0 
X2 0 0 0 X4 –X5 –X6 0 0 –X9 
X3 0 0 0 –X4 0 0 –X7 –X8 –X9 
X4 0 –X4 X4 0 X8 –X7 0 0 0 
X5 –X6 X5 0 –X8 0 0 0 0 0 
X6 X5 X6 0 X7 0 0 0 0 0 
X7 –X8 0 X7 0 0 0 0 0 0 
X8 X7 0 X8 0 0 0 0 0 0 
X9 0 X9 X9 0 0 0 0 0 0 

 
Анализ табл. 1 показывает, что алгебра Ли L9  раз-

решима и имеет следующую структуру: 
– максимальные абелевы идеалы  

 1
8 1 2 4 5 6 7 8 9, , , , , , , ,N X X X X X X X X   

 2
8 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , ;N X X X X X X X X  

– центр  0 ;S   

– производная алгебра  
 9 4 5 6 7 8 9, , , , , ;L X X X X X X   

– общий вид одномерной подалгебры: 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

6 6 7 7 8 8 9 9 ,

X X X X X X

X X X X

      

    
      (7) 

где , 1,9ia i   – константы. 
Построим оптимальную систему подалгебр раз-

мерности 1 путем поиска наиболее простых неподоб-
ных подалгебр X (7), т. е. тех подалгебр, которые под 
действием внутренних автоморфизмов не переводятся 
друг в друга. 

Так, оптимальная система подалгебр размерности 
1 – 1  будет следующей: 

I. 1 2 3 4X X X X    . 

II. 1 2 3 9X X X X    . 

III. 1 2 3;X X X   . 

IV. 1 4 9X X X  . 

V. 4 5 9X X X  . 

VI. 5 7 9X X X  . 

VII. 1 9X X . 

VIII. 2 3X X . 

IX. 2 7 ;X X . 

X. 3 5;X X . 

XI. 4 9X X . 

XII. 5 9X X . 

XIII. 7 9 ;X X . 

XIV. 3X . 

XV. 4X . 

XVI. 5X . 

XVII. 7X . 

XVIII. 9X . 

Здесь , ,   – произвольные постоянные, причем 

разным значениям постоянных соответствуют непо-
добные подалгебры. 

Инвариантные решения, построенные на 1 , пред-

ставлены в табл. 2. 
 

Таблица 2 
Вид инвариантных решений ранга 2 

 

I  1 , ,tf     2 , ln ,
2

f t


      3 , ,ru rf     4 , ln ,u rf r r     2,e t    e r    

II  , ,      1 , ,f       1
2 , ,ru r f    3 , ,u rf     ,t    te r    

III  1 , ,tf     2
1

, ln ,f t    
  

 3 , ,ru r f     4 , ,u r f 
      ,e t    1t r    

IV  , ,r     1 , ,f r      , ,r ru u r    2 , ,u f r r      t     

V  , ,x     , ,x   
 1 ,

,
f x tx

v


 
 

  
2

2 , ,
2

y
u f x   t y    

VI  , ,x     , ,x     1 , ,v f x y     , ,u u x   y t     

VII  , ,r     1 , ,f r      , ,r ru u r    , ,u u r   t     

VIII  1 , ,tf     , ,      2 , ,ru r f     3 , ,u r f
      1 1rt    

IX   1
1 , ,f t     , ,      2 , ln ,v f t      , ,u u    ,

t

x
 

t

y
   

X  1 , ,tf x    , ,x     2 , ,u tf x    3 , ,v tf x   yte    
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Окончание табл. 2 
 

XI  , ,x y    , ,x y    1 , ,v f x y xt    2 ,u f x y ty   

XII  , ,x y t     , ,x y t     , ,v v x y t    ,u u x y t   

XIII  , ,x y    , ,x y    1 , ,v f x y t    ,u u x y  

XIV  1 , ,tf x y   , ,x y    2 , ,u tf x y   3 ,v tf x y  

XV Инвариантного решения нет 

XVI  , ,x t    , ,x t    , ,v v x t   ,u u x t  

XVII Инвариантного решения нет 

XVIII  , ,x y    , ,x y    , ,v v x y   ,u u x y  
 

Примечание. В табл. 2 приняты следующие обозначения: , 1,4if i  – произвольные функции; r и   – полярные коорди-

наты: cos , sinx r y r    ; ,ru u  – компоненты вектора скорости: cos sin , sin cosr ru u u v u u         . 

 
Оптимальная система подалгебр размерности 2 – 2  

имеет следующий вид: 
1. 1 2 3 1 4 4,X X X X X    . 

2. 1 4 4 9 9,X X X X  . 

3. 1 4 9,X X X . 

4. 1 9 1 1 2 3 4 4,X X X X X X     . 

5. 1 9 4 9 9,X X X X  . 

6. 2 5 9 9,X X X  . 

7. 2 3 3 1 2 2,X X X X  . 

8. 2 3 3 7,X X X . 

9. 2 3 5 7 7,X X X X   . 

10. 2 3 4 5 52 ,X X X X  . 

11. 2 3 4 7,X X X X  . 

12. 2 3 9 1 9 9,X X X X X    . 

13. 2 7 4,X X X . 

14. 2 7 5 9 9,X X X X  . 

15. 2 7 6 5 5 9 9,X X X X X     . 

16. 2 7 7 8 8,X X X X  . 

17. 2 7 8,X X X . 

18. 2 7 9,X X X . 

19. 3 1 2 2,X X X . 

20. 3 2,X X . 

21. 3 4 9 9,X X X  . 

22. 3 7 9 9,X X X . 

23. 3 5 3 6 6,X X X X  . 

24. 3 5 4,X X X . 

25. 3 5 6,X X X . 

26. 3 5 7 8 8 9 9,X X X X X   . 

27. 3 5 8 9 9,X X X X   . 

28. 4 1 2 2 3 3,X X X X  . 

29. 4 1 1 2 3 9 9,X X X X X    . 

30. 4 2 3 3,X X X  . 

31. 4 7 9 9,X X X . 

32. 4 5 9 7 8 8 9 9,X X X X X X    . 

33. 4 5 9 8 9 9,X X X X X     . 

34. 4 9 1 3 3,X X X X  . 

35. 4 9 7 9 9,X X X X  . 

36. 5 2 3 3 6 6,X X X X    . 

37. 5 2 3 6 6 9 9,X X X X X   . 

38. 5 3 6 6,X X X . 

39. 5 6 7 7 8 8 9 9,X X X X X      . 

40. 5 7 8 8 9 9,X X X X  . 

41. 5 8 9 9,X X X . 

42. 5 7 9 6 7 7 8 8 9 9,X X X X X X X         . 

43. 5 7 9 7 8 8 9 9,X X X X X X    . 

44. 5 7 9 8 9 9,X X X X X   . 

45. 5 9 2 7 7 8 8,X X X X X     . 

46. 5 9 6 7 7 8 8 9 9,X X X X X X    . 

47. 5 9 7 8 8 9 9,X X X X X   . 

48. 5 9 8 9 9,X X X X   . 

49. 7 2 8 8,X X X . 

50. 7 4 5 5 6 6 8 8 9 9,X X X X X X    . 

51. 7 5 6 6 8 8 9 9,X X X X X     . 

52. 7 6 8 8 9 9,X X X X  . 

53. 7 8 9 9,X X X . 

54. 7 9,X X . 

55. 7 9 3 5 5 6 6,X X X X X   . 

56. 7 9 4 5 5 6 6 9 9,X X X X X X    . 

57. 7 9 5 6 6 7 7 8 8,X X X X X X       . 

58. 7 9 6 7 7 8 8,X X X X X   . 
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59. 7 9 7 8 8,X X X X  . 

60. 7 9 8 9 9,X X X X  . 

61. 9 1 2 2 3 3,X X X X   . 

62. 9 1 1 2 3 4 4,X X X X X    . 

63. 9 2 3 3,X X X . 

64. 9 3 5 5,X X X  . 

65. 9 4 5 5,X X X . 

66. 9 5 7 7,X X X . 

Здесь , , 1,9j j    – произвольные постоянные, 

причем разным значениям постоянных соответствуют 
неподобные подалгебры. 

Инвариантные решения, построенные на 2 ,  бу-

дут следующими: 

1. ,
r

t
   1 ,ru f r 

  2 4 4 ln ,u r f r        ,     3 .f      

2.   ,r ru u r     2 9
9

1
,u f r rt r      



  ,r    2 .f r     

3.   ,r ru u r   2 ,u f r r       ,r    

 2 .f r     

4. 92 2
,

t

r

 
 

  1 ,ru f r   

  2 4 ln ,u r f r         ,      3 .f      
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9

1
,u f r rt r   


   ,r  
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6. 9 ,
y t

x

 
    ,u u    ,v v   1

1
,f

x
  

 .     

7.  3 2 3ln 1 ln ,t r       

  3 2 3
1 ,ru f r e       3 2 3

2 ,u f r e   
    

  3 2 31
3 ,f r e         4 .f      

9. ,
x

t
   1 ,u f t    2 7 ,v f t y      ,     

 .     

10. 
3

,
x

t
    2

1 2
5

1 1
,

2
u f y

x

      

 2 2
5

1 1
v f xy

x

      
,  3

1
,f

x
    .     

12. 9ln ,t r      1
1

,u f
r

   2
1

,v f
r

 

 32

1
,f

r
     4 .f      

14. 9 ,
y t

x

 
    ,u u   1 ln ,v f x  

 2
1

,f
x

     .     

15. 
9

5 9

1
,

x

t
y

t


 

 
  ,u u 

   1 2
9

1
ln ,v f f

x t

 
     

  2
9

1
,f

x t
  

 

 .     

18. ,
x

y
    ,u u   1 ln ,v f x    2

1
,f

x
  

 .     

19. ln ,r    1 ,r
t

u f
e

   2 ,
t

u f
e

 
 

 3 ,f t    4 .f      

20. ,
x

y
   1 ,

t
u f

x
   2 ,

t
v f

x
   32

,
t

f
x

  

 .     

23. 6ln ,t y x    1 ,u f t   2 ,v f t 

 3 ,f t     .     

25. ln ,t y    1 ,u f t   2 ,v f t   3 ,f t  

 .     

26.     8
1 2

9

,y yu f x e f x e t 
  



  2
9

1
,yv f x e t 


  3 ,yf x e   .x    

27.   1
9

1
,yu f x e t 


 2 ,yv f x e

 3 ,yf x e    .x    

32.     2
8

1 8
9

1
,

2

y
u f x t


 




    2 7
9

1
,v f x t x y   


   ,x    .x    

33.   1
9

1
,u f x t y  


  2 ,v f x xy   

  ,x     .x    

34.   3
1 ,ru f r e    3

2 ,u f r e rt 
  

  3
3 ,f r e     4 .f r     

36.    3 61 ln ,t x       1 3 6ln ,u f x   

      2 1 3 6ln ,v f f x       3

2
1

1
3 ,

t

f e

 
 
    

 .     
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37.  9 6ln ,x t    
   1

6

1
,u f

x
 

 

   2
6

1
,v f

x
 

   
 32

6

1
,f

x
  

 
 .     

38. 6 ln ,x t    1 ,u f t   2 ,v f t 

 3 ,f t    .     

39. 9 ,x t     1 8 ,u f x    2 7 ,v f x  

  ,     .     

40.   1 8
9

1
,u f x t 


  2

9

1
,v f x t 



  ,x    .x    

41.   1
9

1
,u f x t 


  ,v v x   ,x  

 .x    

42. 9 ,y x t       1
8

1
,u f x  



 2 7 ,v f x y      ,     .     

43.     8
1 2

9

,u f x f x t


  


  2
9

1
,v f x t y  


  ,x    .x    

44.   1
9

1
,u f x t y  


 2 ,v f x y 

  ,x    .x    

45. ,
y t

x


      1 8 2 7 3
7

1 1
ln ,u f f f

x

               

   2 7 3
1

ln ,v f f
x

     
 

 3
1

,f
x

    .     

46. 9 ,y t x     1 8 ,u f x  

 2 7 ,v f x     ,     .     

47.  1 ,u f x y t    2
9

1
,v f x y t


 




  ,x    .x    

48.   1
9

1
,u f x y t  


  ,v v x   ,x  

 .x    

55. 6 5 ,y x      6
1 ,xu f e  

  6
2 ,xv f e t     6

3 ,xf e     .     

56. 6 5 ,y x     
2

1
5

1
,

2

y
u f

 
      

 
2

2 5 6 9
5 6

1
,

2

x
v f y t

 
          

   ,    .     

57. 6 ,y x     1 8 ,u f y    2 7 ,v f t y  

  ,     .     

58.  1 8 ,u f y x   2 7 ,v f y t x     ,y  

 .y    

61. 1 ln ,r      3 2
1 ,ru f r     3 2

2 ,u f r
 

    

   3 2
3 ,f e       4 .f      

62. 
2

,
e

r

 

   1 ,ru f r   2 4 ln ,u f r r r    

  ,     3 .f      

63. ,
x

y
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1 ,u f x    3
2 ,v f x 

  3 1
3 ,f x     .     

64.   5
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2 ,
y
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y
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65.  
2

1
5

1
,

2

y
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  2
5

1
,v f x xy 



  ,x    .x    

66.   ,u u x  2 7 ,v f x y    ,x    .x    

Здесь , 1,4if i  – произвольные функции. На по-

далгебрах 11, 13, 16, 17, 21, 22, 28, 29, 30, 31, 35, 
49…54, 60 инвариантные решения нельзя повторить в 
силу критерия инвариантности [1]. 
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