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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ ИСКУССТВЕННОГО СПУТНИКА ЗЕМЛИ  
ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЙ 

 
Рассматривается применение метода наименьших квадратов и минимаксного метода для определения по-

ложения объекта околоземного пространства при известных ограничениях на ошибки измерений. Исследова-
ны вычислительные схем, используемые для оценки значений траекторий космического объекта при различных 
условиях, налагаемых на ошибки измерений. Определены характеристики точности данных алгоритмов при 
различных распределениях ошибок измерений. Приводятся результаты численных расчетов, полученные на 
модельных примерах. 

 
Ключевые слова: метод наименьших квадратов, минимаксный метод, фильтрация данных. 
 
В задачах оценки параметров объектов астромет-

рии и космической геодезии необходимо анализиро-
вать экспериментальные данные, полученные с по-
мощью измерений [1–4]. Поскольку позиционные 
наблюдения, как правило, являются косвенными, то 
результаты (данные) часто представляются алгебраи-
ческими моделями с неизвестными коэффициентами, 
которые являются искомыми параметрами. При оце-
нивании этих параметров в условиях, когда данные 
наблюдений получены с ошибками, применяются 
подходы, основанные на методе наименьших квадра-
тов [4–6] и минимаксном методе [4; 7–10].  

Для высокоточного определения орбиты по изме-
рениям традиционно используется классический ме-
тод наименьших квадратов (МНК), либо какая-то его 
модификация. Обоснованием для такого решения яв-
ляются оптимальные свойства оценок параметров, 
получаемых этим методом. При некоррелированных 
во времени ошибках измерений, имеющих гауссово 
распределение, оценка МНК среди всех оценок (как 
линейных, так и нелинейных) наиболее точна. Однако 
при коррелированных во времени ошибках измере-
ний, при негауссовых ошибках, а также при неизвест-
ных (частично или полностью) вероятностных харак-
теристиках ошибок измерений традиционные методы 
могут являться не самыми точными и не давать кор-
ректной оценки точности получаемых значений. Для 
многих задач ошибки единичных измерений объектов 
в космическом пространстве ограничены сверху оп-
ределенными константами и имеют неизвестное рас-

пределение, которое хорошо аппроксимируется рав-
номерным законом. Эта постановка не соответствует 
предположениям, при которых доказаны оптималь-
ные свойства оценок МНК. 

Проводится сравнительный анализ нескольких 
вычислительных схем, построенных на основе приме-
нения МНК и минимаксного метода (МНМ) в задаче 
вычисления положения искусственного спутника 
Земли при ограничениях на ошибки измерений. Сле-
дует отметить, что значимость этих результатов опре-
деляется тем, что не всегда ясно, когда эффективен 
тот или иной подход к решению задачи: классиче-
ский, при котором характеристики случайных ошибок 
исходных данных основываются на методе макси-
мального правдоподобия, и неклассический (мини-
максный), характеризуемый заданием лишь некото-
рых множеств, которым принадлежат ошибки или их 
характеристики. Во втором случае интересно также 
сравнение возможностей минимаксного и гарантиро-
ванного подходов [11; 12] к оценке решений управ-
ляемых систем.  

Искусственный спутник Земли (ИСЗ) – космиче-
ский аппарат (КА), вращающийся вокруг Земли по 
геоцентрической орбите, т. е. по эллиптической тра-
ектории вокруг Земли. Один из двух фокусов эллипса, 
по которому движется небесное тело, совпадает с 
Землей. 

Предположим, что движение центра масс КА  
в околоземном пространстве с достаточной степенью 
точности и адекватности описывается следующей 
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системой уравнений в относительной геоцентриче-
ской системе координат OAXYZ : 
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Введем обозначения: 0 2,π π − коэффициенты раз-
ложения потенциала ускорения силы притяжения 
Земли в ряд по сферическим функциям Лежандра; 
R − средний радиус Земли; ЗΩ −  угловая скорость 
вращения Земли.  

Пусть имеются также расчетные значения  
 

0 0 00 0 0, , , , ,p p p p p p
x y zx y z v v v                        (2) 

 

параметров движения, которые относятся к моменту 
времени 0t , соответствующему началу орбитального 
участка полета. 

Расчетные сведения (2) могут быть заданы из ап-
риорных сведений или найдены как оценки в резуль-
тате предварительного определения орбиты КА по 
достаточному количеству измерений [2; 4; 7]. 

В качестве измеряемых параметров рассмотрим 
наклонные дальности, измеряемые с трех радиолока-
ционных станций, расположенных на поверхности 
Земли в точках 1 1 1 1( , , ),P x y z 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , )P x y z P x y z  
с известными координатами. Уравнения для опреде-
ляемых параметров имеют вид 
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Предположим, что измерения всеми станциями 
производятся синхронно в дискретные моменты вре-
мени , 1,2, ..., ,it i N=  с постоянным шагом tΔ  по вре-
мени. Результаты измерений определяются по формулам 
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где 1, 2, 3,, ,i i iΔρ Δρ Δρ −  ошибки измерений. 

Движение спутника будет определено в простран-
стве, если известны плоскость, в которой лежит его 
орбита, размеры и форма этой орбиты, ее ориентация 
в пространстве и момент времени, в который спутник 
находится в определенной точке орбиты. Чтобы оха-
рактеризовать ориентацию орбиты в пространстве, 
нужно прежде всего задать базовую систему коорди-
нат, начало которой совпадает с фокусом орбиты O  
(т. е. с центром Земли). За основную плоскость OXY, 
относительно которой определяется положение орби-
ты спутника, принимается плоскость экватора. Ось 
OX пересекает экватор в точке с долготой 0º, соответ-
ствующей Гринвичскому меридиану.  

Если бы космический аппарат двигался в поле од-
нородного шара, то остальные элементы орбиты не 
изменялись бы (за исключением, конечно, истинной 
аномалии). Однако возмущения, вызванные гравита-
ционным полем Солнца и Луны, атмосферой и про-
чими причинами, изменяют движение спутника. Важ-
нейшим из этих возмущений для орбит, близких к 
Земле, является возмущение, вызванное несферично-
стью Земли.  

Решение этой задачи важно для предупреждения 
опасных ситуаций в космическом пространстве [7; 8]. 
В системе контроля космического пространства рас-
считывается вероятность столкновения cp  при сбли-
жении двух объектов в будущем, по которой прини-
маются решения. При этом в подавляющей части слу-
чаев на самом деле столкновения не будет («ложная 
тревога») и поэтому эти меры будут излишними. Зато 
в тех исключительных случаях, когда столкновение 
должно было быть, они позволят избежать его. В этой 
ситуации надо стремиться к тому, чтобы ложных тре-
вог было как можно меньше.  

Современные средства обработки косвенных из-
мерений позволяют получать результаты с очень вы-
сокой точностью до 610− . В работе [2] отмечено сле-
дующее: чтобы не потерять эту точность, нужно 
иметь возможность вычислять пространственные по-
ложения ИСЗ с методической точностью, по крайней 
мере в три раза превышающей точность наблюдений.  

Следует отметить, что МНК является наиболее 
изученным среди всех методов оценивания результа-
тов наблюдений. Это объясняется тем, что в ряде слу-
чаев механизм возникновения ошибок состоит в сум-
мировании большого числа элементарных ошибок с 
приблизительно одинаковыми дисперсиями, что по-
зволяет сделать предположение о нормальном законе 
распределения этих ошибок. Применение метода мак-
симального правдоподобия для отыскания неизвест-
ных параметров в этих условиях приводит к опреде-
ленной вычислительной схеме – МНК. 

Известно, что каждое косвенное измерение накла-
дывает определенную связь (условие) на совокуп-
ность интересующих исследователя параметров 

1 2, , ..., :Nθ θ θ  
 

1 2( , , ..., ) , 1,2, ..., ,i i N id i n= ξ θ θ θ + Δ =              (3) 
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где id − результат i-го измерения, содержащий слу-
чайную ошибку; id − вектор размерности ,N  чаще 
всего делается несколько косвенных измерений; 

1( , ..., )i Nξ θ θ −  некоторая известная векторная функ-
ция от неизвестных параметров; разность 

1,calc 2,calc ,calc( , , ..., )i i i NdΔ = − ξ θ θ θ − вектор невязки  
i-измерения. При вычислении невязки вместо разно-
сти компонент вектора состояния и вектора измере-
ний подставляется разность между двумя вычислен-
ными значениями вектора измерений. Совокупность 
всех уравнений типа (3) образует фундаментальную 
систему уравнений. Поскольку точность отдельных 
измерений и точность отображения реальных связей  
с помощью соотношения 1( , ..., )i Nξ θ θ  различны,  
то каждому уравнению ставят в соответствие некото-
рое число, определяющее его ценность и называемое 
весом данного уравнения.  

Оценками, получаемыми методом наименьших 
квадратов (МНК-оценками), называется совокупность 
значений 1 2, , ..., Nθ θ θ , обращающих в минимум 
взвешенную сумму квадратов невязок 
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Для прямых измерений  
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Если функции 1 2( , ,..., )i Nξ θ θ θ  нелинейны, то про-
изводится их разложение в ряд Тейлора и отбрасыва-
ние членов второго и более высоких порядков. Тогда 
уравнения, входящие в фундаментальную систему, 
можно записать в виде  
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Система уравнений для определения значений 
1 2, ,..., Nθ θ θ , содержащая N  уравнений относительно 

N  неизвестных, называется системой нормальных 
уравнений. Возможны различные варианты решения 
нормальной системы уравнений при ее линеаризации. 
Был выбран подход, хорошо изложенный в [13]. Ос-
новная линейная задача наименьших квадратов фор-
мулируется следующим образом. 

Пусть даны действительная ( )-m n× матрица A  
ранга min( , )k m n≤  и действительный m-вектор b . 
Найти действительный n-вектор 0 ,x  минимизирую-
щий евклидову длину вектора .Ax b−  

Решение основано на представлении ( )-m n× мат-

рицы A  в виде произведения ,TA HRK=  где 
,H K − ортогональные матрицы, R − блочно-

диагональная матрица. 
Применение метода МНМ основано на минимиза-

ции суммы модулей невязок вектора измерений.  

Пусть требуется найти вектор Θ , который бы об-
ращал в минимум выражение 
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где 1n − число измерений; id − k-мерный вектор изме-
рений, чьи составляющие 1 2, , ...,i i ikd d d  подвержены 
случайным ошибкам, которые будем считать некор-
релированными; ip − весовая матрица i-го измерения.  

Если провести линеаризацию фундаментальной 
системы уравнений, то вместо (4) следует минимизи-
ровать выражение 

 

1

1 1
( )

n N

i i ij j
i j

z p d b z
= =

Φ = δ −∑ ∑ ,                         (5) 

 

где 
(0)

(0) (0),   ,   i
j j j i i i ij

j

z d d b
Θ=Θ

∂ξ
= Θ −Θ δ = − ξ =

∂Θ
. 

Для минимизации выражения (5) можно приме-
нить два подхода. Первый из них связан с использо-
ванием идей линейного программирования, а второй – 
с использованием вариационно-взвешенных квадра-
тических приближений [10], являющихся обобщением 
вычислительной схемы метода наименьших квадра-
тов. Алгоритмы минимизации суммы модулей невя-
зок, построенные на базе идей линейного и кусочно-
линейного программирования, имеют одну привлека-
тельную черту: они позволяют легко наложить на ис-
комые оценки некоторые ограничения в виде нера-
венств, если заранее известно, что оценки не должны 
выходить за определенные пределы. Задача миними-
зации суммы модулей невязок представляет собой 
одну из самых простых задач кусочно-линейного про-
граммирования, когда отсутствуют какие-либо огра-
ничения типа 1 2( , , ..., )i N ig z z z d≤  на переменные iz . 
Эта задача эквивалентна следующей задаче линейно-
го программирования: 
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Доказательство эквивалентности следует из того, 
что ,i iu v  одновременно не могут быть положительны, 
так как иначе выражение (6) могло бы быть уменьше-
но на величину 2 min( , )i i i ip u vδ =  без какого бы то 
ни было нарушения ограничений, входящих в (7).  
Поэтому 
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и решение системы неравенств (12), минимизирую-

щее 
1

( )
n

i i i i
i

p u v
=

Φ = +∑ , одновременно минимизирует 

интересующую нас сумму модулей невязок. 
Но вместе с тем рассматриваемые алгоритмы об-

ладают существенным недостатком: при их использо-
вании необходимо хранить в ходе вычислений поми-
мо коэффициентов фундаментальной системы урав-
нений еще и объемные симплексные таблицы. Это 
очень затрудняет встраивание оценок метода наи-
меньших квадратов в большие программы, состав-
ленные из нескольких модулей. 

В работе [10] представлен способ, с помощью ко-
торого можно находить минимум суммы модулей 
невязок, действуя примерно так же, как при отыска-
нии минимума суммы квадратов невязок. Это позво-
ляет легко маневрировать методами обработки и ис-
пользовать любой из них, не меняя характера  
алгоритма. Введем функцию от двух векторных аргу-
ментов 
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− ξ
=

− ξ
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Очевидно, что  

1 2
1

( ) ( , , ..., ) ( , )
n

i i i N
i

H p d Q
=

Θ = − ξ θ θ θ = Θ Θ∑ . 

Пусть (0)Θ − некоторое начальное приближение. 
Подставим в (8) вместо вектора v  фиксированный 
вектор (0)Θ . Тогда (0)( , )Q Θ Θ  будет представлять 
собой квадратическую форму относительно вектора 
Θ . Вектор (1)Θ , обращающий в минимум форму 

(0)( , )Q Θ Θ , можно найти, используя вычислительную 
схему метода наименьших квадратов. Далее рассмот-
рим квадратическую форму (1)( , )Q Θ Θ  и найдем век-

тор (2),Θ  обращающий в минимум эту форму и т. д. 
Можно показать, что полученная таким образом по-
следовательность векторов (0) (1) ( ), , ..., , ...sΘ Θ Θ  схо-

дится к вектору *Θ , минимизирующему сумму моду-
лей. Подстановка в выражение (8) вместо вектора v  
различных значений (0) (1) ( ), , ..., , ...sΘ Θ Θ  приводит 
фактически к тому, что на каждом этапе вычислений 
векторов производится корректировка (вариация) ве-

сов, так что 
1( ) ( )( ) .s s

i i i iW p d
−

⎡ ⎤= − ξ Θ⎣ ⎦  Поэтому рас-

сматриваемый метод получил название метода вариа-
ционно-взвешенных квадратических приближений.  

Известно, что если функции ( )iξ Θ  нелинейны, то 

нахождение вектора *Θ  по методу наименьших квад-
ратов связано с итерационной процедурой. Поэтому, 
если метод вариационно-взвешенных квадратических 
приближений реализовать в таком виде, как описано, 
то для нахождения каждого из векторов 

(0) (1) ( ), ,..., ,...sΘ Θ Θ  потребовалось бы несколько ите-

раций, т. е. в общей сложности время счета должно 
было возрасти в несколько раз. 

Но оказывается, что вовсе необязательно миними-
зировать форму ( )( , )rQ Θ Θ  по Θ . Достаточно полу-

чить хотя бы один вектор ( 1)r+Θ  такой, что 
( ) ( ) ( 1) ( )( , ) ( , )r r r rQ Q +Θ Θ > Θ Θ , и процедуру отыскания 

последовательности векторов ( 2) ( 3), , ...,r r+ +Θ Θ сходя-
щихся к искомому вектору nΘ , можно продолжить.  
В результате такого совмещения время счета по схеме 
вариационно-взвешенных квадратических приближе-
ний оказывается примерно таким, как и при реализа-
ции метода наименьших квадратов. Если же функции 

iξ  являются линейными, то время счета по схеме ва-
риационно-взвешенных квадратических приближений 
всегда существенно возрастает по сравнению со вре-
менем счета по схеме наименьших квадратов.  

Для сравнения алгоритмов этих подходов модели-
руются различные варианты получения радиолокаци-
онных измерений в задаче вычисления положения 
искусственного спутника Земли при ограничениях на 
ошибки измерений, отличающихся между собой чис-
лом проходов космического объекта через зону одно-
го или нескольких радаров (см. рисунок). Модель 
движения задана системой (1) [3; 14]. 

 

 
 

Вычисление положения ИЗС 
 
Рассмотрим несколько генеральных совокупно-

стей, подчиняющихся каждая своему распределению, 
и следующую двухэтапную схему. Сначала мы выби-
раем совокупность, которой будет принадлежать оче-
редное наблюдение, затем производим наблюдение. 
Если «потерять» информацию из первого этапа – «за-
быть» совокупность, к которой принадлежит каждое 
наблюдение, распределение полученной выборки 
окажется смесью распределений. Распределение ве-
роятностей совокупностей, а также параметры каждо-
го отдельного распределения вместе называются па-
раметрами смеси. В оценках, построенных по методу 
наименьших квадратов, уточняются все параметры 
состояния системы и используется вся имеющаяся 
априорная и апостериорная информация. 

Большая полнота сведений о погрешностях исход-
ных данных, используемых при построении алгоритма 
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фильтрации по методу наименьших квадратов, обес-
печивает преимущество метода наименьших квадра-
тов по сравнению с методом минимакса. Однако в том 
случае, когда эти сведения оказываются ошибочными, 
использование метода наименьших квадратов может 
привести к неоправданно оптимистическим оценкам 
точности получаемых результатов, а также к ошибкам 
при выборе оптимальной стратегии. Этот недостаток 
МНК усиливается по мере возрастания числа оцени-
ваемых параметров и количества используемых изме-
рений.  

С другой стороны, метод минимакса требует для 
своего осуществления значительно меньших сведений 
об ошибках исходных данных и обеспечивает гаран-
тированную оценку точности получаемых результа-
тов (табл. 1). Однако находимые в результате значе-
ния максимальных ошибок оценок параметров систе-
мы или их максимальных дисперсий часто оказыва-
ются сильно завышенными, так как их определение 
базируется на допущении о практически невероятном 
сочетании различных погрешностей исходных дан-
ных (табл. 2). 

 
Таблица 1 

Улучшение оценок параметров при сложных  
распределениях ошибок за счет использования МНМ 

 

Параметры Относительное улучшение точности  
оценки МНМ по сравнению с МНК  
для сложного распределения, % 

X 6,23 
Y 78,15 
Z 81,46 
Vx 40,96 
Vy 76,55 
Vz 96,34 

 
Таблица 2 

Точность оценок параметров движения  
при равномерном распределении ошибок  

измерений в пределах 50 м 
 

Итоговая точность оценки, м 
Метод 

Параметры 

МНК МНМ 
X –0,433 –1,42 
Y 1,343 3,72 
Z –2,917 –6,1 
Vx –0,009 –0,008 
Vy –0,058 –0,084 
Vz 0,05 0,077 

 
Эти результаты позволяют сделать несколько 

практических рекомендаций. Измерители наклонной 
дальности должны располагаться в углах треугольни-
ка, лежащего на поверхности Земли и близкого к рав-

ностороннему. Величины этих сторон должны быть 
выбраны такими, чтобы линии визирования, исходя-
щие из точек стояния измерителей и направленные в 
среднюю точку мерного интервала траектории, обра-
зовали попарно прямые углы. Для случаев, когда дан-
ные получены с ошибками и информация об этом не-
полна, эффективно использовать алгоритм вариаци-
онно-взвешенных квадратических приближений. 
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NUMERICAL COMPUTATIONS FOR ARTIFICIAL EARTH SATELLITE  
POSITION UNDER RESTRICTIONS ON MEASUREMENTS ERRORS 

 
The application of the least squares and  minimax methods for  near-earth space object position identification under 

known restrictions on the measurement errors is considered in this article. 
The computational schemes being used for a space object trajectories parameters evaluating under different meas-

urement errors are studied. 
The given algorithms accuracy characteristics under different measurement errors distributions are determined. 

The results of the computations are presented. 
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УДК 517.95 
 

С. И. Сенашов 
 

О СИСТЕМАХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ДВУМЯ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 
Показано, что система m (m > 2) квазилинейных дифференциальных уравнений от двух переменных, 

имеющая две характеристики, сводится к системе двух квазилинейных уравнений и системе m – 2 линей-
ных уравнения. 

 
Ключевые слова: дифференциальные уравнения в частных производных первого порядка, гиперболические 

системы, две характеристики. 
 
Рассмотрим систему дифференциальных квазили-

нейных уравнений первого порядка 
 

( ) j
ij xa u u∂ + ( ) 0, , 1,..., ,j

ij yb u u i j m∂ = =        (1) 
 

где 1( , ..., ).mu u u=  
Пусть система (1) имеет только две характеристики  
 

( ),dy A u
dx

= ( ),dy B u
dx

=  
 

а также m инвариантов Римана 1, ..., .mξ ξ  
В этом случае система (1) может быть записана  

в виде 
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где С равно либо А, либо В. 
Для простоты рассмотрим случай m = 4, который 

часто встречается, например, в теории пластичности. 
Имеем 
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Умножим первое уравнение системы на 
3

,
y

∂ξ
∂

  

а третье на 
1

y
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−
∂

 и сложим их. В результате получим 
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Это означает, что якобиан преобразования 
1 3( , ) 0.

( , )
J

x y
∂ ξ ξ

= =
∂

 

Следовательно, 3ξ есть некоторая функция от 1ξ . 
Аналогично из второго и третьего уравнений по-

лучаем, что 4ξ есть некоторая функция от 2ξ . 
Поэтому  
 

1 4( ,..., )A ξ ξ 1 2( , ),A= ξ ξ 1 4( ,..., )B ξ ξ 1 2( , ).B= ξ ξ  
 




