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в текущем кадре на основе анализа предыдущих кадров
видеопоследовательности. Предложена классификация
таких методов в виде двух основных подходов – статисти-
ческого и параметрического. Проведен сравнительный
анализ методов, используемых в рамках обоих подходов.
Кратко изложены способы поиска движения при локали-
зации лиц людей в видеопоследовательностях, в задачах
видеонаблюдения объектов, а также при реконструкции
отдельных сцен видеопоследовательности.
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МОДИФИКАЦИЯ GERT-СЕТИ ДЛЯ АНАЛИЗА ВРЕМЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
СЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ

Представлена математическая модель стохастической GERT-сети, в которой условие необходимости для
задания значений вероятностей выполнения переходов заменено условием вычислимости этих вероятностей
после активации начального узла дуги. Реализована возможность введения дополнительных параметров узлов.
Также рассмотрены ограничения, необходимые для того, чтобы сеть могла быть рассчитана на ЭВМ.
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Стохастические GERT-сети [1] достаточно хорошо за-
рекомендовали себя в задачах оценки времени выполне-
ния операции при последовательной обработке данных.
Например, их применяют при оценке времени перера-
ботки сырья в производстве полупроводников, в произ-
водстве электроники и ремонте автономного управления
электровоза [2; 3]. GERT-сети также позволяют получить
качественно новые результаты при оценке времени  вы-
полнения распараллеленной задачи на неспециализиро-
ванном вычислительном кластере Condor [4; 5].

GERT-сети требуют выполнения условия марковости
для вероятностей перехода по дугам (вероятность начала
выполнения работы). Кроме того, эти сети не позволяют
вводить дополнительные параметры для узлов (состояний)
и дуг (работ), что, например, возможно для сетей Петри
без условия марковости переходов [6; 7]. Эти требования
существенно ограничивают применимость данного мето-
да моделирования. В частности, при помощи стандартных
GERT-сетей не может быть разрешена задача оценки веро-
ятности выполнения образовательного процесса в инфор-

мационно-образовательном кластере с ограничением на
максимальное время реализации процесса.

Результатом работы по устранению описанных выше
ограничений GERT-сетей стала математическая модель
модифицированной GERT-сети (далее – МGERT-сеть), а
также разработка программного модуля, реализующего
данную модель.

Обозначения и термины, используемые в данной ста-
тье, соответствуют нотации К. Ноймана [1].
Математическая модель МGERT-сети. Рассмотрим

граф G(N, A), где N – множество узлов сети G, A – множе-
ство дуг сети G. Все дуги множества A – ориентирован-
ные. Узлы сети пронумерованы.

Примем соглашение: будем считать, что между двумя
узлами может быть не более одной дуги в каждом направ-
лении. Тогда каждая дуга a ∈ A может быть однозначно зада-
на парой узлов с номерами i, j, где i – начальный узел;
j – конечный узел. Обозначим дугу a как <i, j>.

В нашей сети узлы – это состояния проекта, а дуги – это
работы, изменяющие состояние (модель сети – дуга-работа).
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Выполнением сети будем называть процесс выпол-
нения случайного эксперимента, а как реализацией
сети – итог данного случайного эксперимента.

Пространство случайных выборок W является мно-
жеством всех возможных реализаций случайного экспе-
римента, возникающих при выполнении сети. Выполне-
ние сети происходит путем активации узлов, т. е. возник-
новения случайных событий «Узел i активирован».

Дуга называется выполненной, если узел, являющий-
ся ее началом, активирован.

Каждый активированный узел обладает набором па-
раметров. Обязательным является только один параметр –
вероятность активации узла ipi. Как правило, определяет-
ся еще один параметр – функция распределения време-
ни выполнения сети в момент активации узла Fi.

Каждой дуге сопоставлены функции, изменяющие
параметры активированного узла в процессе выполне-
ния работы, соответствующей данной дуге. Таким обра-
зом, каждой дуге сопоставлена вычисленная после акти-
вации начального узла дуги функция pij – условная веро-
ятность выполнения дуги <i, j> при условии активации
узла i.

Каждый узел GERT-сети имеет входную и выходную
функцию активации (рис. 1).

Входные функции бывают следующих видов:
– AND-функция (узел выполняется, если выполнены

все дуги, входящие в него);
– IOR-функция (узел выполняется, если выполнена

любая дуга, входящая в него);
– EOR-функция (узел выполняется, если выполнена

любая дуга, входящая в него при условии, что в данный
момент времени может выполняться только одна дуга).

В свою очередь выходные функции могут быть де-
терминированными (все дуги, выходящие из узла, выпол-
няются, если этот узел выполнен) и стохастическими (толь-
ко одна дуга, выходящая из узла, выполняется с заданной
вероятностью, если узел выполнен).

Активация узла происходит, если его входная функ-
ция выполнена. После выполнения выходной функции
активированного узла он становится неактивным.

Активация узла означает, что проект перешел в неко-
торое состояние и определяет множество возможных
дальнейших работ.

Одна или несколько работ (дуг) начинают свое выполне-
ние сразу после активации узла, являющегося их началом.

Определение: будем называть сеть G(N, A) МGERT-
сетью, если выполняются следующие условия:

1) она представлена ориентированной связанной сетью;
2) сеть обладает, по крайней мере, одним источником

и одним стоком;
3) каждый узел из N достижим, по крайней мере, из

одного источника и из каждого узла достижим, по край-
ней мере, один сток;

4) заданы типы входящих и выходящих функций узлов;
5) задано начальное распределение вероятности вы-

полнения источников qsub, где sub ⊆ R;

6) в течение каждого выполнения проекта для каждо-
го стока активируется не более одного источника, из ко-
торого этот сток достижим;

7) задан набор параметров, которыми обладает каж-
дый активированный узел (по крайней мере, вероятность
активации);

8) для каждой дуги указаны функции преобразования
параметров активированного узла;

9) хотя бы один источник активируется в момент вре-
мени 0 (если параметр, отвечающий за время, определен).

Условие 6 накладывает ограничение на начальное рас-
пределение вероятности выполнения источников и по-
зволяет трансформировать сеть в эквивалентную МGERT-
сеть с единственным источником [1]. Таким образом, мы
можем рассматривать только МGERT-сети с одним ис-
точником (рис. 2).

Рис. 2. Пример стохастической МGERT-сети,
состоящей из шести элементов

Обозначим Pred(<i, j>, <k, l>) – множество узлов, яв-
ляющихся ближайшим общим предком для дуг <i, j>,
<k, l>. Так, на рис. 2, Pred(<4, 6>, <5, 6>) = {2, 3}.

Аналогично введем Succ(<i, j>, <k, l>) – множество
узлов, являющихся ближайшим общим потомком для дуг
<i, j>, <k, l>. Так, на рис. 2, Succ(<1, 2>, <1, 3>) = {4, 5}.

Из определения EOR-входной функции узла следует,
что для любых двух дуг <j, i>, <k, i>, входящих в узел i c
EOR-входом, все узлы из Pred(<j, i>, <k, i>) имеют стохас-
тический выход. В противном случае вероятность того,
что более одной дуги будет выполнено одновременно,
не равна нулю, что противоречит определению EOR-вход-
ной функции.

Из определения IOR- или AND-входной функции узла
следует, что для любых двух дуг <j, i>, <k, i>, входящих в
узел i c IOR- или AND-входом, все узлы из Pred(<j, i>,
<k, i>) имеют детерминированный выход. В противном
случае вероятность того, что более одной дуги будет вы-
полнено одновременно, равна нулю, и узел не будет ак-
тивирован ни разу. В дальнейшем мы будем требовать
единственность такого узла. Обозначим его через l и бу-
дем говорить, что узел i имеет стохастическое начало в
узле l.

Дуга, выходящая из узла i с детерминированным вы-
ходом, может не иметь ближайших общих потомков с
остальными дугами, выходящими из i. В таком случае

Рис. 1. Обозначения входов и выходов узлов GERT-сети
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порождаемый ею путь не зависит от всех остальных пу-
тей, порожденных другими дугами, выходящими из i, и
имеет свой сток.

Так как выполнение сети идет дискретно, т. е. следую-
щий узел активируется только после выполнения усло-
вия его входной функции, то каждая конкретная реализа-
ция сети представляет собой ориентированный граф ис-
тории активаций узлов, который мы будем называть гра-
фом реализации. Если в МGERT-сети нет ни одного
IOR- или AND-узла, то граф реализации будет цепью. На-
пример, множеством всех графов реализации сети
(см. рис. 2) будут четыре цепи (рис. 3).

Рис. 3. Множество реализаций сети,
изображенной на рис. 2

Множество всех реализаций сети, изображенной на
рис. 4, состоит из графа и цепи (рис. 5).

Рис. 4. Пример стохастической МGERT-сети,
состоящей из семи элементов

Если сеть содержит циклы, то множество всех ее воз-
можных реализаций бесконечно. Однако многие реали-
зации оказывают несущественное влияние на конечный
результат, т. е. вероятность выполнения стока близка к
нулю. Поэтому введем дополнительные ограничения на
граф реализации:

а) общие ограничения (обязательные):
– реализация сети является допустимой, если в про-

цессе выполнения каждый из активированных узлов сети
активируется не более чем maxA ≥ 1 раз;

– реализация сети является допустимой, если в про-
цессе выполнения каждый из активированных узлов сети
активируется с вероятностью больше maxP > 0;

б) ограничения для каждого из узлов (они могут не
использоваться, но если указаны, то отменяют действие
общих обязательных ограничений):

– реализация сети является допустимой, если в про-
цессе выполнения узел i активируется не более чем
maxAi ≥ 1 раз;

– реализация сети является допустимой, если в про-
цессе выполнения узел i активируется с вероятностью
больше maxPi  > 0.

в) ограничения на циклы (обязательные):
– если в узел i циклической структуры C входит более

одной дуги и хотя бы одна дуга не принадлежит циклу C,
то узел i имеет EOR-вход;

– если из узла i циклической структуры C выходит
более одной дуги и хотя бы одна дуга не принадлежит
циклу C, то узел i имеет стохастический выход;

– если узел i с IOR- или AND-входом принадлежит
циклу, то узел j, являющийся стохастическим началом узла
i, принадлежит данному циклу.

Рис. 5. Множество реализаций сети,
изображенной на рис. 4

Таким образом, для любой сети с учетом хотя бы об-
щего ограничения количество реализаций конечно. За-
метим, что данные ограничения на циклы не запрещают
циклы без входа (они не попадут ни в одну реализацию
сети) и без выхода (реализации с такими циклами будут
отброшены как недопустимые).

Если выполняются указанные выше условия, то сеть
имеет конечное число реализаций, следовательно она
может быть вычислена с использованием ЭВМ.
МGERT-сеть с параметром «Функция распределе-

ния времени выполнения сети». Введем параметр
F(t) – функцию распределения времени выполнения
сети. Тогда каждой дуге сети должна быть сопоставле-
на функция Fij(t) условной вероятности распределения
времени выполнения работы, соответствующей дан-
ной дуге.

Введем следующие обозначения:
– pi – вероятность активации узла i;
– pij – функция условной вероятности активации узла

j при условии активации узла i, pij = 1, если узел i имеет
детерминированный выход;
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– pijн – вероятность выполнения начала цепи i при ус-
ловии, что узел, из которого она входит, будет активиро-
ван;

– pijк – вероятность выполнения конца цепи i при ус-
ловии, что узел, в который она входит, будет активирован;

– Fi(t) – функция распределения времени выполне-
ния узла i в момент его активации;

– Fij(t) – функция условной вероятности распределе-
ния времени выполнения работы;

– Fijн(t) – функция распределения времени выполне-
ния ti в начале цепи i при условии, что узел, из которого
она входит, будет активирован;

– Fijк(t) – функция распределения времени выполне-
ния ti на конце цепи i при условии, что узел, в который
она входит, будет активирован.

Рассмотрим изменение параметров p и F(t):
– выполнение дуги <i, j>:

к н ,ij ij ijp p p= ⋅

к н н( ) ( ) ( ) .ij ij ij ij ij
'F t F s F t s ds F F

+∞

−∞

= ⋅ − = ⊕∫
Если считать, что случайная величина t > 0, то пределы
интегрирования можно заменить на 0 и t соответствен-
но;

– формулы расчета для EOR-входа:

к ,j ijp p=

к( ) ( );j ijF t F t=

– формулы расчета для AND-входа:
1

12к 34к (2 1)(2 )к / ,...
N

j N N ip p p p p −
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12к 34к (2 1)(2 )к

12к 34к (2 1)(2 )к

( ) max( , , ..., )
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– формулы расчета для IOR-входа:
12к 34к (2 1)(2 )к(1 (1 ) (1 ) (1 ) ),...j i N Np p p p p −= ⋅ − − ⋅ − ⋅ ⋅ −
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Формулы, приведенные выше, предназначены для
расчета реализации сети по ее графу реализации.
Обработка результатов. Пусть r – элемент множества

реализаций со стоком i. Результатом расчета сети будут
множества реализаций Rr, сгруппированные по стокам ir.
Для стока в каждой реализации будут рассчитаны следу-
ющие характеристики:

– вероятность выполнения стока i r
i

r
p∑ ;

– вероятность выполнения стока i ко времени t в реа-
лизации r  pi

r ·Fi
r(t);

– вероятность выполнения стока i ко времени t
( )r r

i i
r

p F t⋅∑ ;

– математическое ожидание времени выполнения сто-
ка i

( ( ))
( ) ;

r r
i i

r
i r

i
r
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E t
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∞
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∑ ∫
∑

– математическое ожидание времени выполнения
всей сети
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– дисперсия времени выполнения стока i
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– дисперсия времени выполнения всей сети
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Таким образом, представленная в данной статье стоха-
стическая МGERT-сеть имеет более широкую область при-
менения, чем классическая GERT-сеть. Применение допол-
нительных параметров в узлах сети позволяет использо-
вать ее не только для оценки времени выполнения сети, но
и для оценки выполнимости сети в заданных рамках и при
заданных отклонениях от проектных параметров.

Следует отметить и недостатки МGERT-сети по срав-
нению с классическими GERT-сетями:

– высокие требования к вычислительным ресурсам
на сетях с большим количеством циклов;

– необходимость применения численных методов
свертки и дифференцирования, что вносит некоторую
погрешность в результаты вычислений.

На базе данной математической модели реализована
система стохастического моделирования распределенной
среды обработки информации и управления [8], которая
также может быть использована в составе более крупных
программных комплексов.
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THE GERT-NETWORK MODIFICATION FOR TEMPORAL
PARAMETERS ANALYSIS OF THE NETWORK MODELS

A modified mathematic model of GERT-network is presented, where the condition of setting constant numeric value to
the probability of arc changed to the condition of computability of the probability after arc initial node activation. Also
the constraints for availability of computer evaluation of network are considered.
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