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NEW EXACT SOLUTIONS WHICH DESCRIBE 2-DIMENSIONAL
VELOCITY FIELD FOR PRANDTL’S SOLUTION

For the well-known Prandtl’s solution which describes a pressing of a thin layer of plasticity material between two
parallel and rough plates new velocity fields are found. Method of construction of the other fields is considered.
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ О ПРОДАВЛИВАНИИ
СВЯЗНОЙ СЫПУЧЕЙ СРЕДЫ*

Исследован процесс локализации деформаций в образцах из разнопрочного материала типа грунта при про-
давливании через фильеру с прямолинейными, выпуклыми и вогнутыми боковыми поверхностями. Использована
специальная математическая модель, обобщающая классическую теорию упругости на случай материала, по-
разному сопротивляющегося растяжению и сжатию. Численное решение задачи построено с помощью итера-
ционного процесса, на каждом шаге которого решаются уравнения теории упругости с начальными напряже-
ниями на основе метода конечных элементов.
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Постановка задачи. Рассмотрим образец из разно-
прочного материала типа грунта, занимающий плоскую
область Ω  с границей Γ , состоящей из трех непересека-
ющихся частей uΓ , pΓ  и upΓ , на первой из которых задан
вектор перемещений ( )1 2,u u u= , на второй – вектор рас-
пределенной внешней нагрузки ( )1 2,p p p= , а на тре-
тьей ставятся смешанные граничные условия: при отсут-
ствии перемещений точек границы в направлении нор-
мали зафиксированы касательные напряжения

0nu u n= ⋅ = , frn pτ ⋅σ ⋅ = , upx ∈ Γ ,              (1)
где ( )1 2, ,n n n=  ( )1 2,τ = τ τ  – векторы нормали и каса-а-
тельной к границе соответственно; frp  – заданная функ-
ция, моделирующая трение.

Задача состоит в определении векторного поля пере-
мещений u  и тензорного поля напряжений σ , удовлет-
воряющих граничным условиям

0u =  на uΓ , 0nu =  на upΓ

и уравнению равновесия в вариационной форме

( ):
p up

fru d p ud p u dτ
Ω Γ Γ

σ ε Ω = ⋅ γ + ⋅ γ∫∫ ∫ ∫% % %            (2)

для любого векторного поля u% , удовлетворяющего одно-
родным граничным условиям в перемещениях на uΓ  и

upΓ . Здесь ( ) ( )*2 u u uε = ∇ + ∇  – тензор деформаций, со-
ответствующий векторному полю u  (звездочка означает
транспонирование). Кроме того, в области Ω  должны

быть выполнены определяющие уравнения, с помощью
которых по заданному тензору деформаций в каждой
точке Ω  можно однозначно определить тензор напря-
жений.

Смешанные граничные условия на участке upΓ  воз-
никают, например, при моделировании процесса продав-
ливания среды через фильеру с жесткими границами. В
этом случае величина frp  представляет собой напряже-
ние трения, равное нулю, если поверхность фильеры аб-
солютно гладкая.

Для описания напряженно-деформированного состо-
яния разнопрочного материала, имеющего различные
пределы прочности при растяжении и сжатии, будем ис-
пользовать модель сыпучей среды с пластическими свя-
зями [1]. Под действием сжимающих или растягивающих
напряжений меньше коэффициента сцепления (предела
прочности связей) такая среда не деформируется. Дос-
тижение предела прочности связей отвечает состоянию
равновесия, в котором деформация может быть произ-
вольной положительной величиной. Напряжения выше
этого предела невозможны. Регуляризованные опреде-
ляющие соотношения деформирования разнопрочной
среды, учитывающие упругость частиц и связующего,
приводятся к системе уравнений

( )1
0

1: : :
1

a a a−σ = ε − Π ε − σ
+ λ

,               (3)
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где σ  – тензор напряжений; 0σ  – тензор сцепления; a  –
симметричный положительно определенный тензор ко-
эффициентов упругости частиц; λ  – параметр регуля-
ризации; Π  – оператор проекции на конус допустимых
деформаций С по норме : :aε = ε ε .

В модели сыпучей среды с абсолютно твердыми час-
тицами, определяющие соотношения которой получают-
ся из системы (3) в пределе при a → ∞ , 0λ → , потенци-
ал напряжений равен ( )0 : Cσ ε + δ ε , где ( )Cδ ε  – индика-а-
торная функция конуса С, равная нулю на конусе и бес-
конечности вне этого конуса. Двойственный потенциал
деформаций ( )0Kδ σ − σ  выражается через индикатор-
ную функцию сопряженного конуса K, который состоит
из тензоров напряжений, образующих с тензорами из
конуса С тупые углы в смысле скалярного произведения,
задаваемого сверткой :σ ε  [2].
Вычислительный алгоритм. Основная идея вычис-

лительного алгоритма состоит в замене определяющих
уравнений (3) итерационной формулой

( )1 1
0

1: : :
1

n n na a a− −σ = ε − Π ε − σ
+ λ

или
( ) ( )

( )( )( )1

1

1 1 1 1
0

: ,

: : : ,

n n n n

n n n
c

u a

a c a u−

−

− − − −

ε = σ + ∆σ

∆σ = Π ε − σ          (4)

где 1, 2, 3,n K= .
На первом шаге поле начальных напряжений 0∆σ

считается тождественно равным нулю и решается упру-
гая задача для ненапряженного материала с тензором
модулей податливости a . На последующих шагах началь-
ные напряжения вычисляются через поле деформаций,
полученное по предыдущему решению. Итерации про-
должаются до тех пор, пока норма разности двух прибли-
женных решений на соседних шагах не станет меньше
наперед заданной точности вычислений.

Задача на n-м шаге алгоритма сводится к минимиза-
ции интегрального функционала

( )
( )

( )1

2

1 :
2

,
p up

n na

fr

u
I u u d

p ud p u d

− −

Ω

τ
Γ Γ

 ε
 = − ∆σ ε Ω −
 
 

− ⋅ Γ + ⋅ γ

∫

∫ ∫
или к численному решению вариационного уравнения

( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 1: :

,

, ,
p up

n n n

n n
fr

n

u a u u d

p u u d p u u d

u u U

− −

Ω

τ τ
Γ Γ

ε − ∆σ ε − ε Ω =

= ⋅ − Γ + ⋅ − γ

∈

∫

∫ ∫

%

% %

%     (5)
для которого применима стандартная техника метода ко-
нечных элементов [3; 4]. Как обычно, пространство пере-
мещений U  аппроксимируется конечномерным подпро-
странством hU  (где h  – характерный параметр дискре-
тизации), натянутом на заданную систему базисных фун-
кций из пространства U. В результате получается конеч-
номерная задача квадратичного программирования, ко-
торая приводит к большой системе линейных алгебраи-
ческих уравнений. В описанных ниже конкретных расче-

тах в качестве базисных функций выбирались стандарт-
ные кусочно-линейные сплайны, определенные на нере-
гулярной треугольной сетке, а система линейных уравне-
ний решалась методом сопряженных градиентов. Пре-
имущество этого метода состоит в том, что он позволяет
достаточно просто реализовать технологию программи-
рования, при которой в памяти компьютера постоянно
хранятся только ненулевые коэффициенты матрицы сис-
темы и соответствующие им индексы – номера строк и
столбцов [5].

Точное решение задачи, минимизирующее функци-
онал ( )I u  на пространстве U , очевидно, удовлетворяет
вариационному уравнению (5) с заменой напряжения

1n−∆σ  напряжением
( )( )( )1

1 1
0: : :

c
a c a u−

∞ − −∆σ = Π ε − σ .             (6)
Подставив в качестве варьируемого элемента u%  точ-

ное решение u  в уравнение (5) и приближенное реше-
ние nu  в аналогичное уравнение с ∞∆σ , после суммиро-
вания результатов получим

( ) ( ) ( )( )1

2 1 : 0n n n

a
u u u u d

−

− ∞

Ω

ε − − ∆σ − ∆σ ε − Ω =∫ .

В терминах скалярного произведения

( ) 1, : :a d−

Ω

ε ε = ε ε Ω∫% %

и соответствующей ему гильбертовой нормы
( )0

,ε = ε ε  последнее уравнение можно представить в
виде

( ) ( ) ( )( )1
0

: ,n nu u a u u− ∞ε − = ∆σ − ∆σ ε −% ,

откуда по неравенству Коши–Буняковского имеем

( ) ( )1

0 0
:n nu u a − ∞ε − ≤ ∆σ − ∆σ .                (7)

Положим для простоты a b= λ , ( ) 11c −= + λ , где λ –
малый безразмерный параметр.

В силу неравенства Корна, левая часть (7) определяет
на пространстве U  норму 

1

nu u− , эквивалентную нор-
ме ( )1H Ω . Правая часть оценивается с помощью фор-
мул (4) и (6) с учетом того, что оператор проекции – не-
растягивающее отображение:

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )
1 1

1

0

1
0 0

0

1 1

10

1 :

: :

.

n

n
a a

n n

a

u a u a

u u u u

− −

− ∞

−

− −

+ λ ∆σ − ∆σ =

= Π ε − σ − Π ε − σ ≤

≤ ε − = −
Таким образом, имеет место оценка

( )
1 0

1 1 1

1 1
1 1

n n
nu u u u u u−− ≤ − ≤ −

+ λ + λ
,

гарантирующая сходимость последовательности итера-
ций к точному решению со скоростью геометрической
прогрессии со знаменателем ( )1 1 1+ λ < .
Численный эксперимент. В качестве примера рас-

смотрим задачу о плоском деформированном состоянии
однородного образца с прямыми границами, на верхней
границе которого действует давление ( )00,P p= − ,
( )0 0p > , распределенное равномерно (рис. 1).

В этом случае поле для интенсивности сдвига

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2 12

2 2 2
3 3 3

γ ε = ε − ε + ε + ε + γ ,
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где ( )1 2 12, ,ε = ε ε γ , может быть получено как на основее
классической теории упругости (рис. 2, а), так и на осно-
ве модели разнопрочной среды с параметром внутренне-
го трения, соответствующего плотному грунту (рис. 2, б).
Интенсивность увеличивается от белого цвета до черно-
го по линейной зависимости. При этом следует отметить,
что в разнопрочной среде в нижней части образца обра-
зуется коническая зона вывала (см. рис. 2, б).

Рис. 1. Схема нагружения однородного образца с прямыми
границами равномерно распределенной силой Р

a

б
Рис. 2. Интенсивность деформации сдвига для задачи,
приведенной на рис. 1 (обозначения см. в тексте)

Также была рассмотрена задача о продавливании об-
разца через фильеру с прямоугольными боковыми гра-
ницами с применением неравномерно распределенной
силы, приложенной к верхней границе области, с равно-
мерно уменьшающейся нагрузкой от центра к боковым
границам (рис. 3). И в этой задаче поле интенсивности
сдвига может быть получено с использованием как клас-
сической теории упругости (рис. 4, а), так и модели раз-
нопрочной среды (рис. 4, б).

Рис. 3. Схема нагружения образца неравномерно
распределенной силой Р в задаче о продавливании образца

через фильеру с прямоугольными границами

a

б
Рис. 4. Интенсивность деформации сдвига для задачи,
представленной на рис. 3 (обозначения см. в тексте)
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Сравнивая изображения на рис. 4, б и рис. 2, б, можно
сделать вывод о том, что перераспределение внешнего
давления с одним и тем же интегральным значением силы
слабо влияет на изменение деформированного состоя-
ния в нижней части образца.

Задача о продавливании образца через фильеру с во-
гнутыми границами (рис. 5) имеет свои особенности по
сравнению с задачей о продавливании образца через
фильеру с прямоугольными боковыми границами.

Рис. 5. Схема нагружения образца равномерно
распределенной силой Р в задаче о продавливании образца

через фильеру с вогнутыми границами

a

б
Рис. 6. Интенсивность деформации сдвига для задачи,

приведенной на рис. 5, полученная на основе классической
теории упругости (а) и на основе модели равнопрочной

среды (б)

По сравнению с прямолинейными боковыми грани-
цами в случае вогнутых границ происходит перераспре-
деление зон локализации деформаций как в упругой (рис.
6, a), так и в разнопрочной среде (рис. 6, б), а размер зоны
вывала существенно увеличивается.

Далее была рассмотрена задача о продавливании об-
разца через фильеру с выпуклыми границами (рис. 7).

а

б
Рис. 7. Схема нагружения образца в задачах о продавливании

образца через фильеру с выпуклыми границами с
равномерно (а) и неравномерно (б) распределенной силой Р

Полученные в результате ее решения поля интенсив-
ности (рис. 8, 9) показывают, что в результате перерасп-
ределения давления появляется дополнительная линия
локализации деформации, которая соответствует асим-
метричным условиям задачи.

Таким образом, на основе метода конечных элемен-
тов предложен вычислительный алгоритм для решения
задач локализации деформаций в разнопрочной среде. В
качестве примера рассмотрено плоское деформирован-
ное состояние образца из разнопрочного материала типа
грунта при продавливании через фильеру с прямолиней-
ными, выпуклыми и вогнутыми боковыми поверхностя-
ми. Преимущества предложенного алгоритма в сравне-
нии с классическим подходом теории упругости наибо-
лее заметны при решении задач в асимметричной поста-
новке.
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Рис. 8. Интенсивность деформации сдвига для задачи, представленной на рис. 7, а,

полученная на основе классической теории упругости (а) и на основе модели равнопрочной среды (б)

   a  б
Рис. 9. Интенсивность деформации сдвига для задачи, представленной на рис. 7, б,

полученная на основе классической теории упругости (а) и на основе модели равнопрочной среды (б)

O. I. Kuzovatova, V. M. Sadovskii

NUMERICAL ANALYSIS OF THE PROCESS OF PUNCHING SHEAR OF A SOIL

Special mathematical model, generalizing of classical model of the elasticity theory, is used for the analysis of
directions of the deformations localization in samples from soil with different strengths. Numerical solution of the
problems is carried out by means of iterative process, on each step of which the equations of the elasticity theory with
initial stresses are solved on the basis of the finite-elements method.
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