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тизационных отчислений на затраты будет компенсиро-
ваться, во-первых, положительным влиянием сокраще-
ния налога на имущество, и, во-вторых, непосредствен-
ным воздействием амортизационных отчислений на NPV.

Вследствие того, что увеличение амортизационных
отчислений Am приведет к увеличению общих затрат Z,
это отразится на цене продукции kP  в сторону ее увели-
чения, что, в свою очередь, вновь будет воздействовать
на спрос. Поэтому то, насколько изменится в конечном
счете показатель NPV в результате смены метода начис-
ления амортизации, будет зависеть от эластичности спро-
са на конкретный вид продукции, конкурентной позиции
предприятия на рынке.

Учет рассматриваемых факторов при подготовке про-
екта и в ходе его реализации делает возможным управле-
ние его эффективностью. При этом необходимо учиты-
вать взаимодействие факторов друг с другом и измене-
ние спроса на продукцию.

Таким образом, можно сделать вывод, что предлагае-
мая классификация методов моделирования инвестицион-

ных проектов и проведенный сравнительный анализ позво-
ляют выбирать тот инструментарий, который в наибольшей
степени будет соответствовать целевым установкам пользо-
вателя. Выделенные на основе алгоритма расчета чистой
прибыли факторы эффективности инвестиционного про-
екта дают возможность управлять эффективностью проек-
та на стадии его планирования и в ходе реализации.
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Необходимость в разработке моделей сложных систем
возникает в различных областях науки и техники: математи-
ке, экономике, медицине, управлении космическими аппа-
ратами и др. При разработке моделей часто возникают зада-
чи оптимизации, которые обладают такими свойствами, как

многоэкстремальность, многокритериальность, алгоритми-
ческое задание функций, сложная конфигурация допусти-
мой области, наличие нескольких типов переменных и т. д.
Такие задачи не решаются с помощью классических проце-
дур оптимизации, что приводит к необходимости разраба-



80

Математика, механика, информатика

тывать и применять более эффективные и универсальные
методы. К таким методам относятся, в частности, эволюци-
онные алгоритмы (ЭА), доказавшие свою эффективность
при решении многих сложных задач [1; 2].

Эффективность ЭА определяется тщательной на-
стройкой и контролем их параметров. При произвольном
выборе параметров неподготовленным пользователем
эффективность алгоритма может быть как очень низкой,
так и очень высокой, а его надежность изменяться от нуля
до ста процентов для одной и той же задачи. В последние
годы наблюдается тенденция развития эволюционных
подходов, способных к самонастройке параметров за счет
использования сложных гибридных схем, а также эффек-
тивных алгоритмов с меньшим числом параметров.

Одним из подходов, позволяющих уменьшить число
настраиваемых параметров эволюционных алгоритмов,
является применение вероятностных генетических алгорит-
мов, или ВГА [3; 4]. Их отличие от стандартного генетичес-
кого алгоритма (ГА), в частности, состоит в том, что в них
отсутствует оператор скрещивания, а новые решения по-
лучаются на основе статистической информации о поис-
ковом пространстве. Таким образом, накапливая и исполь-
зуя эту информацию, данные алгоритмы самостоятельно
могут адаптироваться к решаемой задаче.

ВГА показали свою эффективность и применимость
к некоторым сложным задачам оптимизации [5; 6] и яв-
ляются перспективными для дальнейшего изучения и
совершенствования. Проблема исследования их специ-
фических свойств на широком классе задач оптимизации,
уменьшение количества настраиваемых параметров без
потери эффективности является актуальной. Данная ра-
бота посвящена исследованию эффективности ВГА в
сложных задачах условной оптимизации.
Вероятностный генетический алгоритм безусловной

оптимизации. В процессе своей работы ГА накапливают
и обрабатывают некоторую ста­тистическую информа-
цию о пространстве поиска, однако эта статистика в яв-
ном виде отсутствует. В ВГА предложен следующий спо-
соб представления накопленной ГА статистики: на теку-
щей итерации в соответствие популяции решений ста-
вить вектор вероятностей

1( ,  ...,  ), ( 1), 1,k k k k k
n i iP p p p P x i n= = = = ,

где k
ip  – вероятность присвоения i-й компоненте векто-

ра решения Xk значения 1; k – номер итерации.
В общем виде работу алгоритма ВГА можно предста-

вить следующим образом.
1. Инициализировать случайным образом популяцию

решений.
2. С помощью оператора селекции выбрать r наибо-

лее пригодных индивидов текущей популяции (родите-
лей). Вычислить вектор вероятностей по формуле

( )1,  ,  nP p p= K ,

{ }
1

11 , 1,
r

i
j j j

i
p P x x j n

r =

= = = =∑ ,

где n – длина хромосомы; i
jx – j-й бит i-го индивида.

3. В соответствии с распределением P  сформиро-
вать популяцию потомков.

4. Применить оператор мутации к популяции потомков.

5. Из популяции родителей и потомков сформировать
новую популяцию.

6. Повторять шаги 2–5, пока не выполнится условие
остановки.

Как отмечалось ранее, в процессе решения задачи
алгоритм накапливает статистику о распределении нулей
и единиц в популяции. В ходе проведения численных экс-
периментов было замечено, что зачастую компоненты
вектора вероятностей P  сходятся к соответствующим
значениям генов оптимального решения (рис. 1). Выб-
ранная j-я компонента вектора вероятностей P  стремит-
ся к 1, поэтому, скорее всего, в бинарном представлении
оптимального решения ген, стоящий на j-м месте, при-
нимает значение равное 1. Это свойство можно исполь-
зовать для прогнозирования оптимального решения.

Рис. 1. Значения j-й компоненты вектора вероятностей
в зависимости от номера поколения

В [3; 4] был предложен следующий алгоритм прогноза:
1. Для данной задачи выбрать определенную схему

ВГА, определить число итераций 1,  ..., i I=  и число не-
зависимых запусков алгоритма 1,  ...,k K= .

2. Набрать статистику ( ) , 1,  ...,  k
j ip j n= . Усреднить

( )j ip  по k. Выявить тенденцию изменения компонент jp .

3. Считать opt 1,jx =  если ( )
1

( ) 0,5 0
I

j i
i

p
=

− >∑ , иначече
opt 0jx = .
Основная идея данного алгоритма состоит в том, что

чем чаще вероятность оказывается больше 0,5, тем веро-
ятнее всего ген в оптимальном решении принимает зна-
чение, равное 1.

На практике возможна ситуация, когда в начале работы
ВГА накоплено недостаточно информации о поисковом
пространстве и значение j-го гена у большинства решений
равно 0 (или 1). На более позднем поколении ВГА находит
очень хорошее решение, у которого значение j-го гена от-
личное от ранее встречавшихся, и значения j-й компонен-
ты вектора вероятностей начинают сходиться к противо-
положному значению (рис. 2). Однако приведенный выше
алгоритм прогноза вычислит значение гена, равное пер-
воначальному, поскольку j-я компонента вектора вероят-
ностей продолжительное время оставалась меньше 0,5 (или
больше 0,5, если первоначально было значение 1).

Рис. 2. Ситуация, когда прогноз может быть неверным
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Таким образом, можно использовать следующую
модификацию алгоритма прогноза.

1. Определить шаг прогноза K.
2. Через каждые K поколений по набранной статисти-

ке iP , 1, Ki N= , KN t K= ⋅ , { } 1,  2,  t ∈ K  рассчитать
изменение вектора вероятностей: 1i i iP P P −∆ = − .

3. Каждому поколению придавать вес в зависимости
от его номера: ( )2 1i K Ki N Nσ = + , 1,  ,  Ki N= K .

4. Рассчитать взвешенное изменение вектора вероят-

ностей по формуле ( )
1

KN

ij i
i

P p P
=

∆ = ∆ = σ ⋅ ∆∑% % .

5. Рассчитать прогнозируемое оптимальное решение:
( )opt opt

jX x= , где opt 1,jx =  если 0~ ≥∆ jp , и opt 0jx =  иначе.че.
6. Добавить полученное решение в текущую рабо-

чую популяцию и продолжить работу ВГА.
Основная идея данного алгоритма состоит в том, что

вероятность на текущей популяции сравнивается с веро-
ятностью на предыдущей популяции, а более поздние
поколения (когда накоплено достаточно информации о
поисковом пространстве) вносят больший вклад в про-
гноз оптимального значения гена, за счет выбора весо-
вых коэффициентов. Весовые коэффициенты выбирают-

ся таким образом, что 1i i+σ > σ  и 
1

1
KN

i
i=

σ =∑ .

Генетические алгоритмы условной оптимизации.
В общем случае в ГА и ВГА выбор индивида из популя-
ции происходит в зависимости от его степени пригодно-
сти – чем индивид бо­лее пригоден, тем у него больше
шансов быть отобранным, при этом механизм учета ог-
раничений оптимизационной задачи отсутствует. Мож-
но использовать несколько возможных методов непос-
редственного решения этой проблемы.

Пусть решается следующая задача условной однокри-
териальной оптимизации:

( ) extr;

( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1, .
j

j

f x

g x j r

h x j r m

→

 ≤ =


= = +
В общем виде пригодность индивида x вычисляется

по формуле

1
fitness( ) ( ) ( ) ( )

m

j
j

x f x t f xβ

=

= + δ⋅ λ ⋅∑ ,

где t – номер текущего поколения; 1,δ =  если решается
задача минимизации; 1,δ = −  если решается задача мак-
симизации; ( )jf x  – штраф за нарушение j-го ограниче-
ния; β  – вещественное число. Штрафные функции ( )jf x
вычисляются по формуле

{ }max 0, ( ) , 1, ;
( )

( ) , 1, .

j
j

j

g x j r
f x

h x j r m

 == 
= +

Известны следующие штрафные методы: метод «смер-
тельных» штрафов, метод статических штрафов, метод ди-
намических штрафов, метод адаптивных штрафов, а также
гибридные методы, использующие механизм «лечения».

После детального анализа каждого метода было при-
нято решение использовать метод динамических и адап-
тивных штрафов, так как альтернативные методы облада-
ют рядом недостатков.

В частности, метод «смертельных» штрафов попрос-
ту отбрасывает недопустимые решения, тогда как они,
находясь вблизи допустимой области, зачастую несут в
себе полезную информацию для порождения новых до-
пустимых решений. Метод статических штрафов исполь-
зует много настраиваемых параметров, которые пользо-
ватель должен самостоятельно подобрать перед решени-
ем каждой задачи. Неверный выбор данных параметров
может привести к тому, что допустимые решения не бу-
дут найдены. Гибридные методы, использующие меха-
низм «лечения», применяют на каждом шаге ЭА локаль-
ный поиск для того, чтобы минимизировать значения
штрафных функций. Это требует значительных дополни-
тельных вычислительных ресурсов.

Метод динамических штрафов. Данный метод ис-
пользует штрафные функции, описанные выше, и опре-
деляет функцию ( )tλ  следующим образом:

( )( ) .t C t αλ = ⋅
На t-й итерации пригодность индивида x вычисляется

в данном методе по следующей формуле:

( )
1

fitness( ) ( ) ( )
m

i
i

x f x C t f xα β

=

= + δ ⋅ ⋅ ⋅∑ .

Параметры ,  ,  C α β  подбираются индивидуально для
каждой решаемой задачи. На практике рекомендованы
значения 0,5;  2C = α = β =  (получено эксперименталь-
ным путем).

Метод адаптивных штрафов. Этот метод также ис-
пользует вышеописанные штрафные функции, функция

( )tλ  вычисляется следующим образом:

1

2

( ),  если ,
для всех 1 ,

( 1) ( ),  если ,
для всех 1 ,

( ),  в остальных случаях.

i

i

t b D
t k i t

t t b D
t k i t

t

β ⋅λ ∈


− + ≤ ≤
λ + = β ⋅ λ ∉
 − + ≤ ≤
λ


где 
i

b  – лучший индивид i-й популяции, 1 (0,1)β ∈ , 2 1β >
и 1 2 1β β ≠ . Здесь на (t + 1)-м шаге происходит уменьше-
ние штрафа, если лучший индивид в течение k предыду-
щих поколений принадлежал допустимой области. Если
же лучший индивид в течение того же промежутка вре-
мени выходил за границы допустимой области, то проис-
ходит увеличение штрафа.

Метод вводит три дополнительных параметра 1β , 2β ,
k. Таким образом, метод адаптивных штрафов штрафует
недопустимых индивидов не только в соответствии с тем,
насколько они сами нарушают ограничения, но и с уче-
том того, насколько ограничения нарушались их предше-
ственниками [7].
Вероятностный ГА условной оптимизации. Для задач

условной оптимизации использование методов штраф-
ных функций сохраняет общую схему использования
ВГА, основная разница состоит в способе оценки реше-
ний – иначе определяется функция пригодности индиви-
да. Аналогичным образом на задачи условной оптими-
зации распространяется и метод прогноза оптимальных
решений в ВГА. Для прогноза ВГА целесообразно при-
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менять модифицированную процедуру прогноза, так как
структура поверхности целевой функции «со штрафом»
содержит большое число локальных оптимумов, и обыч-
ный прогноз на ранних итерациях вероятнее сойдется к
локальному оптимуму, нежели к глобальному.
Численное исследование эффективности алгорит-

мов ГА и ВГА для задач условной оптимизации. Сравне-
ние эффективности ГА и ВГА проводилось на множе-
стве тестовых задач однокритериальной условной опти-
мизации. Целевые функции и ограничения в задачах пред-
ставляют собой линейные и нелинейные функции не-
скольких переменных. Приведем здесь некоторые из за-
дач, входящих в тестовый набор (табл. 1) [8].

Тестирование проводилось при наилучших и наихуд-
ших настройках параметров алгоритмов, для того чтобы
установить диапазон влияния вносимых изменений на
качество работы. Эти изменения могут и не улучшать

работу алгоритма при наилучших настройках, но могут
улучшать их при наихудших настройках, что дает положи-
тельный эффект в условиях произвольного выбора на-
строек неподготовленным в области эволюционной оп-
тимизации пользователем.

Поскольку алгоритмы являются стохастическими, то
для каждой комбинации параметров исследуемые харак-
теристики усреднялись по 100 независимым запускам
алгоритма.

В качестве исследуемых характеристик были выбра-
ны следующие:

– процент запусков (%), в которых было найдено точ-
ное оптимальное решение;

– средний номер итерации (N), на которой впервые
было найдено точное оптимальное решение.

На первом этапе исследования был определен метод
учета ограничений, который является наиболее эффек-
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Таблица 1
Тестовые задачи условной однокритериальной оптимизации
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тивным для выбранного множества тестовых задач. В ре-
зультате исследований было установлено, что для стан-
дартного ГА при наилучших настройках динамический
штраф оказывается эффективнее во всех случаях. При
наихудших настройках динамический штраф эффектив-
нее в 60 % случаев. В среднем, динамический штраф эф-
фективнее адаптивного в 60 % случаев. Для ВГА динами-
ческий штраф оказывается эффективнее во всех случаях
при наилучших и наихудших настройках.

Таким образом, было установлено, что для ГА и ВГА
метод динамического штрафа является более эффектив-
ным, чем метод адаптивного штрафа.

На втором этапе исследования было проведено срав-
нение стандартного ГА и ВГА с использованием метода
динамических штрафов для учета ограничений (табл. 2).
При наилучших настройках стандартный ГА оказался
эффективнее в 67 % случаев. Однако даже в тех случаях,
когда ВГА уступает стандартному ГА, разница в эффек-
тивности незначительна. При наихудших и средних на-
стройках наиболее эффективным оказался ВГА в 100 и
75 % случаев соответственно.

На третьем этапе исследования сравнивались стандар-
тный ГА и ВГА с прогнозом (табл. 3). Было установлено,
что при наилучших настройках ВГА с прогнозом в целом
эффективнее ГА в 60 % случаев, а при наихудших на-
стройках эффективнее в 67 % случаев. Кроме того, алго-
ритм с прогнозом находит оптимальное решение на бо-
лее ранней стадии работы алгоритма.

Задача 
Наилучшие настройки Наихудшие настройки Средняя эффективность 
ГА ВГА ГА ВГА ГА ВГА 

% N % N % N % N % N % N 
Линейная 
задача 1 

76 31,05 64 32,81 12 16,83 14 14,14 41,78 27,67 40,22 26,2 

Линейная 
задача 2 

100 472,04 100 446,9 0 0 0 0 61,19 357,38 61,56 375,58 

Нелинейная 
задача 1 

58 32,28 66 32,39 8 25 24 18,25 34,22 28,95 41,33 26,49 

Нелинейная 
задача 2 

100 21,22 98 15,02 44 9,93 68 9,12 76,07 14,49 83,56 12,24 

Нелинейная 
задача 3 

20 18,8 68 29,94 0 0 22 13,64 7,41 19,45 40,89 24,68 

Нелинейная 
задача 4 

94 35,77 92 36,09 52 43,42 48 42,96 72,81 33,07 72,44 31,86 

Растригина 100 54,4 100 33,4 5 10 100 76,92 56,85 58,32 100 48,22 
Ackley (and) 100 2,76 100 4,51 95 61,21 100 69,71 99,63 23,02 100 32,92 
Ackley (or) 100 1,94 100 3,79 100 63,04 100 42,24 100 12,57 100 13,41 
Количество 
выигрышей 

7 6 6 3 2 2 7 6 3 4 7 5 

Процент 
выигрышей 

53,85 66,67     77,78 75   70 55,56 

Количество 
выигрышей 
по двум 
критериям 

4 2 0 5 1 3 

Процент 
выигрышей 
по двум 
критериям 

66,67   100  75 

 

Таблица 2
Сравнение эффективности ГА и ВГА для однокритериальной условной

оптимизации с динамическим штрафом

Проведенные исследования позволяют сделать следу-
ющие выводы: для решения задач условной однокрите-
риальной оптимизации ВГА более предпочтителен чем
стандартный ГА, так как в среднем является более эф-
фективным и при этом содержит меньшее число пара-
метров для настройки, а алгоритм прогноза оптимально-
го решения позволяет находить оптимальное решение на
более ранней стадии работы алгоритма.
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Функция 
Наилучшие настройки Наихудшие настройки Средняя эффективность 
ГА ВГА (P) ГА ВГА (P) ГА ВГА (P) 

% N % N % N % N % N % N 
Линейная 
задача 1 

76 31,05 48 34,29 12 16,83 22 24,64 41,78 27,67 39,33 32,8 

Линейная 
задача 2 

100 472,04 100 438,4 0 0 2 8 61,19 357,38 60 350,82 

Нелинейная 
задача 1 

58 32,28 46 23,96 8 25 0 0 34,22 28,95 21,78 19,49 

Нелинейная 
задача 2 

100 21,22 66 18,12 44 9,93 28 14,21 76,07 14,49 45,11 16,91 

Нелинейная 
задача 3 

20 18,8 34 29,47 0 0 0 0 7,41 19,45 17,33 21,45 

Нелинейная 
задача 4 

94 35,77 100 38,92 52 43,42 60 41,77 72,81 33,07 84,22 30,84 

Растригина 100 54,4 100 32,36 5 10 98 55,22 56,85 58,32 99,78 47,82 
Ackley (and) 100 2,76 100 3,06 95 61,21 100 50,57 99,63 23,02 100 29,74 
Ackley (or) 100 1,94 100 3,47 100 63,04 100 56,65 100 12,57 100 15,58 
Количество 
выигрышей 

7 4 5 6 3 4 6 4 5 5 5 4 

Процент 
выигрышей 

58,33   60  50 66,67 50 50 55,56 50  

Количество 
выигрышей по 
двум 
критериям 

2 3 2 4 1 2 

Процент 
выигрышей по 
двум 
критериям 

 60  66,67  66,67 

 

Таблица 3
Сравнение эффективности ГА и ВГА с прогнозом для однокритериальной условной

оптимизации с динамическим штрафом
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A MODIFIED PROBABILISTIC GENETIC ALGORITHM
FOR COMPLEX CONSTRAINED OPTIMIZATION PROBLEMS

A new algorithm for complex constrained optimization problems based on the probabilistic genetic algorithm with
optimal solution prediction is proposed. The efficiency investigation results in comparison with standard genetic algorithm
are presented.
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