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По своим частотным характеристикам все лексемы 
ИТБ разделяются на две группы: 1) лексемы, имею-
щие наибольшую частоту (основные лексемы); 2) лек-
семы, частота которых не превышает некоторого чи-
слового порога. Из них впоследствии формируются 
реляционные ряды, каждый из которых однозначно 
соответствует одной из основных лексем.  

При этом структура МЛ-компонента [7], отра-
жающего основную лексему, дополняется соответст-
вующими переходными вероятностями. 

Построение ИТБ согласно реляционной модели 
позволяет значительно снизить трудоемкость его про-
хождения и увеличить эффективность системы обу-
чения в целом. При этом применение реляционной 
модели хорошо сочетается с другими методами опти-
мизации структуры ИТБ, в частности с методами оп-
тимального разбиения ИТБ на блоки и модули [5]. 
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Будем рассматривать n -мерное комплексное про-

странство ( 1)n n >C  переменных 1( , , )nz z z= … . Если 

, nz w∈C , то 1 1, n nz w z w z w= + +… , а | | ,z z z= , 
где 1( , , )nz z z= … . 

Пусть ( )zB ε  – шар в nC с центром в точке z  ра-
диуса ε , т. е.  

 

{ }( ) :n
zB zε = ς∈ ς − < εC . 
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Тогда B  – единичный шар из nC , а именно  
 

{ }0 (1) : 1B B= = ς ς < , 
 

а S – граница шара В: 
 

{ }: 1S = ς ς = . 
 

Обозначим через ( , )K zς  ядро интеграла Коши–
Сеге для шара, т. е. 
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1 ,
nK z

z
ς =

− ς
 

 

а через ( )σ ς  дифференциальную форму  
 

( )
1

1

( 1)!( ) ( 1) [ ] ,
2

n
k

kn
k

n d k d
i

−

=

−
σ ς = − ς ς ∧ ς

π
∑  

 

где 1 1 1[ ] ,k k nd k d d d d− +ς = ς ∧ ∧ ς ∧ ς ∧ ∧ ς… …  

1 .nd d dς = ς ∧ ∧ ς…  
Для любых точек , z Sς ∈  выполняются соотноше-

ния [1; 2] 

1 21 , 1 , .C z z C z− ς ≤ ς − ≤ − ς                (1) 
 

Интегральное представление Коши–Сеге.      
Теорема 1 [3]. Для любой функции ,f  голоморфной    

в В и непрерывной в ,B  справедлива формула 
 

( ) ( ) ( , ) ( ), .
S

f z f K z z B= ς ς σ ς ∈∫  

 

Рассмотрим для точек z S∈ главное значение        
в смысле Керзмана–Стейна [1; 2]: 
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S
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v p h f K z

f K z
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∫
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где { }( ) : 1 ,zE zε = ς − ς < ε . Оно отличается от 

обычного главного значения . .v p  по Коши тем, что из 
границы области выбрасывается не шар ( )zB ε , а «эл-
липсоид» ( )zE ε . Далее в работе для точек z S∈  бу-
дем рассматривать главное значение в смысле Керз-
мана–Стейна и знак . . .v p h  будем иногда опускать.  

Теорема 2 [1; 2]. При 1n >  справедлива формула  
 

1. . . ( ) ( , ) ( ) , .
2S

v p h f K z z Sς ς σ ς = ∈∫  

 

Обозначим для интегрируемой на S  функции f  
предельное значение интеграла 

 

( ) ( , ) ( )
S

f K zς ς σ ς∫  

изнутри шара B  через [ ]K f+ .  

Функция f  удовлетворяет на S  условию Гельде-

ра с показателем α , 0 1< α ≤ , (т. е. ( )f C Sα∈ ), если 
для точек , z Sς ∈  выполняется неравенство [2]: 

 

( ) ( ) 1 , .f f z C z
α

ς − ≤ − ς  
 

Заметим, если функция f  удовлетворяет на S  усло-

вию Гельдера относительно метрики 1 , z− ς , то 

она также будет удовлетворять условию Гельдера 
относительно метрики zς −  с тем же показателем 
(так как верно соотношение (1). 

Теорема 3 [1; 2]. Если ( )f C Sα∈ , 0 1< α ≤ , то           

интеграл [ ]K f+  непрерывно продолжается на B  и 

[ ] ( )K f C S+ α∈  и справедливо равенство 
 

( )[ ] . . . ( ) ( , ) ( ) , .
2S

f zK f v p h f K z z S+ = ς ς σ ς + ∈∫  

 

Целью работы является получение аналога форму-
лы Пуанкаре–Бертрана для особого интеграла Коши–
Сеге в случае, когда главное значение особого инте-
грала рассматривается в смысле Керзмана–Стейна. 

Вспомогательные результаты. Следствием оце-
нок, приведенных в [4], являются леммы 1 и 2. 

Лемма 1. Пусть ( )f C S Sα∈ × , тогда для z S∈  
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где ( )d wσ  – мера Лебега на .S  

Лемма 2. Пусть ( )f C S Sα∈ × , тогда для z S∈            
и 0 n≤ ν <  
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Теорема 4. Пусть 0( , ) ( , ) |1 , | ,f w f w w −νς = ς ⋅ − ς  

0 ( , ) ( )f w C S Sας ∈ × , 0 ,n≤ ν <  тогда 
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Доказательство. Введем разбиение единицы сле-
дующим образом. Рассмотрим множество 

( ){ }, : , .wM B B w B w Bς= × = ς ς∈ ∈  Введем в нем 

компактные окрестности 1M  множества 
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( ){ }, :w M wς ∈ ς =  и 2M  множества 

( ){ }, : ,w M zς ∈ ς =  пересекающиеся лишь по одной 

точке ( ), .z z  Тогда открытые множества 1 1\U M M=  

и 2 2\U M M=  являются покрытием множества 

( ){ }\ , .M z z  Пусть 1( , )wα ς  и 2 ( , )wα ς  − гладкое раз-

биение единицы, подчиненное этому покрытию, т. е. 
1 2 1α +α ≡  на 1 2 ,U U∪  10 1,≤ α ≤  20 1.≤ α ≤  Тогда 

1( , ) 0wα ς ≡  в окрестности точки wς =  при фиксиро-
ванном ,w z≠  1( , ) 1,z wα =  а 2 ( , ) 0wα ς ≡  в окрестно-
сти точки zς =  и 2 ( , ) 1.w wα =  

Тогда 
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Рассмотрим интеграл 
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Так как 1( , ) 0wα ς =  в области ( )wS Eς ∩ ε , то в по-
следнем интеграле, применив лемму 1, можно поме-
нять порядок интегрирования. Тогда получим 
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Рассмотрим интеграл 
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Так как 2 ( , ) 0wα ς =  в области ( )zS Eς ∩ ε , то, 
применив лемму 2, можно поменять порядок интег-
рирования: 
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Таким образом, 
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Лемма 3. Для точек 0 0,z Sς ∈  справедливо равен-
ство 
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Доказательство. Рассмотрим разбиение единицы, 
аналогичное разбиению из предыдущей теоремы.  
Рассмотрим множество .M B=  Введем в нем ком-
пактные окрестности 1M  множества { }0:w M w∈ = ς  

и 2M  множества { }0: .w M w z∈ =  Тогда открытые 

множества 1 1\U M M=  и 2 2\U M M=  являются по-
крытием множества .M  Пусть 1( )wα  и 2 ( )wα  − 
гладкое разбиение единицы, подчиненное этому            
покрытию, т. е. 1 2 1α +α ≡  на 1 2 ,U U∪  10 1,≤ α ≤  

20 1.≤ α ≤  Тогда 1( ) 0wα ≡  в окрестности точки 
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Преобразуем каждое слагаемое отдельно, восполь-

зовавшись теоремой 3 и учитывая, что 0
1( ) 1,zα =  

0
2 ( ) 1,α ς =  ( ) ( ) SSw wσ = σ  и ( , ) ( , ) :K w K wς = ς  
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Тогда, применяя теорему 1, получим 
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Основной результат. Теорема 5. Пусть 
( )f C S Sα∈ × , тогда для z S∈  

 
 

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) .
4

w

w

S S

S S

K w z w f w K w

f z zf w K w z K w w

ς

ς

σ ς ς σ ς =

= ς ς σ ς σ +

∫ ∫

∫ ∫
 

Доказательство. Преобразуем интеграл следую-
щим образом: 

( )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
w

w

S S

S S

K w z w f w K w

K w z w f w f w w K w
ς

ς

σ ς ς σ ς =

= σ ς − ς σ ς +

∫ ∫

∫ ∫
 

( )( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
wS S

K w z w f w w f z w K w
ς

+ σ − ς σ ς +∫ ∫  

( )( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).
w

w

S S

S S

K w z w f z w f z z K w

f z z K w z w K w
ς

ς

+ σ − ς σ ς +

+ σ ς σ ς

∫ ∫

∫ ∫
 

 

В первых трех интегралах по теореме 4 можно по-
менять порядок интегрирования. По теореме 2 

 

1( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
4

wS S

K w z w K w
ς

σ ς σ ς =∫ ∫  

а по лемме 3 
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Тем самым доказан аналог формулы Пуанкаре–
Бертрана для особого интеграла Коши–Сеге и для 
главного значения в смысле Керзмана–Стейна. 
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ON ITERATIVE SINGULAR CAUCHY-SZEGO INTEGRAL 

 
The article presents an obtained Poincare–Bertrand formula analog for Cauchy–Szego integral in a full-sphere. 

Principal value of integral in terms of Kerzman–Stein is considered in the article. 
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