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дискретность измерения переменных, характеризую-
щих состояние исследуемого процесса, случайные 
ошибки, непредставительность выборок, действие 
случайных возмущений и т. д. И, наконец, в-третьих, 
чаще всего мы лишены на практике возможности 
проводить желаемые эксперименты, потому что объ-
екты «включены» в реально функционирующий про-
изводственный процесс. Необходимо с большой осто-
рожностью на этапе математической постановки за-
дачи произносить ставшие обычными допущения: 
«Пусть объект описывается…», «Имеем генераль-
ную совокупность» и т. п. Только учет всех пере-
численных выше факторов позволяет строить каче-
ственные модели реальных дискретно-непрерывных 
процессов и использовать их в дальнейшем для це-
лей управления.   
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НЕЭРГОДИЧНОСТЬ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
КОМПЬЮТЕРНОЙ СЕТИ СЛУЧАЙНОГО ДОСТУПА 

 
Рассмотрена математическая модель компьютерной сети случайного доступа с конфликтами заявок, при 

возникновении которых обе заявки переходят в источник повторных вызовов. Для процесса изменения состоя-
ний системы построена вложенная цепь Маркова. Сформулирована теорема о неэргодичности цепи Маркова, 
что доказывает неустойчивость функционирования рассматриваемой компьютерной сети связи, управляемой 
протоколом случайного множественного доступа. 

 
Ключевые слова: теория массового обслуживания, RQ-системы, конфликты заявок. 
 
Рассмотрим сеть связи случайного доступа. Обра-

щение к общему ресурсу (моноканалу) реализуется 
протоколом случайного множественного доступа с 
оповещением о конфликте. Абонентская станция, 
сформировав сообщение, отправляет его на общий 
ресурс. Если ресурс свободен, то начинает осуществ-
ляться немедленная передача сообщения, которая за-
канчивается успешно, если за это время другие заявки 
не поступали. Если же за время передачи одного со-
общения поступает другое, то происходит наложение 
сигналов, в результате чего сообщения искажаются. 
Сообщения, попавшие в конфликт, а также посту-
пившие на этапе оповещения о конфликте, считаются 
искаженными и переходят в источник повторных вы-

зовов (ИПВ), откуда вновь подаются на обслуживание 
после случайной задержки. 

В качестве математической модели сети случайно-
го доступа рассмотрим (см. рисунок) однолинейную 
немарковскую RQ-систему (Retrial Queues) с кон-
фликтами заявок, на вход которой поступает про-
стейший поток заявок с интенсивностью λ. Требова-
ние, обратившееся к прибору и заставшее его свобод-
ным, немедленно занимает прибор и начинает обслу-
живаться в течение случайного времени, имеющего 
произвольную функцию распределения B(x). Если за 
время обслуживания заявки другие требования не 
поступали, то обслуживаемая заявка покидает систе-
му после полного завершения обслуживания. Если 
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прибор занят, то поступившая и обслуживаемая заяв-
ки вступают в конфликт и обе переходят в ИПВ, где 
осуществляют случайную задержку, продолжитель-
ность которой имеет экспоненциальное распределе-
ние с параметром σ, а на приборе начинается этап 
оповещения о конфликте, продолжительность которо-
го имеет функцию распределения A(x). Из ИПВ после 
случайной задержки заявка вновь обращается к прибо-
ру с повторной попыткой его захвата. И если прибор 
свободен, то заявка из ИПВ немедленно занимает его 
для обслуживания. Если же прибор занят, то вновь 
возникает конфликт и обе заявки переходят в ИПВ.  

Таким образом, математической моделью сети 
случайного доступа будем называть RQ-систему               
с конфликтами заявок и оповещением о конфликте. 

Важным вопросом в теории массового обслужива-
ния является определение условий существования 
стационарного режима в RQ-системах. Несмотря на 
обилие работ [1; 2], посвященных данному вопросу, 
проблема эргодичности RQ-систем с конфликтами 
заявок не нашла должного отражения в научной лите-
ратуре. В работе мы использовали условие Каплана           
и теорему Сеннота [3] для доказательства неэргодич-
ности математических моделей компьютерных сетей 
связи с конфликтами заявок. 

Неэргодичность математической модели опреде-
ляет неустойчивость функционирования рассматри-
ваемой компьютерной сети связи, управляемой про-
токолом случайного множественного доступа. 

 

 
 

Схема функционирования немарковской RQ-системы 
 

Введем обозначение i(t) – число заявок в ИПВ в 
момент времени t. 

Так как случайный процесс i(t) для рассматривае-
мой RQ-системы является полумарковским, а эргоди-
ческие свойства полумарковского процесса полно-
стью определяются эргодическими свойствами его 
вложенной цепи Маркова, то для рассматриваемого 
процесса i(t) определим его вложенную цепь и вы-
полним исследование ее эргодических свойств. 

Рассмотрим моменты времени  
 

1 2 3 1... ...n nt t t t t +< < < < < < , 
 

где tn – момент окончания режима функционирования 
прибора завершением обслуживания или этапа опо-
вещения о конфликте, и освобождением прибора; то-
гда процесс νn = i(tn) с дискретным временем n явля-
ется вложенной цепью Маркова для полумарковского 
процесса i(t). 

Найдем переходные вероятности 
{ }1ij n nP P j i+= ν = ν =  вложенной цепи Маркова νn. 

За один шаг возможны следующие переходы цепи 
Маркова из состояния νn = i в состояния νn + 1 = j, где 

{ }1, , 1, 2, 3, 4,...j i i i i i i= − + + + + . Определим собы-
тия, соответствующие этим переходам: 

– i→i−1: на прибор поступила заявка из ИПВ, об-
служивание которой завершилось успешно; 

– i→i: на прибор поступила заявка из внешнего 
потока, обслуживание которой завершилось успешно; 
или на прибор поступила заявка из ИПВ, но ее обслу-
живание прервалось заявкой из ИПВ, произошел 
конфликт и на приборе начался этап оповещения о 
конфликте, за время которого других заявок из внеш-
него потока не поступало; 

– i→i + 1: на прибор поступила заявка из внешнего 
потока, ее обслуживание прервалось заявкой из ИПВ, 
произошел конфликт и на приборе начался этап опо-
вещения о конфликте, за время которого других зая-
вок из внешнего потока не поступало; или на прибор 
поступила заявка из ИПВ, ее обслуживание прервано 
заявкой из внешнего потока, произошел конфликт             
и на приборе начался этап оповещения о конфликте, 
за время которого других заявок из внешнего потока 
не поступало; либо на прибор для обслуживания 
встала заявка из ИПВ, ее обслуживание прервалось 
заявкой из ИПВ, произошел конфликт и на приборе 
начался этап оповещения о конфликте, за время кото-
рого из внешнего потока поступила одна заявка; 

– , 2,i i k k→ + = ∞ : на прибор поступила заявка 
из внешнего потока, ее обслуживание прервано заяв-
кой из внешнего потока, произошел конфликт и на 
приборе начался этап оповещения о конфликте, за 
время которого из внешнего потока поступило k − 2 
заявки; либо на прибор поступила заявка из внешнего 
потока, ее обслуживание прервалось заявкой из ИПВ, 
произошел конфликт и на приборе начался этап опо-
вещения о конфликте, за время которого из внешнего 
потока поступила k − 1 заявка; или на прибор посту-
пила заявка из ИПВ, ее обслуживание прервано заяв-
кой из внешнего потока, произошел конфликт и на 
приборе начался этап оповещения о конфликте, за 
время которого из внешнего потока поступала k − 1 
заявка; либо на прибор поступила заявка из ИПВ, ее 
обслуживание прервалось заявкой из ИПВ, произо-
шел конфликт и на приборе начался этап оповещения 
о конфликте, за время которого из внешнего потока 
поступило k заявок. 

Пусть { } ( )
!

k
x

n
xP k x e
k

−λλ
Δ = =  – условная вероят-

ность того, что на интервале оповещения о конфликте 
поступит k заявок при условии, что средняя продолжи-
тельность этапа оповещения о конфликте равна x [4].  

Так как x есть значение случайной величины                
с функцией распределения A(x), то усредняя по x, по-
лучим значение безусловных вероятностей 

0

( )( ) ( )
!

k
xxf k e dA x

k

∞
−λλ

= ∫ . 

( )A x  

 
     ( )B x  
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Тогда, учитывая описание модели, запишем веро-
ятности Pij переходов цепи Маркова νn в виде 

 

( )*
1 ( 1)i i

iP B i
i−
σ

= λ + − σ
λ + σ

, 

( )*( 1) 1 ( 1)
( 1)i i

i iP B i
i i
σ − σ ⎡ ⎤= − λ + − σ ×⎣ ⎦λ + σ λ + − σ

 

( )*(0)f B i
i
λ

× + λ + σ
λ + σ

; 

( )*
1 1 (0)i i

iP B i f
i i+
λ σ ⎡ ⎤= − λ + σ +⎣ ⎦λ + σ λ + σ

 

( )*1 ( 1) (0)
( 1)

i B i f
i i
σ λ ⎡ ⎤+ − λ + − σ +⎣ ⎦λ + σ λ + − σ

 

( )*( 1) 1 ( 1) (1)
( 1)

i i B i f
i i
σ − σ ⎡ ⎤+ − λ + − σ⎣ ⎦λ + σ λ + − σ

; 

( )*1 ( 1)i i k
iP B i f k

i i+
λ σ ⎡ ⎤= − λ + σ − +⎣ ⎦λ + σ λ + σ

 

( )*1 ( 1) ( 1)
( 1)

i B i f k
i i
σ λ ⎡ ⎤+ − λ + − σ − +⎣ ⎦λ + σ λ + − σ

 

( )*( 1) 1 ( 1) ( )
( 1)

i i B i f k
i i
σ − σ ⎡ ⎤+ − λ + − σ +⎣ ⎦λ + σ λ + − σ

 

( )*1 ( 2)B i f k
i i
λ λ ⎡ ⎤+ − λ + σ −⎣ ⎦λ + σ λ + σ

;      (1) 

1
1i i k

k
P

∞

+
=−

=∑ ,                             (2) 
 

где (2) – условие нормировки, а ( ) ( )*

0

xB e dB x
∞

−αα = ∫  – 

преобразование Лапласа–Стилтьеса функции распре-
деления B(x). 

Таким образом, в явном виде записаны значения 
переходных вероятностей Pij для вложенной цепи 
Маркова νn. 

Применяя условие Каплана и теорему Сеннота, 
найдем условия неэргодичности построенной цепи 
Маркова. 

Обозначим  

( )
1

i j
ij

j
i

z P z
z

z

−
ϕ =

−

∑
,                          (3) 

( )
0

i ij
j

j i P
∞

=

γ = −∑ .                        (4) 

 

Условие Каплана. Если существует положительная 
константа B, положительное целое число N, и 0 ≤ z < 1, 
такое, что  

( )i z Bϕ ≥ −                                 (5) 
 

для всех i > N и c ≤ z < 1, то будем говорить, что вы-
полнено условие Каплана (5). 

Теорема Сеннота. Если для цепи Маркова выпол-
няются условия Каплана (5), ( 0)i iγ < ∞ ≥  и суще-
ствует такое N, что  

 

0 ( )i i Nγ ≥ ≥ ,                            (6) 
 

тогда цепь Маркова неэргодична. 
Обозначим b – среднее значение времени обслу-

живания в рассматриваемой RQ-системе, т. е. 
 

0

( )b x dB x
∞

= ∫ ,                             (7) 

 

а a – среднее значение продолжительности этапа опо-
вещения о конфликте в рассматриваемой RQ-системе, 
т. е. 

0

( )а x dА x
∞

= ∫ .                           (8) 
 

Отметим свойство преобразования Лапласа–
Стилтьеса ( )*B α , заключающееся в выполнении 
предельного равенства 

 

( ) ( )* 'lim 0B B
α→∞

α α = ,                        (9) 
 

где величина ( ) ( )
0

0
x

B B x
=

′ ′=  – значение производ-
ной в нуле от функции распределения B(x). 

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 1. Цепь Маркова, переходные вероятности 

которой определяются равенствами (1), является неэр-
годической при любых значениях загрузки ρ = λb > 0. 

Доказательство. Неравенство (5), сформулиро-
ванное в условии Каплана, перепишем в виде 

 

( )( ) 1i j
i ij

j
z z P z z Bϕ = − ≥ − −∑ .              (10) 

 

Найдем предельные при i → ∞ значения коэффи-
циентов при степенях z: 

 

1lim 0i ii
P −→∞

= ,    lim ( ), 0,i i ki
P f k k+→∞

= = ∞ .      (11) 
 

Тогда, учитывая предельные неравенства (11) при 
i → ∞, неравенство (10) примет вид 

 

( )0 1 z B≥ − − ,                            (12) 
 

который выполняется для любых значений c ≤ z < 1 и 
значений параметров системы, в том числе и для лю-
бых значений параметра ρ. 

Перепишем неравенство (6), сформулированное в 
теореме Сеннота, в следующем виде: 
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( ) ( 1)ij

j
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Найдем предел при i → ∞ выражения (13), учиты-
вая свойство преобразования Лапласа–Стилтьеса (9), 
получим неравенство 

 

0 0

lim ( ) ( ) 0iji j
j i P x dA x a

∞∞

→∞ =

− = λ = λ >∑ ∫ ,             (14) 

которое выполняется для любых значений параметров 
системы, в том числе и для любых значений парамет-
ра ρ. 

Из выполнения предельных неравенств (12) и (14) 
следует существование такого натурального числа i0, 
что для всех i > i0 выполняются допредельные нера-
венства (10) и (13). 

Таким образом, выполнение условия Каплана и 
теоремы Сеннота доказывает сформулированную тео-
рему. 

Теорема доказана. 
 

Итак, в немарковской RQ-системе с конфликтами 
заявок  и оповещением  о конфликте стационарного 

режима не существует при любых значениях ρ,              
что доказывает неустойчивое функционирование 
рассматриваемой компьютерной сети случайного 
доступа.  
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РАЗРАБОТКА (4,2)-МЕТОДА ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЖЕСТКИХ ЗАДАЧ* 

 
Получены коэффициенты L-устойчивого (4,2)-метода третьего порядка точности для решения жестких 

задач. Построено неравенство для контроля точности вычислений. Проведены расчеты, подтверждающие 
работоспособность и эффективность алгоритма переменного шага.  
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При моделировании динамических процессов в элек-

трических сетях, радиоэлектронике, химической кине-
тике и других важных приложениях возникает необхо-
димость численного решения задачи Коши для жестких 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений  
[1; 2]. Стремление к все более точному описанию физи-
ческих процессов приводит к росту размерности и жест-
кости соответствующей системы уравнений. В этом 
случае эффективность алгоритмов интегрирования            
существенно зависит от свойств устойчивости числен-

ной формулы [3; 4]. Здесь получены коэффициенты           
L-устойчивого (4,2)-метода третьего порядка точности 
для численного решения жестких задач.  

Класс (m,k)-методов. Рассмотрим задачу Коши для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений  
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где y и f − вещественные N-мерные вектор-функции;           
t − независимая переменная. Ниже будем предпола-
гать, что задача (1) жесткая.  
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