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Для анализа напряженно-деформированного состояния однородных и композитных тел (КТ) 
эффективно применяется метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ), в котором исполь-
зуются многосеточные конечные элементы (МнКЭ). ММКЭ порождает многосеточные дискрет-
ные модели малой размерности, в которых неоднородная структура тел учитывается в рамках 
микроподхода с помощью МнКЭ. Базовые дискретные модели (БМ), учитывающие неоднородную 
структуру тел, имеют высокую размерность. Для понижения размерности дискретных моделей 
тел используется ММКЭ. Однако, существуют БМ КТ (например, БМ тел с микронеоднородной 
структурой), которые имеют такую высокую размерность, что реализация ММКЭ для таких БМ, 
в силу ограниченности ресурсов ЭВМ, затруднительна. Кроме того, для многосеточных дискрет-
ных моделей высокой размерности ММКЭ порождает численно неустойчивые решения, что связа-
но с погрешностью вычислений ЭВМ. Для решения данных проблем здесь предлагается в расчетах 
использовать фиктивные дискретные модели, особенность которых состоит в том, что их раз-
мерности меньше размерностей БМ КТ.   

В данной работе предлагается метод фиктивных дискретных моделей (МФДМ) для расчета на 
статическую прочность упругих композитных тел с неоднородной, микронеоднородной регулярной 
структурой. МФДМ реализуется с помощью ММКЭ с применением скорректированных условий 
прочности, которые учитывают погрешность приближенных решений. В основе МФДМ лежит 
положение, что решения, отвечающие БМ КТ, мало отличаются от точных, т. е. эти решения 
считаем точными. 

Расчет КТ по МФДМ сводится к построению и расчету на прочность фиктивных дискретных 
моделей (ФМ), которые обладают следующими свойствами. ФМ отражают форму, характерные 
размеры, крепление, нагружение и вид неоднородной структуры КТ, распределение модулей упруго-
сти, отвечающее БМ КТ. Размерности ФМ меньше размерности БМ КТ. Последовательность, 
состоящая из ФМ, сходится к БМ, т. е. предельная ФМ совпадает с БМ. Как показывают расче-
ты, сходимость такой последовательности обеспечивает равномерную сходимость максимальных 
эквивалентных напряжений ФМ к максимальному эквивалентному напряжению БМ КТ, что позво-
ляет применять такие ФМ в расчетах упругих тел на прочность.  

Рассматриваются два типа ФМ. Первый тип – масштабированные ФМ, второй – ФМ с пере-
менными характерными размерами. В данной работе подробно рассматриваются ФМ второго 
типа. Расчеты показывают, что реализация ММКЭ для ФМ с одним, двумя или тремя переменны-
ми характерными размерами приводит к большой экономии ресурсов ЭВМ, что позволяет исполь-
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зовать МФДМ для тел с микронеоднородной регулярной структурой. Расчеты на прочность КТ по 
МФДМ требуют в 3 710 10÷  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем аналогичный расчет с использо-
ванием БМ КТ, и не содержат процедуру измельчения БМ. Приведенный пример расчета на проч-
ность трехмерной композитной балки по МФДМ с применением ФМ с тремя переменными харак-
терными размерами показывает его высокую эффективность. 

 
Ключевые слова: упругость, композиты, скорректированные условия прочности, фиктивные 

дискретные модели, многосеточные конечные элементы.  
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To analyze the stress-strain state of homogeneous and composite bodies (CB), the method of multigrid 
finite elements (MMFE) is effectively used, which uses multigrid finite elements (MgFE). MMFE generates 
multigrid discrete models of small dimension, in which the inhomogeneous structure of bodies is taken into 
account within the framework of a micro-approach using MgFE. Basic discrete models (BM), taking into 
account the heterogeneous structure of bodies, have a high dimension. To reduce the dimensionality of dis-
crete models of bodies, MMFE is used. However, there are BM CB (for example, BM bodies with a micro-
homogeneous structure), which have such a high dimension that the implementation of MMFE for such 
BM, due to limited computer resources, is difficult. In addition, for multigrid discrete models of high di-
mension, the MMFE generates numerically unstable solutions, which is associated with the error of com-
puter calculations. To solve these problems, it is proposed here to use fictitious discrete models in calcula-
tions, the peculiarity of which is that their dimensions are smaller than the dimensions of BM CB. 

In this paper, we propose a method of fictitious discrete models (MFDM) for calculating the static 
strength of elastic composite bodies with an inhomogeneous, micro-homogeneous molecular structure. 
MFDM is implemented using MMFE using adjusted strength conditions that take into account the error of 
approximate solutions. The MFDM is based on the position that the solutions that meet the BM CB differ 
little from the exact ones, i. e. we consider these solutions to be accurate. 

The calculation of CB by MFDM is reduced to the construction and calculation of the strength of ficti-
tious discrete models (FM), which have the following properties. FM reflect: the shape, characteristic di-
mensions, fastening, loading and type of inhomogeneous structure of the CB, and the distribution of elastic 
modulus corresponding to BM CB. The dimensions of FM are smaller than the dimensions of BM CB. The 
sequence consisting of FM converges to BM, i. e. the limiting FM coincides with BM. Calculations show 
that the convergence of such a sequence ensures uniform convergence of the maximum equivalent stresses 
of the FM to the maximum equivalent stress of the BM CB, which allows the use of such FM in the calcula-
tions of elastic bodies for strength. 

Two types of FM are considered. The first type is scaled FM, the second type is FM with variable char-
acteristic sizes. In this paper, the FM of the second type is considered in detail. Calculations show that the 
implementation of MMFE for FM with one, two or three variable characteristic sizes leads to a large sav-
ing of computer resources, which allows the use of MFDM for bodies with a micro-homogeneous regular 
structure. Calculations for the strength of CB according to MFDM require several times less computer 
memory than a similar calculation using BM CB, and does not contain a procedure for grinding BM. The 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 22,  № 4 
 

 626

given example of calculating the strength of a three-dimensional composite beam according to MFDM us-
ing FM with three variable characteristic dimensions shows its high efficiency. 

 
Keywords: elasticity, composites, adjusted strength conditions, fictitious discrete models, multigrid fi-

nite elements. 
 
Введение 
Статический расчет на прочность упругой конструкции (тела) 0V  проводится, как правило, 

по запасам прочности [1–3] и сводится к определению максимального эквивалентного напря-
жения конструкции. В этом случае для тела 0V  заданные условия прочности имеют вид 

1 0 2 ,n n n≤ ≤  где 1,n  2n  заданы, 0n  – коэффициент запаса тела 0 ,V  0 0/ ,Tn = σ σ  Tσ – предель-

ное напряжение тела 0 ,V  0σ  – максимальное эквивалентное напряжение тела 0V , отвечающее 

точному решению задачи упругости, построенному для тела 0.V  Для максимальных эквива-
лентных напряжений, которые определяются приближенно, используются скорректированные 
условия прочности [4]. При анализе напряженно-деформированного состояния (НДС) упругих 
тел эффективно используется метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ) [5–11], в ко-
тором используются многосеточные конечные элементы (МнКЭ) [5–17]. ММКЭ порождает 
многосеточные дискретные модели малой размерности, в которых неоднородная структура тел 
учитывается в рамках микроподхода [18] с помощью МнКЭ. Базовые дискретные модели (БМ) 
композитных тел (КТ), которые учитывают их неоднородную, микронеоднородную структуру 
в рамках микроподхода, имеют очень высокую размерность. Для понижения размерностей дис-
кретных моделей очень результативно используется ММКЭ. Однако, например, БМ тел с мик-
ронеоднородной регулярной структурой имеют такую высокую размерность, что реализация 
ММКЭ для таких БМ, в силу ограниченности ресурсов ЭВМ, затруднительна. Кроме того, для 
многосеточных дискретных моделей высокой размерности ММКЭ порождает численно неус-
тойчивые решения, что связано с погрешностью вычислений ЭВМ. Для решения данных про-
блем здесь предлагается в расчетах использовать фиктивные дискретные модели, особенность 
которых состоит в том, что их размерности меньше размерностей БМ КТ. Существующие при-
ближенные подходы и методы расчета КТ имеют сложные формулировки и труднореализуемы 
для тел, имеющих сложную неоднородную структуру [19–26]. 

В данной работе предлагается метод фиктивных дискретных моделей (МФДМ) для расчета на 
прочность тел с неоднородной, микронеоднородной регулярной структурой. МФДМ реализуется 
с помощью ММКЭ с применением скорректированных условий прочности, которые учитывают 
погрешность численных решений. Введем определение для фиктивных дискретных моделей. 
Определение. Дискретные модели КТ V  будем называть фиктивными моделями (ФМ), если 

эти ФМ обладают следующими свойствами.  
1. Неоднородные структуры ФМ отличаются (не отличаются) от неоднородной структуры 

БМ КТ .V  
2. ФМ отражают: форму, характерные размеры, крепление, нагружение и вид неоднородной 

структуры КТ ,V  и распределение модулей упругости, отвечающее БМ КТ .V  
3. Последовательность, состоящая из ФМ, сходится к БМ КТ ,V  т. е. предельная ФМ после-

довательности совпадает с БМ КТ .V  
4. Размерности ФМ меньше размерности БМ КТ ,V  кроме предельной ФМ, размерность ко-

торой равна размерности БМ КТ .V  
Здесь рассматриваются два основных типа ФМ. Первый тип – масштабированные ФМ, вто-

рой – ФМ с переменными характерными размерами. 
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В работе [27] в качестве ФМ подробно рассматриваются масштабированные композитные 
дискретные модели, размерности которых меньше размерности БМ КТ. Предлагаемые ФМ, об-
разованные с помощью масштабированной регулярной ячейки КТ, имеют такие же характер-
ные размеры, форму, крепления и нагружения, как БМ, но неоднородные структуры ФМ отли-
чаются от неоднородной структуры БМ. Масштабированные ФМ отражают вид неоднородной 
структуры БМ КТ и распределение модулей упругости, отвечающее БМ. Сходимость последо-
вательности масштабированных ФМ обеспечивает равномерную сходимость максимальных 
эквивалентных напряжений ФМ к максимальному эквивалентному напряжению БМ. Высокая 
эффективность применения масштабированных ФМ в МФДМ показана на примере расчета на 
прочность балки с неоднородной регулярной структурой [27].  

В данной работе подробно рассматриваются ФМ второго типа. Расчеты показывают, что 
реализация ММКЭ для ФМ с одним, двумя или тремя переменными характерными размерами 
приводит к большой экономии ресурсов ЭВМ, что позволяет использовать МФДМ для тел  
с микронеоднородной регулярной структурой.  

Расчет на прочность КТ по МФДМ требует в 3 710 10÷  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем 
аналогичный расчет с использованием БМ КТ, и не содержит процедуру измельчения БМ. При-
веденный пример расчета на прочность трехмерной композитной балки по МФДМ с применени-
ем ФМ с тремя переменными характерными размерами показывает его высокую эффективность. 

 
1. Основные положения метода фиктивных дискретных моделей 
МФДМ применяется для КТ с регулярной структурой, которые удовлетворяют следующим 

положениям. 
Положение 1. КТ состоят из разномодульных изотропных однородных упругих тел, связи 

между которыми идеальны, т. е. на общих границах разномодульных изотропных однородных 
тел функции перемещений и напряжений являются непрерывными.  
Положение 2. Перемещения, деформации и напряжения разномодульных изотропных одно-

родных тел отвечают соотношениям трехмерной линейной задачи теории упругости [28].  
Положение 3. Приближенные решения, которые отвечают БМ КТ, мало отличаются от точ-

ных. Такие приближенные решения будем считать точными. Отметим, что в силу сходимости 
ММКЭ такие БМ для КТ всегда существуют. 

 
2. Фиктивные дискретные модели с переменными характерными размерами 
На практике широко применяются композитные балки и оболочки с постоянным попереч-

ным сечением, которые армированы непрерывными волокнами постоянной толщины. Волокна 
параллельны оси балки (оболочки). 

Не теряя общности суждений, для простоты изложения, суть построения ФМ с одним пере-
менным характерным размером рассмотрим на примере консольной балки, форма постоянного 
поперечного сечения которой есть симметричный двутавр, состоящий из 3-х прямоугольников 
(рис. 1). КТ 0V , расположенное в декартовой прямоугольной системе координат Oxyz , при 

0=y  жестко закреплено, т. е. при 0=y  имеем: , , 0u v w = . Ось Oy  на рис. 1 параллельна оси 

балки 0V . КТ 0V  армировано непрерывными волокнами сечением h h× , которые параллельны 

оси Oy  и имеют одинаковые модули упругости. На рис. 2 показано сечение балки, состоящее 
из 3-х прямоугольников, сечения волокон закрашены. 

На рис. 1, 3 a, b – характерные размеры поперечного сечения БМ 0R  КТ 0V  и ФМ nR , 0L  
( nL ) – длина БМ 0R  (ФМ nR ), 0nL L≤ . ФМ nR  имеет такое же крепление (т. е. при 0y =  ФМ 

nR  жестко закреплена) и такой же характер нагружения, как БМ 0R .  
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          Рис. 1. Балка (КТ) 0V , БМ 0R                    Рис. 2. Сечение КТ 0V                      Рис. 3. ФМ nR  балки 0V  
 

          Fig. 1. Beam (CB) 0V , BM 0R                    Fig. 2. Section of CB 0V                      Fig. 3. FM nR  beams 0V  

 
ФМ nR  имеет такую же неоднородную структуру, как КТ 0V , т. е. ФМ nR  армирована не-

прерывными параллельными оси Oy  волокнами сечением h h×  и имеет такой же вид распре-
деления волокон в поперечном сечении, как КТ 0V  (рис. 2). Модули упругости волокон и свя-
зующего материала КТ 0V  и ФМ nR  одинаковы. Для простоты изложения пусть 

                                               0 /h L N= ,                                                                    (1) 

где N – целое; N – задано; 1N >> ; h  – мало.  
БМ 0R  КТ 0V  состоит из КЭ eV  1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реали-

зуется трехмерное НДС [28]), учитывает неоднородную структуру и сложную форму КТ 0V . 
Пусть БМ 0R  порождает решение, которое мало отличается от точного и которое будем счи-
тать точным (полож. 3, п. 1). Неоднородная структура в ФМ ,nR  как и в БМ 0 ,R  учитывается с 
помощью КЭ eV  1-го порядка. Учитывая (1), размер nL  ФМ nR  находим по формуле  

0 /nL L n N hn= = ,                                                              (2) 

где n  – целое, 0 ,...,n n N= , 0n  – задано, имеем 0nL L≤ .  
Из вышеизложенного, учитывая, что согласно (2) 0nL L→  при ,n N→  следует, что 

                                                         0nR R→   при .n N→                                                         (3) 

При n N=  в силу (2), (3) имеем 0NR R= . Тогда из выполнения (3) вытекает 

                                                     0nσ →σ   при ,n N→                                                          (4) 

где nσ  0( )σ  – максимальное эквивалентное напряжение ФМ nR  (БМ 0R ).  

ФМ nR  и БМ 0R  состоят из КЭ eV  1-го порядка формы куба со стороной h  и поперечные 

сечения этих моделей одинаковы. Значит, сечения ФМ nR  и БМ 0R  имеют одинаковое число 

узлов, равное 0N . Тогда общее число узлов 0M  БМ 0R  равно )1(00 += NNM . Общее число 

узлов nM  ФМ nR  равно )1(0 += nNM n . Отсюда следует, что при Nnn <≤0  имеем 

                                                                    0MM n < .                                                                    (5) 

При Nn =  имеем 0MM N = , т. е. 0RRN = . Итак, использование ФМ nR  с переменным 

размером nL  в расчетах на прочность по МФДМ КТ 0V  в силу (5) приводит к экономии ресур-

сов ЭВМ. Расчеты показывают наибольшую эффективность МФДМ при использовании в рас-
четах ФМ с тремя переменными характерными размерами. 
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3. Результаты численных экспериментов 
Рассмотрим модельную задачу расчета на прочность консольной балки 0V  с неоднородной 

регулярной волокнистой структурой размерами 48 1152 96h h h× ×  (рис. 4). Регулярная ячейка 

0G  балки размерами 6 6 6h h h× ×  на рис. 5 расположена в локальной декартовой системе коор-

динат Oxyz , волокна сечением hh×  направлены вдоль оси Oy , сечения волокон в плоскости 
Oxz  закрашены, 7,...,1,, =kji .  

 

     
                                    Рис. 4. Размеры балки 0V                                                      Рис. 5. Регулярная ячейка 0G  

                             Fig. 4. Dimensions of the beam 0V                                                      Fig. 5. Regular cell 0G  

 
Балка армирована продольными непрерывными волокнами. При 0=y  балка жестко закреп-

лена, на поверхности Hz =  имеет нагружение xq , zq . Для коэффициента запаса 0n  балки за-

даны условия прочности  

                                                              4,38,1 0 ≤≤ n .                                                                 (6) 

Для модельной задачи имеем следующие исходные данные: 

                    0,2083h = ;  6Tσ = ;  1cE = ,  10vE = ,  0,3c vν = ν = ,                               (7) 

где cE , vE  ( cν , vν ) – модули Юнга (коэффициенты Пуассона) матрицы и волокна; Tσ  – пре-

дел текучести волокна, на границе Hz = ; 0,5L y L≤ ≤  задана нагрузка 0,000375z xq q= =  
(рис. 4).  

Базовая модель 0R  КТ 0V  состоит из односеточных конечных элементов (1сКЭ) h
jV  1-го 

порядка формы куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное НДС [28]), учитывает 
неоднородную структуру КТ 0V  и порождает равномерную сетку с шагом h  размерности 

97115349 ××  с общим числом узловых неизвестных метода конечных элементов (МКЭ) [29; 
30], равным 164263680 =N , ширина ленты системы равнений (СУ) МКЭ равна 145560 =b . 

Считаем, что БМ 0R  КТ 0V  удовлетворяют полож. 3 п. 1. В расчетах используем ФМ nR  с 

тремя переменными характерными размерами, nnn HLb ××  (рис. 6), где 

                                    hnbn 6= ,   hnLn 624×= ,   hnH n 62×= ,                                       (8) 

т. е. ФМ nR  состоит из регулярных ячеек 0G , рис. 5, 8,...,2=n . При 8<n  имеем: bbn < , 

LLn < , HHn < , при 8=n : bb =8 , LL =8 , HH =8 , т. е. характерные размеры ФМ 8R  сов-

падает с размерами БМ КТ 0V . Так как ФМ и БМ КТ 0V  представлены одинаковыми конечны-

ми элементами (КЭ) (см. п. 2), то 08 R=R . При 0=y  ФМ nR  жестко закреплена, на поверхно-

сти nHz = , nn LyL ≤≤5,0  имеет нагружение 000375,0== xz qq .  
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Рис. 6. Переменные характерные размеры ФМ nR  балки 0V  

Fig. 6. Variable characteristic dimensions of the FM nR  beam 0V  

 

В расчетах используем двухсеточный КЭ (2сКЭ) )2(
dV , имеющий размеры hhh 666 ××  (рис. 7), 

т. е. состоящий из одной регулярной ячейки 0G  (рис. 5). На базе модели nR  строим двухсеточ-

ную модель o
nR , которая состоит из 2сКЭ )2(

dV . 
 

 
 

Рис. 7. Мелкая и крупная сетки 2сКЭ (2)
dV  

Fig. 7. Small and large grids 2gFE (2)
dV  

 

На рис. 7 2сКЭ )2(
dV  расположен в локальной декартовой системе координат Oxyz . При по-

строении 2сКЭ )2(
dV  используем две вложенные сетки: мелкую сетку dh  с шагом h  размерно-

сти 777 ××  и крупную – dH  размерности 232 ×× . По осям Ox , Oz  сетка dH  имеет шаг 

h6 , по оси Oy  – шаг h3 . На рис. 7 показаны сетки dh  и dH , узлы крупной сетки dH  отмече-

ны точками, 12 узлов. Мелкая сетка dh  порождена базовым разбиением dR  2сКЭ )2(
dV , которое 

состоит из 1сКЭ h
jV  1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реализуется трехмер-

ное НДС) и учитывает неоднородную структуру 2сКЭ )2(
dV . Процедура построения матрицы 

жесткости и вектора узловых сил 2сКЭ )2(
dV  подробно изложена в работе [27]. 

Результаты расчетов даны в табл. 1, где o
nσ  – максимальное эквивалентное напряжение мо-

дели o
nR , найденное по 4-й теории прочности, o

nN  и o
nb  – размерность и ширина ленты  

СУ ММКЭ модели o
nR , 7,...,2=n , относительная погрешность nδ (%) определяется по формуле 

                   1(%) 100% | | /o o o
n n n n−δ = × σ − σ σ ,    2,...,7n = .                                        (9) 

Анализ результатов показывает равномерную монотонную сходимость напряжений 0
nσ  и 

погрешностей (%)nδ , 2,...,7n = .  
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Таблица 1 

Результаты расчетов для моделей 2
oR  – 7

oR  

n  o
nR  o

nσ  nδ (%) o
nN  o

nb  n  o
nR  o

nσ  nδ (%) o
nN  o

nb  

2 2
oR 1,801 – 4320 105 5 5

oR 2,373 7,33 47520 420 

3 3
oR  1,993 9,61 12096 186 6 6

oR  2,525 6,03 78624 573 

4 4
oR 2,199 9,36 25920 291 7 7

oR 2,661 5,12 120960 751 

 

Так как 08 R=R , то напряжение 8
oσ  ФМ oR8 , равное 8 2,785oσ = , считаем точным решением, 

т. е. 0 2,785σ =  (см. п. 2, полож. 3 п. 1). В расчетах на прочность упругих тел по МФДМ ис-
пользуются скорректированные условия прочности (учитывающие погрешность приближенных 
решений), которые представлены в следующей теореме. 

Теорема. Пусть для коэффициента запаса 0n  упругого тела 0V  заданы условия прочности  

201 nnn ≤≤ ,                                                                (10) 

где 1n , 2n  – заданы, 11 >n ; 0 0/Tn = σ σ , Tσ  – предельное напряжение тела 0V ; 0σ  – макси-

мальное эквивалентное напряжение тела 0V , которое отвечает точному решению задачи теории 

упругости, построенному для тела 0V .  

Пусть коэффициент запаса bn  тела 0V , отвечающий приближенному решению задачи тео-

рии упругости, удовлетворяет скорректированным условиям прочности  

                                                            
αα δδ +

≤≤
− 11

21 nnn
b .                                                         (11) 

Тогда коэффициент запаса 0n  тела 0V , отвечающий точному решению задачи теории упру-

гости, удовлетворяет заданным условиям прочности (10), где /b T bn = σ σ , bσ  – максимальное 

эквивалентное напряжение тела 0V , отвечающее приближенному решению задачи теории уп-

ругости, построенному для тела 0V , и найденное с такой погрешностью bδ , что 

                                                           2 1

1 2

 | |  b
n nC
n nα α

−
δ ≤ δ < =

+
,                                                   (12) 

где αδ  – верхняя оценка относительной погрешности bδ , αδ  – задано, погрешность bδ  для на-
пряжения bσ  определяется по формуле 0 0( ) /b bδ = σ −σ σ . 

Отметим, что если тело 0V  состоит из пластичных материалов, то Tσ  – предел текучести. Из 

(12) следует, что если 12 nn −  мало, то bσ  необходимо определять с малой погрешностью bδ .  

Доказательство теоремы изложено в работе [4].  
Для заданных 8,11 =n  и 4,32 =n  согласно (12) имеем 0,31Cα = . Расчеты показывают, что ес-

ли (%) 10 %nδ ≤ , то погрешность напряжения o
nσ  модели o

nR  не более 15 % . Напряжения 

6 2,525oσ =  и 5 2,373oσ =  отличаются на 6 (%) 6,028 %δ =  (см. табл. 1), тогда погрешность напря-

жения 6
oσ  не более 15 % , т. е. имеем 0,15αδ ≤ . Отметим, что 6 2,525oσ =  отличается от точного 

напряжения 0 2,785σ =  на 9,33 % . Принимаем 0,15αδ = , 6
o

bσ = σ . Условие (12) для αδ  выполня-

ется, т. е. имеем 0,15 0,31Cα αδ = < = . Используя 0,15αδ = , 8,11 =n  и 4,32 =n  в (11) получаем 

                                                             96,212,2 ≤≤ bn .                                                            (13) 
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Используя 2,525bσ = , 6Tσ = , находим коэффициент запаса bn  для КТ 0V  по формуле 

                                                      / 6 / 2,525 2,38b T bn = σ σ = = .                                                 (14) 

Так как найденный коэффициент bn  удовлетворяет скорректированы условиям прочности 

(13), то согласно выше сформулированной теореме коэффициент запаса 0n  КТ 0V , отвечающий 

точному решению задачи упругости, найденному для КТ 0V , удовлетворяет заданным услови-

ям прочности (6), т. е. 01,8 3,4n≤ ≤ . В самом деле, 15,2785,2/6/ 00 === σσTn , коэффициент 

запаса 15,20 =n  КТ 0V  удовлетворяет заданным условиям прочности (6), т. е. имеем 

4,315,28,1 << .  

В расчетах на прочность КТ 0V  по МФДМ используем дискретную модель oR6 , которая тре-

бует в 30,5307
57378624
1455616426368k

66

00 =
×
×

=
×
×

= oo bN
bN

 раз меньше объема памяти ЭВМ, т. е. почти 

в 3103,5 ×  раз меньше, чем БМ 0R  КТ 0V , что показывает высокую эффективность реализации 

МФДМ с применением ФМ с тремя переменными характерными размерами.  
 
 

Заключение 
Предложен метод фиктивных дискретных моделей (МФДМ) для расчета на статическую 

прочность упругих тел с неоднородной, микронеоднородной регулярной структурой. Предла-
гаемый метод сводится к построению и расчету на прочность фиктивных дискретных моделей 
(ФМ), размерности которых меньше размерностей базовых дискретных моделей (БМ) компо-
зитных тел (КТ), и реализуется с применением метода многосеточных конечных элементов 
(ММКЭ) и скорректированных условий прочности, которые учитывают погрешность прибли-
женных решений. Здесь ФМ представляются двумя основными типами. Первый тип – масшта-
бированные ФМ, второй тип – ФМ с переменными характерными размерами. В данной работе 
подробно рассматриваются ФМ второго типа. Расчеты показывают, что реализация ММКЭ для 
ФМ с переменными характерными размерами приводит к большой экономии ресурсов ЭВМ, 
что позволяет использовать МФДМ для тел с микронеоднородной регулярной структурой. Рас-
четы на прочность КТ по МФДМ требуют в 3 710 10÷  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем 
аналогичный расчет с использованием БМ КТ, и не содержат процедуру измельчения БМ. При-
веденный пример расчета на прочность композитной балки по МФДМ с применением ФМ  
с тремя переменными характерными размерами показывает его высокую эффективность. 
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