
 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 24,  № 3 
 

 450

УДК 519.622 
Doi: 10.31772/2712-8970-2023-24-3-450-467 
 

Для цитирования: Метод сумм Хаара численного решения системы кинематических уравнений Пуассона, 
определяющих эволюцию положения космического аппарата / К. А. Кириллов, Е. В. Овчинникова, К. В. Са-
фонов и др. // Сибирский аэрокосмический журнал. 2023. Т. 24, № 3. С. 450–467. Doi: 10.31772/2712-8970-
2023-24-3-450-467. 

For citation: Kirillov K. A. et al. [The method of Haar sums for numerical solution of kinematic Poisson equations 
system that determine an evolution of a spacecraft position]. Siberian Aerospace Journal. 2023, Vol. 24, No. 3,  
P. 450–467. Doi: 10.31772/2712-8970-2023-24-3-450-467. 

 
 

Метод сумм Хаара численного решения системы  
кинематических уравнений Пуассона,  

определяющих эволюцию положения космического аппарата 
 

К. А. Кириллов1*, Е. В. Овчинникова1, К. В. Сафонов1,  
Г. П. Титов2, А. И. Хохлов2, А. А. Гашин1 

 
1Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 

Российская Федерация, 660037, г. Красноярск, просп. им. газ. «Красноярский Рабочий», 31 
2АО «Информационные спутниковые системы» имени академика М. Ф. Решетнёва» (АО «РЕШЕТНЁВ») 

Российская Федерация, 662972, г. Железногорск Красноярского края, ул. Ленина, 52 
*E-mail: kkirillow@yandex.ru 

 
В представленной работе предложен метод численного решения системы кинематических 

уравнений Пуассона, определяющих эволюцию положения космического аппарата (КА), по которой 
определяют матрицу перехода от связанной с КА системы координат в выбранный момент вре-
мени t1 к связанной с КА системе координат в текущий момент времени t2. Указанная матрица 
перехода используется в ходе решения задачи определения трехосной ориентации КА по показани-
ям магнитометра с использованием информации о его угловых скоростях. Предложенный метод 
основан на замене производных искомых функций в кинематических уравнениях Пуассона на час-
тичные суммы рядов по масштабированной системе Хаара. Эти суммы представляют собой 
обобщенные многочлены по масштабированной системе Хаара и, следовательно, являются сту-
пенчатыми (кусочно-постоянными) функциями. Выведены оценки погрешности предложенного 
метода, показывающие, что в случае коэффициентов уравнений, представляющих собой функции, 
удовлетворяющие условию Липшица, абсолютная погрешность вычисления каждого из элементов 
матрицы перехода от одной системы координат к другой есть величина O(N–1) при N  , где N – 
число разбиений отрезка [t1, t2] при построении сетки узлов, задействованных в данном методе. 
Доказано, что трудоемкость построенного алгоритма приближенного решения системы кинема-
тических уравнений Пуассона незначительно превышает трудоемкость решения указанной систе-
мы методом Эйлера, который имеет первый порядок точности. Приведены результаты численных 
экспериментов, показывающие, что в определенных случаях метод сумм Хаара дает погрешность, 
значительно меньшую, чем метод Эйлера, и практически идентичную погрешностям методов 
Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка, трудоемкость которых примерно в два раза превос-
ходит трудоемкость метода сумм Хаара. 

 
Ключевые слова: трехосная ориентация космического аппарата, система координат,  

связанная с космическим аппаратом, система кинематических уравнений Пуассона, система функ-
ций Хаара. 
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In the present paper the method for the numerical solution of Poisson kinematic equations system that 
determine the evolution of the spacecraft position is proposed. The system of Poisson kinematic equations 
is used to determine the transition matrix from the coordinate system associated with the spacecraft at the 
selected time t1 to the coordinate system associated with the spacecraft at the current time t2. This matrix is 
used in the process of solving problems of determining a three-axis orientation of the spacecraft from the 
readings of the magnetometer using information about its angular velocities. The proposed method is based 
on replacing the derivatives of the desired functions in the Poisson kinematic equations by partial sums of 
series in the scaled Haar system. The partial sums of these series are generalized polynomials in the scaled 
Haar system. Hence these sums are step (piecewise constant) functions. The estimates of the proposed 
method error are derived, which reveal that in the case of the coefficients of the equations which are func-
tions matching the Lipschitz condition, the absolute error in calculating each of the elements of the transi-
tion matrix from one coordinate system to another is the value O(N–1) at N  , where N is the number of 
partitions of the segment [t1,

 t2] when constructing a grid of nodes involved in this method. It is proved that 
the complexity of constructing an algorithm for approximating the system of Poisson kinematic properties 
insignificantly exceeds the complexity of solving this system by Euler method, which has the first order of 
accuracy. The results of numerical experiments are presented, showing that in certain cases the Haar sums 
method gives an error that is much smaller than the Euler method, and is almost identical to the errors of 
the Euler – Cauchy and Runge – Kutta methods of the 2nd order, the complexity of which is approximately 
two times greater than the complexity of the Haar sums method. 

 
Keywords: spacecraft three-axis orientation, the coordinate system associated with the spacecraft, sys-

tem of Poisson kinematic equations, system of Haar functions. 
 
 
Введение 
В [1] предложен способ определения трехосной ориентации космического аппарата (КА) по 

показаниям магнитометра с использованием информации о его угловых скоростях. В ходе ре-
шения данной задачи рассматривают два измерения вектора напряженности магнитного поля 
Земли (МПЗ) и угловой скорости КА, сделанные в выбранный момент времени 1,t  а также в 

момент времени 2 ,t  соответствующий максимальному значению острого угла между этими из-

мерениями вектора напряженности МПЗ. Затем, учитывая измеренные значения угловой скоро-
сти КА в указанные моменты времени 1t  и 2 ,t  интегрируют систему кинематических уравне-

ний Пуассона [1–6] 
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                                                 (1) 

 

по которой определяют матрицу 12D  поворота связанной с КА системы координат относительно 

инерциальной системы координат от момента времени 1t  к моменту времени 2.t  В системе (1) 

через 1ω ( ),t  2ω ( ),t  3ω ( )t  обозначены проекции абсолютной угловой скорости КА на координат-

ные оси абсцисс, ординат и аппликат соответственно (по информации от измерителя угловой 

скорости),  i jd t  – элементы матрицы 12 ,D  ( )i jd t  – их производные, i, j = 1, 2, 3. Начальное зна-

чение матрицы 12D  (в момент времени 1t ) принимается равным единичной матрице E. 

Методы решения системы кинематических уравнений Пуассона (1) были рассмотрены, на-
пример, в [7–11]. В представленной работе предложен метод численного решения системы (1), 
основанный на замене производных искомых функций в этих уравнениях на обобщенные мно-
гочлены по масштабированной системе Хаара. Выведены оценки погрешности предложенного 
метода 

    2 2 ( )n
i j i j jd t d t n    ( , 1, 2, 3),i j   

где 

      1 2 11( ) 2 1 1 ω ω ,2~ Tn n
j S jn T T e

             
 

при ,n   j = 1, 2, 3. Здесь   2
n

i jd t  – приближенные значения при 2t t  элементов матрицы 

12 ,D  полученные в результате решения системы уравнений (1) данным методом (i, j = 1, 2, 3), 

2nN   – число разбиений отрезка  1 2,t t  при построении сетки узлов, задействованных в пред-

ложенном методе, ω ( )j t  – непрерывные на отрезке  1 2,t t  функции (j = 1, 2, 3), 2 1,T t t   

 1 2 3max , , ,      где 

 1 2,
max ω ( )j j

t t t
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где ω( ,δ)f  – модуль непрерывности функции f, т. е. 
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Если при этом функции ω ( )j t  удовлетворяют условию Липшица с константами 0,jL   то 
 

    1 2 1( ) 2 1 1~ T
j jn N T T e L L

          

 
 

при ,N   j = 1, 2, 3, 1 2 3,L L L L    откуда следует, что в данном случае абсолютная по-

грешность вычисления каждого из элементов матрицы 12D  перехода от одной системы коорди-

нат к другой есть величина 1( )O N   при .N   

Система уравнений (1) с начальными условиями, вытекающими из равенства 12 ,D E  раз-

бивается на три задачи Коши. Доказано, что для численного решения каждой из этих трех задач 
Коши требуется ( ) 7~ 1N N  (при N  ) арифметических операций, что незначительно 

превосходит трудоемкость решения каждой из этих задач Коши методом Эйлера. 
Приведены результаты численных экспериментов, показывающие, что в определенных слу-

чаях метод сумм Хаара дает погрешность, значительно меньшую, чем метод Эйлера, и практи-
чески идентичную погрешностям методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка, трудо-
емкость которых примерно в два раза превосходит трудоемкость метода сумм Хаара. 

 

1. Постановка задачи. Основные определения 
При определении ориентации космического аппарата необходимо учитывать его угловое 

движение в инерциальной системе координат. Для этого в интервале времени от 1t  до 2t  ( 1t  и 

2t  соответствуют двум положениям космического аппарата на орбите) приближенно решается 

система уравнений Пуассона (1), определяющих эволюцию положения космического аппарата 
из момента времени 1t  в момент времени 2.t  Легко видеть, что система уравнений (1) с учетом 

начального значения матрицы 12D  ( 12D E ) сводится к следующим трем задачам Коши для 

систем уравнений: 
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 1,2,3;i                                              (3) 

 

j = 1, 2, 3. Считаем, что 1ω ( ),t  2ω ( ),t  3ω ( )t  – непрерывные на отрезке  1 2,t t  функции. 

Построим алгоритм решения задачи Коши (2)–(3) и выведем оценки погрешности, исполь-
зуя методы, аналогичные приведенным в [12] в случае решения задачи Коши для линейного 
дифференциального уравнения первого порядка. 

Приведем определение системы функций Хаара и сопутствующее ему понятие двоичных 
промежутков, введенные в [13]. 

Двоичным промежутком lm,j назовем промежуток с концами в точках (j−1)/2m−1, j/2m−1  
(m = 1,2, ..., j = 1,2, ..., 2m−1). Будем считать двоичные промежутки замкнутыми слева и откры-
тыми справа. Если правый конец двоичного промежутка совпадает с 1, то будем считать этот 
промежуток замкнутым также и справа. Введем обозначения: 

 

, 1,2 1,m j m jl l
   , 1,2 .m j m jl l
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Система функций Хаара строится группами: группа номер m содержит 2m−1 функций 

, ( ),m j x  где m = 1,2, ..., j = 1,2, ..., 2m−1. Функции Хаара , ( )m j x  определяются следующим образом: 
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2 при ,
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m j m j

m j
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11,2, , 1,2, ,2 .mm j     Наряду с двойной нумерацией используется также простая нумера-

ция: 

, ( ) ( ),m j kx x    
 

где k = 2m – 1 + j, k = 2, 3, … В систему функций Хаара включают также функцию 1( ) 1,x   

которая остается вне групп. 
 
2. Построение алгоритма численного решения задач Коши (2)–(3) 
Введем обозначение 2 1.T t t   Будем искать приближенное решение 
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j j jd t d t d t
  

каждой из трех задач Коши (2)–(3), представляя производные 
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в виде обобщенных многочленов по масштабированной системе Хаара   1( )k t t T   поряд-

ков не выше 2n: 
2 1
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1
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( ) χ (( ) / ),
n

n n k
i j i j k

k

d t C t t T




    
( , ) ,n k
i jC R  

 

k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3. Такие обобщенные многочлены являются ступенчатыми 
функциями: 

       ( ) ( , )( )n n k
i j i jd t d   при  1 12 2 1 ,n nt Tk t t T k     

                              
   (4) 

 

k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3. 

Восстановим функции ( )( )n
i jd t  по их производным: 
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k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3. Считаем, что в (5) при k = 0 
 

1
( , )

0

0.
k

n l
i j

l

d




  

 

Функции (5) являются кусочно-линейными с узлами в точках множества 
 

 , , 1: 2 , 0,1, ,2 1 .n n
n k n kt t t Tk k                                               (6) 

 

Будем считать, что измеритель угловой скорости определяет значения проекций абсолют-
ных угловых скоростей 1ω ( ),t  2ω ( ),t  3ω ( )t  именно в точках множества (6). Потребуем, чтобы 

функции (5) удовлетворяли системам уравнений (2) на этом множестве. Тогда получаем:  
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k = 0, 1, …, 2n – 1, j = 1, 2, 3. С учетом представления функций (5) и (4), обозначив для краткости 
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k = 0, 1, …, 2n – 1, j = 1, 2, 3. 
Таким образом, приходим к следующему алгоритму численного решения задач Коши (2)–(3). 
1. Для каждого j = 1, 2, 3 выполняем следующие вычисления. 
1.1. Находим значения 
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по формулам, которые получаются из (7) при k = 0: 
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(при k = 0 суммы, фигурирующие в (7), считаются равными нулю). 
1.2. Последовательно находим значения величин 
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предварительно вычисляя для каждого k = 1, 2, …, 2n – 1 величины 
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( , ) ( , ) ( , 1) ( , ) ( , 1)
3 12 1 3 3 1

( , ) ( , ) ( , 1) ( , ) ( , 1)
1 23 2 1 1 2

ω δ τ ω δ τ ,

ω δ τ ω δ τ ,

ω δ τ ω δ τ ,

n k n k n k n k n k
j jj j j

n k n k n k n k n k
j jj j j

n k n k n k n k n k
j jj j j

d s s

d s s

d s s

 

 

 

        

        

        

                             (9) 

 

где τ = 2–nT. Формулы (8), (9) следуют из рекуррентных соотношений (7). 
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2. По формулам, вытекающим из (5), для j = 1, 2, 3 вычисляем значения 
 

 ( ) ( ,2 1)
2 11 1δ ,

nn n
jj jd t s       ( ) ( ,2 1)

2 22 2δ ,
nn n

jj jd t s       ( ) ( ,2 1)
2 33 3δ .

nn n
jj jd t s    

  

3. Составляем матрицу перехода из связанной с космическим аппаратом системы координат 
в момент времени 1t  в связанную с космическим аппаратом систему координат в момент вре-

мени 2 :t  

     
     
     

( ) ( ) ( )
2 2 211 12 13

( ) ( ) ( )
12 2 2 221 22 23

( ) ( ) ( )
2 2 231 32 33

.

n n n

n n n

n n n

d t d t d t

D d t d t d t

d t d t d t

 
 

  
  
 

  

Оценим число арифметических операций, требуемых для реализации данного алгоритма.  
На k-м шаге (k = 1, 2, …, 2n) процесса вычисления величин 

 

( , )
1 ,n k

jd  ( , )
2 ,n k

jd  ( , )
3

n k
jd  (  1,2,3j  фиксировано) 

 

производится 17 арифметических операций: 3 арифметических операции требуется для нахож-

дения промежуточных величин (8), 13 арифметических операций – для нахождения ( , )
1 ,n k

jd  

( , )
2 ,n k

jd  ( , )
3

n k
jd  по формулам (9) (из трех величин 1δ ,j  2δ ,j  3δ j  только одна равна 1, остальные 

две равны 0) и 1 операция – для перехода к следующему узлу сетки (tn,k+1 = tn,k + τ). После вы-
полнения (2n–1)-го шага вычислений по формулам (8), (9) находим 
 

 ( ) ( ,2 )
2 11 1δ ,

nn n
jj jd t s      ( ) ( ,2 )

2 22 2δ ,
nn n

jj jd t s      ( ) ( ,2 )
2 33 3δ ,

nn n
jj jd t s      1,2,3 .j  

 

Таким образом, если N  – число разбиений отрезка  1 2,t t  ( 2nN  ), то для численного ре-

шения каждой из трех задач Коши (2)–(3) (для каждого j = 1, 2, 3) требуется ( )N  арифмети-

ческих операций, где величина ( )N  удовлетворяет соотношению 
 

( ) 7~ 1N N  при .N   
 

Сравним трудоемкость построенного алгоритма с трудоемкостью численного решения задач 
Коши (2)–(3) методом Эйлера [14; 15], погрешность которого так же, как и изложенного в на-
стоящей работе метода (в случае удовлетворяющих условию Липшица функций 1ω ( ),t  2ω ( ),t  

3ω ( )t ), есть величина, ограниченная по сравнению с 1N   при .N   

Нетрудно проверить, что для численного решения каждой из трех задач Коши (2)–(3) (для 
каждого j = 1, 2, 3) методом Эйлера требуется Э ( )N  арифметических операций, где величина 

Э ( )N  удовлетворяет соотношению 
 

Э ( ) 16~N N  при .N   
 

Отсюда следует, что трудоемкость решения задач (2) – (3) с помощью построенного в на-
стоящей работе алгоритма незначительно превосходит трудоемкость решения этих задач мето-
дом Эйлера. 

 
3. Вывод оценок погрешности метода 

При  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) для разности производных от функ-

ций-компонент точного и приближенного решений будем иметь: 
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1 1

( ) ( ) ( , ) ( )
1 3 2 31 2 3 2( ) ( ) ω ( ) (τ) (τ) τ ω ( ) ω (τ) τ

t t
n n n k n

j jj j j
t t

d t d t t d d d t d d          
    

 
, 1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )
2 3 23 2 3 2 3+ω (τ) τ ω ( ) (τ) (τ) τ ω ( ) ω (τ) τ

n k

t t t
n k n n n k n

jj j j
t t t

d d t d d d t d d         
   

 

     
,

( , ) ( ) ( , ) ( , )
2 3 3 22 3 3 2ω (τ) τ δ ω ω δ ω ω .

n k

t
n k n n k n k

j jj
t

d d t t      

Тогда для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) получаем: 
 

, 1 , 1

1 , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 31 2 2 3 3( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) τ (τ) (τ) τ (τ) τ

n k n k

n k n k

t tt t
n n n n n

j j jj j j j j
t t t t

d t d t d d d d d d d d d d
  

               
 
 
   

 

       
, 1 , 1

1 1

( ) ( )
3 2 3 3 22 3ω ω ,2 (τ) τ ω ω ,2 (τ) τ δ ω ω ,2 δ ω ω ,2 ,

n k n kt t
n n n n n n

y j jj j
t t

d d d d
 

          

где 

 1 2 3max , , ,      
 1 2,

max ω ( )j j
t t t

t


   ( 1, 2, 3),j   

 

а ω( ,δ)f  – модуль непрерывности функции f, т. е. 
 

   
δ

ω( ,δ) sup .
t t

f f t f t
  

    

 

Аналогично, для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) имеем: 
 

, 1 , 1

1 , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 12 3 3 1 1( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) τ (τ) (τ) τ (τ) τ

n k n k

n k n k

t tt t
n n n n n

j j jj j j j j
t t t t

d t d t d d d d d d d d d d
  

                
 
 
   

 

       
, 1 , 1

1 1

( ) ( )
1 3 3 1 1 33 1ω ω ,2 (τ) τ ω ω ,2 (τ) τ δ ω ω ,2 δ ω ω ,2 ,

n k n kt t
n n n n n n

j jj j
t t

d d d d
 

        
  

, 1 , 1

1 , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 23 1 1 2 2( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) τ (τ) (τ) τ (τ) τ

n k n k

n k n k

t tt t
n n n n n

j j jj j j j j
t t t t

d t d t d d d d d d d d d d
  

                
 
 
   

 

       
, 1 , 1

1 1

( ) ( )
2 1 1 2 2 11 2ω ω ,2 (τ) τ ω ω ,2 (τ) τ δ ω ω ,2 δ ω ω ,2 ,

n k n kt t
n n n n n n

j jj j
t t

d d d d
 

        
  

k = 0, 1, …, 2n – 1. 

Для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) справедливы неравенства 
 

( ) ( , )
1 ( ) αn n k

iid t   ( 1, 2, 3),i                                                       (10) 

где 

   
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 21 31 2 11 31 3

0 0

α 2 , α 2 , α
k k

n k n n l n l n k n n l n l n k

l l

d d d d
 

 

 

           
 

 
1

( , ) ( , )
11 21

0

2 ,
k

n n l n l

l

d d






                                                     (11) 
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k = 1, 2, …, 2n – 1. Здесь мы по-прежнему считаем, что при k = 0 суммы в (11) принимают значе-
ние, равное нулю. 

Истинность неравенств (10) при k = 0 вытекает из равенств 
 

   ( ,0)
11 0,nd   ( ,0) ( ,0)

21 3ω ,n nd    ( ,0) ( ,0)
31 2ω ,n nd 

                                     
 (12) 

 

которые следуют из (7). Применяя неравенства (10) к оценке величин 
 

( , 1)
1
n k

id   ( 1, 2, 3),i   

получим 

      1 1( , ) ( , 1) ( , 1) ( , 1) ( , 1)
1α α 2 α 2 α ,k kn k n k n n k n k n n k

i i i iid               
              

 (13) 

i = 1, 2, 3, где 

 
3

1 ( , 1)
1

1

,k n k
i

i

d 



    
3

1 ( , 1)

1

α ,k n k
i

i

 



   

 

k = 1, 2, …, 2n – 1. Из (13) по индукции выводим неравенства 
 

       0 0( , ) 1 ( ,0)1
α 1 2 3α 1 2 ,

3

k kn k n n n
i i

             
 

 

i = 1, 2, 3, k = 1, 2, …, 2n – 1. Из равенств (12) следует, что 
 

( ,0)
1α 0,n   ( ,0)

2α ,n    ( ,0)
3α ,n    

 

откуда с учетом (11) получаем неравенства для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1): 
 

     ( ) 1
11

2
1 2 1 2 ,

3

k kn n nd t               
 

     ( ) 1
1 2 1 2 1 2

3

k kn n n
id t             

 ( 2, 3).i                                 (14) 

 

Из (14) следуют неравенства 
 

   
, 1

,

1
( ) 1
11

2
(τ) τ 1 2 1 2 ,

3

n k

n k

t n k kn n n

t

d d
  

               

 

   
, 1

,

( ) 1
1

2
(τ) τ 2 1 2 1 2

3

n k

n k

t n k kn n n
i

t

d d
 

              

 

(i = 2, 3), из которых получаем: 
 

 , 1

1

( )
11 1 1

1
(τ) τ 1 1 ,

3 2 2 2

n kt k k
n

n n n
t

T k
d d



 

                     
   

 

 , 1

1

( )
1 1

1
(τ) τ 2 1 1

3 2 2 2

n kt k k
n

i n n n
t

T k
d d





                     
  

 

(i = 2, 3), поэтому для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) будет выполняться 
 

1 1

1 2
( ) ( ) ( )

11 21 3111 21 31
2

( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) (τ) τ
3

t t n
n n n

t t

d t d t d d d d d d
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         1 12 1
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

3

n
k k k kn n n nT k

                           
 

 

    3 2ω ω ,2 ω ω ,2 .n n                                                        (15) 
 

Аналогично выводятся неравенства 
 

1 1

( ) ( ) ( )
21 31 1121 31 11( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) (τ) τ

t t
n n n

t t

d t d t d d d d d d
 

            
  
   

 

   
2

11 1

1
4 1 1 2 1 1 ω ω ,2

3 2 2 2 3 2 2 2

k k k k
n

n n n n n n

T k 
 

                                               
 

 

   31 1

1
1 1 1 ω ω ,2 ,

3 2 2 2

k k
n

n n n

T k 
 

                         
                               (16) 

 

1 1

( ) ( ) ( )
31 11 2131 11 21( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) (τ) τ

t t
n n n

t t

d t d t d d d d d d
 

            
  
   

 

   
2

11 1

1
4 1 1 2 1 1 ω ω ,2

3 2 2 2 3 2 2 2

k k k k
n

n n n n n n

T k 
 

                                               
 

 

   21 1

1
1 1 1 ω ω ,2 ,

3 2 2 2

k k
n

n n n

T k 
 

                         
                                  (17) 

 

 1 12 2 1 ,n nt Tk t t T k       k = 0, 1, …, 2n – 1. Почленно суммируя неравенства (15)–(17), 

получаем: 
( ) ( ) ( )

11 21 3111 21 31( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nd t d t d t d t d t d t          
 

 

 
1

( ) ( ) ( )
11 21 3111 21 312 (τ) (τ) (τ) (τ) (τ) (τ) τ ( , ),

t
n n n

t

d d d d d d d A n k              

где 

         
1

2 2 1 1
1

2 1
( , ) 2 1 2 2 1 2 1 2 ω ω ,2

3

n
k k kn n n n nT k

A n k
 

                        
 

         1
2 3

2 1
4 1 2 1 2 1 ω ω ,2 ω ω ,2 .

3

n
k kn n n nT k

                        
 

 

В [12] доказано следующее утверждение. 
 
Лемма 1. Если неотрицательная функция f(x), x0  x  X, имеет лишь конечное число точек 

разрыва первого рода {x1, x2,…, xN}  (x0, X), в которых f(xk)  max{f(xk − 0), f(xk + 0)}, 
k = 1, 2,…, N , и удовлетворяет с некоторыми постоянными ,  > 0 условию 

 

   
0

x

x

f x f t dt     
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хотя бы во всех точках непрерывности (а тогда и вообще во всех точках отрезка [x0, X]), то при 
x0  x  X выполняется неравенство 

   0 .x xf x e    
 

Применяя эту лемму, приходим к следующему неравенству: 
 

 12( ) ( ) ( )
11 21 3111 21 31( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .t tn n nd t d t d t d t d t d t A n k e              

 

Следовательно, для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) 
 

 12( )
1 1( ) ( ) ( , ) ,t tn

i id t d t A n k e                                                     (18) 
 

i = 1, 2, 3. Справедливо равенство 
 

       
, ,
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0 0
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i n k n k i i i ii i i

l lt t

d t d t d d d d d d
 

 

 

           

 

где tn,k – точки множества (6), k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3. Отсюда получаем: 
 

   
, 12

1 ,
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i l n l i l l l n li i i i

l l
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    2 1
( )

1 1
0

2 τ τ ,
n

n n
i l li

l

T d d






                                                     (19) 

 

где τl  – точки интервала (tn,l,
 tn,l+1), l = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3. Здесь мы воспользовались тео-

ремой о среднем для определенного интеграла, из которой вытекает существование точек τl  

интервала (tn,l,
 tn,l+1) таких, что для непрерывных функций  1 τid   выполняются равенства 

 

    
, 1

,

1 1 , 1 , 1(τ) τ τ 2 τ ,
n l

n l

t
n

i i l n l n l i l
t

d d d t t d



      

 

где l = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, а также тем, что на каждом из интервалов 
 

    , , 1 1 1, 2 , 2 1n n
n l n lt t t Tl t T l 

      
 

многочлены Хаара  ( )
1
n

id t  принимают постоянное значение, вследствие чего 
 

   ( ) ( )
,1 1τ ,n n

l n li id d t   
 

l = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3. Применяя неравенство треугольника и неравенства (16), из (17)  
получаем: 
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1 2 2 11 1
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2 τ τ
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                                 (20) 
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i = 1, 2, 3. Имеют место равенства 
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1

0

1 1 ,
N

l N

l

q q q
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21

0

1 1 1 1 ,
N

l N N

l

l q Nq N q q






       

 

истинность которых легко проверяется по индукции. Используя эти равенства, вычислим сле-
дующие суммы: 
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Из неравенства (20) получаем: 
 

       
1

( ) 2 2
1 2 2 1 2 3 11

2
2 2 σ ( ) 2σ ( ) σ ( ) ω ω ,2

3

n
n n n n

i i
T

d t d t T n n n
 

         


 

 

     2 3 2 3
2

4σ ( ) σ ( ) 1 ω ω ,2 ω ω ,2 ,
3
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                           (21) 

 

i = 1, 2, 3. Заметим, что 
 

    1 2 12 1
1lim 2 σ ( ) 2 1 1 ,Tn

n
n T e

    


     1

2lim 2 σ ( ) 0,n

n
n 


  1

3lim 2 σ ( ) 0.n

n
n 


         (22) 

 

Тогда из неравенства (20) вытекает оценка 
 

    1 2 2 11 ( ),n
i id t d t n  

                                                     
 (23) 

i = 1, 2, 3, где 
 

        1 2 11
1 2 3( ) 2 1 1 ω ω ,2 ω ω ,2~ Tn n nn T T e

             
 

 

при .n   Если при этом функции 2ω ( )t  и 3ω ( )t  удовлетворяют условию Липшица, т. е. су-

ществуют константы 2 0L   и 3 0L   такие, что для любого числа δ > 0  выполняются неравен-

ства 

 2 2ω ω ,δ δ,L   3 3ω ω ,δ δ,L
 

 

то для величины 1( ),n  фигурирующей в неравенстве (23), имеет место соотношение 
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    1 2 1
1 2 3( ) 2 2 1 1~ Tnn T T e L L

           

 при .n   
Аналогично тому, как было получено неравенство (21), выводим соотношения 
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2 2 1 2 3

2
2 2 σ ( ) 2σ ( ) σ ( ) ω ω ,2
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T
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                                 (24) 

 

i = 1, 2, 3, j = 2, 3, где S  определяется равенством 
 

 
3

1

ω ω ,2 .n
S j

j





   

 

Учитывая (22) и (24), приходим к оценкам 
 

   ( )
2 2 ( ),n

i j i j jd t d t n    

i = 1, 2, 3, j = 2, 3, где 
 

      1 2 11( ) 2 1 1 ω ω~ ,2Tn n
j S jn T T e

              
 

при ,n   j = 2, 3. Если при этом функции  ω j t  удовлетворяют условию Липшица с кон-

стантами 0jL   (j = 1, 2, 3), то 
 

    1 2 1( ) 2 2 1 1~ Tn
j jn T T e L L

           
 

 

при ,n   j = 2, 3, где 1 2 3.L L L L    
 
4. Результаты численных экспериментов 
Пример 1. Рассмотрим задачу Коши (2)–(3) для j = 1 со значениями параметров 1 0,t   2 1t   

и коэффициентами 

1ω ( ) cos1,5 ;t t  2
1 3 3

ω ( ) sin1,5 ;
2 4

t t   3
3

ω ( ) sin1,5 0,75.
2

t t   

 

Нетрудно проверить, что точное решение такой задачи Коши есть 
 

11( ) cos1,5 ;d t t  21
1

( ) sin1,5 ;
2

d t t  31
3

( ) sin1,5 ;
2

d t t  

 

причем  11 2 0,07074,d t     21 2 0,49875,d t    31 2 0,86386.d t   

В табл. 1 приведены значения величины квадратного корня из среднеквадратичной ошибки 
компонент решения рассматриваемой задачи Коши в точке 2t  с использованными в примере 1 

значениями параметров и коэффициентов, полученные методами сумм Хаара, Эйлера, Эйлера –

Коши [16] и Рунге – Кутты 2-го порядка [14; 15] для N  разбиений отрезка  1 2, ,t t  где 
15 16 242 ,2 , ,2 .N    

В данном случае погрешности решения задачи Коши (2)–(3) методами сумм Хаара и Эйлера 
практически идентичны, но погрешности для методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го по-
рядка значительно меньше погрешностей, полученных в результате применения первых двух 
методов. 
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Таблица 1 

Величина квадратного корня из среднеквадратичной ошибки компонент решения в точке 2t   

для значений параметров и коэффициентов, использованных в примере 1 
 

Величина      
3 2

1 2 1 2
1

1

3
n

i i
i

d t d t


  
N (число 
разбиений 
отрезка 
[t1,

 t2])  
Метод сумм Хаара 

 
Метод Эйлера 

 

Метод 
Эйлера – Коши  

Метод  
Рунге – Кутты 
2-го порядка 

215 1,98221·10–5 2,14845·10–5 2,90010·10–10 2,90010·10–10

216 9,91096·10–6 1,07423·10–5 7,25045·10–11 7,25045·10–11

217 4,95546·10–6 5,37117·10–6 1,81151·10–11 1,81152·10–11

218 2,47772·10–6 2,68559·10–6 4,53666·10–12 4,53667·10–12

219 1,23886·10–6 1,34279·10–6 1,13229·10–12 1,13229·10–12

220 6,19430·10–7 6,71397·10–7 2,89097·10–13 2,89107·10–13

221 3,09715·10–7 3,35699·10–7 6,36173·10–14 6,36283·10–14

222 1,54857·10–7 1,67849·10–7 1,62080·10–14 1,62080·10–14

223 7,74287·10–8 8,39247·10–8 5,05499·10–14 5,05598·10–14

224 3,87144·10–8 4,19624·10–8 2,36189·10–14 2,36183·10–14

 
Пример 2. Рассмотрим задачу Коши (2)–(3) для j = 1 со значениями параметров 1 0,t   2 2t   

и коэффициентами 

5 9
1ω ( ) ch ,t t   5 9

2
2

ω ( ) ch tg 1 ,
2

t t t    5 9
3

2
ω ( ) ch tg 1 .

2
t t t   

 

Нетрудно проверить, что точное решение такой задачи Коши есть 
 

11( ) cos ,d t t  21 31
2

( ) ( ) sin ,
2

d t d t t   
 

причем  11 2 0,41615,d t       21 2 31 2 0,64297.d t d t   

В табл. 2 приведены значения величины квадратного корня из среднеквадратичной ошибки 
компонент решения рассматриваемой задачи Коши в точке 2t  с использованными в примере 2 

значениями параметров и коэффициентов, полученные методами сумм Хаара, Эйлера, Эйлера –
 Коши [16] и Рунге – Кутты 2-го порядка [14; 15] для N  разбиений отрезка  1 2, ,t t  где 

15 16 242 ,2 , ,2 .N    
 

Таблица 2 

Величина квадратного корня из среднеквадратичной ошибки компонент решения в точке 2t   

для значений параметров и коэффициентов, использованных в примере 2 
 

Величина      
3 2

1 2 1 2
1

1

3
n

i i
i

d t d t


  
N (число 
разбиений 
отрезка 
[t1,

 t2])  
Метод сумм Хаара 

 
Метод Эйлера 

Метод 
Эйлера – Коши  

Метод  
Рунге – Кутты  
2-го порядка 

215 1,77319·10–2 5,86421·10–2 1,94818·10–2 4,54692·10–3

216 2,27484·10–3 1,68334·10–2 1,28402·10–3 6,33870·10–4

217 3,17159·10–4 6,71757·10–4 9,98299·10–5 1,30330·10–4

218 6,52261·10–5 3,35977·10–4 1,68894·10–5 6,26192·10–5

219 3,12779·10–5 2,52341·10–4 1,56949·10–5 9,12427·10–6

220 4,57051·10–6 1,76562·10–4 1,35320·10–6 2,37992·10–6

221 1,45672·10–6 1,43105·10–4 3,89106·10–7 6,50765·10–7

222 5,97437·10–7 6.01678·10–5 2,00878·10–7 3,41657·10–7

223 3,05874·10–7 3,76402·10–5 1,86299·10–7 3,07409·10–7

224 1,51830·10–7 1,30176·10–5 1,13470·10–7 2,58138·10–7
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В данном случае метод сумм Хаара дает погрешность, значительно меньшую, чем метод 
Эйлера, и практически идентичную погрешностям решения задачи Коши (2)–(3) методами  
Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка. 

Пример 3. Рассмотрим задачу Коши (2)–(3) для j = 1 со значениями параметров 1 0,t   2 2t   

и коэффициентами 
 

8
1ω ( ) sec ,t t  8

2
3 4

ω ( ) sec tg ,
5 5

t t t   8
3

4 3
ω ( ) sec tg .

5 5
t t t   

 

Точное решение такой задачи Коши имеет вид 
 

11( ) cos ,d t t  21
3

( ) sin ,
5

d t t  31
4

( ) sin ,
5

d t t  

 

причем  11 2 0,41615,d t     21 2 0,54558,d t    31 2 0,72744.d t   

В табл. 3 приведены значения величины квадратного корня из среднеквадратичной ошибки 
компонент решения рассматриваемой задачи Коши в точке 2t  с использованными в примере 3 

значениями параметров и коэффициентов, полученные методами сумм Хаара, Эйлера, Эйлера –

 Коши [16] и Рунге – Кутты 2-го порядка [14; 15] для N  разбиений отрезка  1 2, ,t t  где 

15 16 242 ,2 , ,2 .N    
 

Таблица 3 

Величина квадратного корня из среднеквадратичной ошибки компонент решения в точке 2t   

для значений параметров и коэффициентов, использованных в примере 3 
 

Величина      
3 2

1 2 1 2
1

1

3
n

i i
i

d t d t


  
N (число 
разбиений 
отрезка 
[t1,

 t2])  
Метод сумм Хаара 

 
Метод Эйлера 

Метод 
Эйлера – Коши  

Метод  
Рунге – Кутты  
2-го порядка 

215 4,09952·10–5 3,64380·10–2 8,14584·10–5 1,60285·10–5 
216 1,83821·10–5 1,47670·10–3 1,05944·10–5 4,83737·10–6 
217 8,94108·10–6 1,00902·10–3 5,50037·10–6 3,37017·10–6 
218 4,46564·10–6 6,25570·10–4 2,39992·10–6 2,41542·10–6 
219 2,41361·10–6 5,37907·10–4 1,77466·10–6 1,31424·10–6 
220 1,16140·10–6 2,79979·10–4 1,47872·10–6 1,05524·10–6 
221 6,26278·10–7 1,65719·10–4 7,68163·10–7 1,01374·10–6 
222 3,14122·10–7 1,80869·10–4 5,62648·10–7 8,27771·10–7 
223 6,62019·10–7 1,51395·10–4 5,56389·10–7 2,44021·10–7 
224 6,36338·10–7 4,78043·10–5 4,17734·10–7 1,36309·10–7 

 
 
Пример 3, как и пример 2, показывает, что в определенных случаях метод сумм Хаара дает 

погрешность, значительно меньшую, чем метод Эйлера, и практически идентичную погрешно-
стям методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка. 

При этом следует отметить, что трудоемкость методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го 
порядка примерно вдвое превосходит трудоемкость метода сумм Хаара – число арифметиче-
ских операций ЭК ( )N  и PК ( ),N  требуемых для решения каждой из трех задач Коши (2)–(3) 

методами Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка соответственно, удовлетворяет соот-
ношениям 

 

ЭК ( ) 34~N N  при ,N   PК ( ) 32~N N  при .N   
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Заключение 
В настоящей работе представлен новый метод решения системы кинематических уравнений 

Пуассона, определяющих эволюцию положения КА из момента времени 1t  в момент времени 

2.t  Из полученных оценок погрешности метода следует, что если функции, представляющие 

собой проекции абсолютной угловой скорости КА на координатные оси, удовлетворяют усло-
вию Липшица, то абсолютная погрешность вычисления каждого из элементов матрицы перехо-
да от связанной с КА системы координат в момент времени 1t  к связанной с КА системе коор-

динат в момент времени 2 ,t  так же, как и в случае решения указанной системы уравнений ме-

тодом Эйлера, есть величина 1( )O N   при .N   где N  – число разбиений отрезка  1 2,t t  при 

построении сетки используемых узлов. 
Сравнение алгоритмов решения рассматриваемой системы уравнений предложенным мето-

дом и методом Эйлера по их вычислительной эффективности показало, что для реализации ка-
ждого из них требуется ( )O N  арифметических операций при ,N   при этом трудоемкость 

построенного в данной работе алгоритма незначительно превышает трудоемкость алгоритма 
решения системы методом Эйлера. 

Из приведенных в работе результатов численных экспериментов следует, что в определен-
ных случаях метод сумм Хаара дает погрешность, значительно меньшую, чем метод Эйлера, и 
практически идентичную погрешностям методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка, 
трудоемкость которых примерно в два раза превосходит трудоемкость метода сумм Хаара. 
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