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Композиционные материалы широко используются практически во всех сферах науки, техники, 

без них современная жизнь не мыслима. Механика деформируемого твердого тела сформировалась 

и окрепла как наука на изучении материалов, используемых в 19 и 20 вв. Композиционные материа-

лы потребовали новых способов как теоретического, так и экспериментального изучения. Особой 

проблемой стало определение напряжений и деформаций, возникающих в местах контакта мат-

рицы с волокнами. Большую роль в современной технике играют композиты с пластической мат-

рицей. Эти материалы успешно справляются с трещинообразованием и существенно замедляют 

рост трещин. В настоящей статье решена задача о напряженном состоянии композиционного 

бруса с упруго-пластической матрицей и упругими волокнами, расположенными вдоль оси бруса. 

Предполагается, что в зоне контакта матрицы с волокнами, по модели Ю. Н. Работнова, реализу-

ется постоянное касательное напряжение, меньшее, чем предел текучести волокна. Один конец 

бруса закреплен, а на второй – действует постоянная сила, приложенная к центру тяжести, сов-

падающему с началом координат. Предполагается, что на свободной границе бруса и в местах 

контакта бруса с волокнами напряжения достигают предела пластичности. Задача решена с по-

мощью законов сохранения. Это позволяет свести нахождение напряженного состояния в произ-

вольной точке сечения к вычислению интегралов по внешней границе бруса и границам матрицы и 

волокон. 

 

Ключевые слова: композитный брус, напряженное состояние, законы сохранения дифференци-

альных уравнений. 
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Technologies and production widely use composite materials now. “Mechanics of deformable solids” 

was formed as a science based on the study of materials used in the 19th and 20th centuries. Modern com-

posite materials require new theoretical and experimental studies. Determining the stresses and deforma-
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tions that occur at the points of contact of the matrix with the fibers is a special problem. Composites with 

a plastic matrix play an important role in modern technology. These materials successfully cope with 

cracking and significantly slow down the growth of cracks. In this article, the problem of the stress state of 

a composite beam with an elastic-plastic matrix and elastic fibers located along the axis of the beam is 

solved. It is assumed that in the zone of contact of the matrix with the fibers, according to the model of Yu. 

N. Worknov, a constant tangential stress is realized, less than the yield strength of the fiber. One end of the 

beam is fixed, and a constant force applied to the center of gravity coinciding with the origin of coordinates 

acts on the second. It is assumed that at the free boundary of the beam and at the points of contact of the 

beam with the fibers, the stresses reach the plasticity limit. The problem is solved with the help of conserva-

tion laws. This makes it possible to find the stress state at an arbitrary point of the section as a calculation 

of integrals along the outer boundary of the beam and the boundaries of the matrix and fibers. 

 

Keywords: composite beam, stress state, conservation laws of differential equations. 

 

Введение 

В настоящее время большое внимание уделяется всестороннему исследованию композитных 

материалов. Так, в [1] разработана многослойная броня – алюмооксидная керамика (тканый 

материал), армированная эпоксидной смолой и алюминиевым сплавом. В [2] исследованы ко-

лебания композитной балки из функционально-градиентного в двух направлениях материала, 

армированного углеродными нанотрубками. В работе [3] определена и сопоставлена эффектив-

ность различных схем облицовки пластины композитными покрытиями. В [4] исследована ус-

тойчивость подкрепленного отсека фюзеляжа самолета, выполненного из композиционного 

материала, при чистом изгибе и нагружении внутренним давлением. В [5] проведены исследо-

вания стойкости формируемого композитного материала при высокоскоростном соударении.  

В [6] приводится математическая постановка задачи о вынужденных установившихся и собст-

венных колебаниях рассматриваемых смарт-систем, а также результаты численных расчетов, из 

которых следует, что графеновые композиты могут быть использованы для дополнительного 

демпфирования колебаний смарт-структур на основе пьезоэлементов. В работе [7] на основе 

метода конечных элементов разработан вычислительный алгоритм для решения ограниченного 

класса задач об изгибе композитных пластин, армированных системами однонаправленных вы-

сокопрочных волокон. Разработана модель динамического деформирования и разрушения ком-

позитных материалов, в которой учитывается нелинейность диаграмм ударного нагружения  

с упрочнением, зависящего от скорости деформирования [8]. 

В [9] Ю. Н. Работнов предложил модель композитного материала с упруго-пластическим 

связующим и упругими волокнами. При этом между волокнами и связующим, при нагружении, 

действует постоянное касательное напряжение. На основе этой модели в предлагаемой статье 

рассмотрено напряженное состояние бруса, изготовленного из композиционных материалов. 

Задача решена с помощью законов сохранения, построенных для системы дифференциальных 

уравнений, описывающих напряженное состояние бруса. Методику построения законов сохра-

нения можно найти в [10; 11]. Законы сохранения позволяют эффективно решать краевые зада-

чи для ряда уравнений механики деформируемого твердого тела. Примеры решения таких  

задач можно найти в [12–15]. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим брус, изготовленный из упруго пластического материала, армированный n упру-

гими волокнами. Один конец бруса закреплен в точке 0z  , на втором конце бруса при z l  под-

вешен груз весом Р в начале координат, который совпадает с центром тяжести сечения (рис. 1).  

Матрица бруса имеет модуль упругости G  и предел текучести при чистом сдвиге .sk   

Волокна расположены вдоль оси бруса в произвольном порядке параллельно оси z . Каждое 

волокно имеет круглое сечение, центр волокна располагается в точке с координатами ( , )i ix y , 
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радиус волокна равен R , модуль упругости iG . Пределы текучести волокон превосходят пре-

дел текучести матрицы. Касательное напряжение между волокном и матрицей равно .sk   

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Брус с волокнами с подвешенным грузом 
 

Fig. 1. A fiber beam with a suspended load 

   

Заданный процесс описывается уравнением равновесия и уравнениями совместности де-

формаций [13]:  
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I


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(1) 

Из двух последних уравнений (1), с учетом первого получаем 

             2 ,
(1 )

yzxz P
y K

y x I

 
  

   
 (2) 

где K  – постоянная, являющаяся углом поворота объемного элемента бруса относительно оси 

z ; , ,xz yz z    – компоненты тензора напряжений; S
 
– поперечное сечение бруса; I  – момент 

инерции относительно оси y ;   – коэффициент Пуассона.  

Граничные условия на боковой поверхности бруса, свободной от напряжений и находящей-

ся в пластическом состоянии, имеют вид 

2 2 2 2 2
0 0 0, 1/ 3 ,xz yz xz yz s zn m k k            

где 0 0,n m
 
– компоненты вектора нормали к боковой поверхности, которые можно записать  

в виде 

                 , .xz yzmk nk    m  (3) 

На границе между волокном и матрицей выполняются условия 

2 2 2, ,xz i yz i xz yzm n k          

где ,i in m  – компоненты вектора нормали к боковой поверхности i-го волокна, которые запи-

шем в виде 

                     
2 2 2 2, .xz i i yz i im n k n m k          m  (4) 

Далее в формулах (3)–(4) выбирается верхний знак. 
 

Законы сохранения уравнений (1)–(2) 

Для удобства дальнейших вычислений введем следующие обозначения: 

, .xz yzu v   
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Тогда задача (1)–(4) запишется так:  

                      1 / 0,x yF u v Px I   
 

                    2 2 0,
(1 )

y x

P
F u v y K


    

   

(5)
 

на боковой поверхности: 

, ,u mk v nk  
 

на границе волокна и матрицы: 

2 2 2 2, .i i i iu m n k v n m k         
 

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (5) назовем выражение вида 

                  1 1 2 2( , , , ) ( , , , ) ,x yA x y u v B x y u v F F  
 

(6)
 

где 1 2,   – некоторые линейные операторы, одновременно не равные тождественно нулю. 

Более подробно с техникой вычисления законов сохранения и их использования можно оз-

накомиться в [3–5]. 

Пусть 

                        1 1 1,A u v     2 2 2 ,B u v      (7) 

где , ,i i i    – функции только от , .x y  

Подставляя (7) в (6) получаем 
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Отсюда следует 
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(8) 

Рассмотрим для системы уравнений (8) два решения, имеющие особенности в произвольной 

точке 0 0,x y  сечения: 
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где 0 0,x y – постоянные.
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Вычисление напряженного состояния в точке 00 , yx
 

Пусть 0 0( , )x y  – произвольная точка, принадлежащая связующему, и пусть в этой точке со-

храняющийся ток имеет особенность вида (9) или (10). Тогда из (6) следует 

                  0
1

( ) 0,

i

n

x y

iS Г Г

A B dxdy Аdy Bdx Ady Bdx Ady Bdx
 

              (11) 

где   окружность 2 2 2
0 0( ) ( )x x y y      (рис. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Вычисление напряженного состояния в точке 0 0,x y  

Fig. 2. Calculation of the stress state at a point 0 0,x y  

 

Рассмотрим решение (9), полагая 0 0сos , sinx x y y        , тогда из (11) с учетом (9), 

при 0 , получаем 
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Рассмотрим другое решение уравнений (8) вида (9). 

Почти дословно повторяя предыдущие рассуждения с решением (12), получаем  
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Заключение 

Полученные формулы позволяют вычислить напряженное состояние в любой точке свя-

зующего материала. Те точки, где 
2 2 2
xz yz k    ,

 
будут находиться в пластическом состоянии, 

остальные точки среды, а также волокна, будут оставаться упругими. Предложенный метод 

решения позволяет построить упруго-пластическую границу в изгибаемом композитном брусе 

и тем самым оценить его несущую способность. Многообразие композитов [14 – 16] и их ог-

ромная практическая важность позволяют надеяться, что предложенная авторами методика по-

зволит оценивать прочность конструкций изготовленных из композитов. 
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