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Исследованию и решению нелинейных дифференциальных уравнений в современной математи-

ческой литературе уделяется большое внимание. Несмотря на это, методов исследования и реше-

ния таких уравнений не так много. Это точечные и контактные преобразования уравнений, раз-

личные методы разделения переменных, метод дифференциальных связей, поиски различных сим-

метрий и их использование для построения решений, а также законы сохранения. В работе рас-

смотрено нелинейное дифференциальное уравнение, описывающее пластическое течение призма-

тического стержня. Для этого уравнения найдена группа точечных симметрий. Вычислена опти-

мальная система одномерных подалгебр. Приведены законы сохранения, соответствующие нете-

ровским симметриям, а также показано, что законов сохранения не нетеровских бесконечно мно-

го. Построены несколько новых инвариантных решений ранга один, т. е. зависящих от одной неза-

висимой переменной. Показано, как из двух точных решений, переходя к линейному уравнению, 

можно построить классы новых решений. Таким образом, в данной работе используются практи-

чески все методы современного исследования нелинейных дифференциальных уравнений. 
 

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение идеальной пластичности, точечные 

симметрии, точные решения. 
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Much attention is given to the study and solution of nonlinear differential equations in the modern 

mathematical literature. Despite this, there are not many methods for researching and solving such 

equations. These are point and contact transformations of equations, various methods of separating 

variables, the method of differential connections, the search for various symmetries and their use to 

construct solutions, as well as conservation laws. The paper considers a nonlinear differential equation 

describing the plastic flow of a prismatic rod. A group of point symmetries is found for this equation. The 
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optimal system of one-dimensional subalgebras is calculated. Conservation laws corresponding to 

Noetherian symmetries are given, and it is also shown that there are infinitely many non-Noetherian 

conservation laws. Several new invariant solutions of rank one, i. e. depending on one independent 

variable, are constructed. It is shown how classes of new solutions can be constructed from two exact 

solutions, passing to a linear equation. Thus, in this short article, almost all methods of modern research of 

nonlinear differential equations are involved. 
 

Keywords: nonlinear differential equation of ideal plasticity, point symmetries, exact solutions. 
 

Введение 

Решение и исследование дифференциальных уравнений по-прежнему являются одной из 

важнейших задач современной математики. В линейных дифференциальных и интегро-

дифференциальных уравнениях исследуются вопросы разрешимости смешанных нелокальных 

краевых и обратных задач, содержащие действительные параметры и дифференциальные опе-

раторы математической физики [1; 2]. 

Точные решения для нелинейных дифференциальных уравнений известны только в исклю-

чительных случаях. Для их поиска применяют методы обобщенного разделения переменных, 

методы группового анализа, метод дифференциальных связей и некоторые другие. Большой 

список решенных уравнений и обзор методов их решения приведен в фундаментальной работе 

[3]. В последнее время для решения краевых задач для нелинейных дифференциальных уравне-

ний начали использоваться законы сохранения [4–7]. Ранее они чаще всего играли вспомога-

тельную роль. Способы использования группового анализа к разнообразным уравнениям, кото-

рые возникают в физике и механике, можно увидеть в работах [8–15]. 
 

Постановка задачи 

В работе [1] приведено решение, описывающее чисто пластическое напряженное состояние 

призматического стержня 

              2 2 21 1 1
( 2 ) ,

4 2 2
u A y x z Bxy Cx Dyz       

              2 2 21 1 1
( 2 ) ,

4 2 2
v B y x z Axy y Dxz        

              ( , ) ,w x y Axz Byz Cz      

(1) 

где ,  ,  ,  A B C D  – постоянные, ( , )x y  – функция, определяемая из системы уравнений. 

              
2 2

3( )
,

1

y

x y

Ax By C f
Dy

x f f

 
 

  
m   

2 2

3( )
.

1

x

x y

Ax By C f
Dy

y f f

 
 

  
 (2) 

Условие совместности этих соотношений дает эллиптическое уравнение второго порядка 

              
2 2 2 2

( )( ) 2
0.

31 1

yx

x y x y

Ax By C fAx By C f D

x yf f f f

           
          

 (3) 

При этом компоненты тензора напряжений , ,x y xy    тождественно равны нулю, а 

              2 23 1 , , ,z x y xz y yz xk f f kf kf           (4) 

где k  – пластическая постоянная. 

Целью работы является изучение некоторых свойств уравнения (3) и построение его реше-

ния при условии, что 

0.A B   
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В этом случае получаем следующее нелинейное дифференциальное уравнение 

              
2 2 2 2

2
, .

31 1

yx
x y

x y x y

ff D
K K

f f f f

   
       
         

m  (5) 

Индекс внизу означает дифференцирование по соответствующему аргументу; все функции 

предполагаются гладкими. 

Некоторые свойства уравнения (5) при 0.K   

1. Уравнение (5) можно вывести из вариационного принципа, и оно есть минимум функцио-

нала 

2 2( ) .x yZ w w w dxdy Ldxdy   
 2. Группа точечных симметрий уравнения (5) порождается следующими операторами: 

              1 ,xX  
 2 ,yX  

 3 ,fX  
 4 ,x y fX x y f     

 5 .x yX y x     (6) 

Для построения различных инвариантных решений необходимо построить оптимальную 

систему подалгебр. Для алгебры Ли, порожденной операторами (6), она имеет вид 

              1 3 3 5 5 4 3 4, , , , ,X X X X X X X X     
 

(7)
 

где α – произвольная постоянная. Различным значениям этой постоянной соответствуют непо-

добные подалгебры. 

Уравнение (5) приведем к виду 

              
2 2(1 ) 2 (1 ) 0.y xx x y xy x yyf f f f f f f      (8)

 

3. Определение. Законом сохранения для уравнения (8) назовем выражение вида 

                    
2 2[(1 ) 2 (1 ) ] 0,x y y xx x y xy x yyA B f f f f f f f         (9)

 

где   – линейный дифференциальный оператор, тождественно не равный нулю. 

Для уравнений, выводимых из вариационного принципа, каждому оператору, допускаемому 

уравнением, соответствует, по теореме Нетер [3], некоторый закон сохранения. Используем эту 

теорему для уравнения (5). Получаем пять законов сохранения.  

Оператору 1X  соответствует закон сохранения  

0x x y y

x y

L L
D L f D f

f f

   
           

. 

Оператору 2X  соответствует закон сохранения  

0.x y y y

x y

L L
D f D L f

f f

   
           

 

Оператору 3X  соответствует закон сохранения  

2 2 2 2
0.

1 1

yx
x y

x y x y

ff
D D

f f f f

   
    
           

Оператору 4X  соответствует закон сохранения 

( ) ( ) 0.x x y y x y

x y

L L
D Lx f xf yf D Ly f xf yf

f f

   
               

 

Оператору 5X  соответствует закон сохранения  
 

( ) ( ) 0.x x y y x y

x y

L L
D Ly yf xf D Lx yf xf

f f

   
              
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Заметим, что уравнение (8) имеет и другие законы сохранения, которые отличны от преды-

дущих законов. Укажем некоторые. Пусть ( , ),  ( , )x y x yA f f B f f , тогда из (9) получаем 

2 2[(1 ) 2 (1 ) ] 0.xx xy xy yy y xx x y xy x yy

x y x y

A A B B
f f f f f f f f f f f

f f f f

   
         

     

Отсюда без труда получаем два уравнения для определения сохраняющегося тока 

2 2 2(1 ) (1 ) , (1 ) 2 .x y x x y

x y y x y

A B A B B
f f f f f

f f f f f

    
     

    
 

Отсюда следует, что уравнение (8) допускает бесконечную серию законов сохранения. Это 

следует, в частности, из линейности приведенной системы на сохраняющийся ток. 

4. Преобразование Лежандра позволяет линеаризовать уравнение (8) и привести к виду 
2 2(1 ) 2 (1 ) 0.w w w        

 
Это преобразование определяется соотношениями 

, , , , .x yf f x f y f w f x y           
 

Точные решения (5). Все эти решения являются инвариантным решениями, построенными 

на подалгебрах (7): 

а) ищем решение уравнения (8) в виде 

              ( ) ( ).f g x h y   (10) 

Подставляя (10) в (8), получим 

              2 2(1 ' ) '' (1 ' ) '' 0.h g g h     (11) 

Здесь штрих означает производную по соответствующему аргументу. 

Из (11) получаем 

              
2 2

'' ''
const.

1 ' 1 '

h g

h g
    

 
 (12) 

Интегрируя (12), получаем 

              1

1 1 '
ln 2 ln ,

2 1 '

h
C

h


  


  2

1 1 '
ln 2 ln .

2 1 '

g
C

g


   


 (13) 

Из (13) получаем 

            1 3

1
ln(1 exp2 ) ,h x C x C     


 2 4

1
ln(1 exp( 2 )) .g y C y C      


 (14) 

При 1 2 1C C   решение (10) можно записать в более удобном виде 

' , ' , ln , ln , ln
ch x

h th x g th y h ch x g ch y f
ch y


         


; 

б) запишем уравнение (5) при 0K   в полярной системе координат ,r  . Имеем 

              
2

2 2 2 2

r

r

r f

r r r f f

    
    

2 2 2 2
0.

r

f

r r f f





    
    

 (15) 

Ищем решение этого уравнения в виде ( ), exp( ), const.f rf t t r      

Из (15) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, которое 

удалось проинтегрировать только в случае, когда 0  . В этом случае получаем 

              2 2ln Arcsh , const
r

f r r c c
c

     ; (16) 

в) ищем решение уравнения (5) в виде 

( ).f y x     
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Подставляя это соотношение в (5) получаем 

2
21

1 ( )Kx C
K


    ; 

г) ищем решение уравнения (5) в виде 

( ).f r     

Подставляя это соотношение в (5), получаем 

2 2

2 2

r dr
K

rr K

 
 

 ; 

д) ищем решение уравнения (5) в виде 

( ).f r    

Подставляя это соотношение в (5) получаем 

2 2sin 1 .f r K    

 

Гомотопия двух решений уравнения (5) 

Покажем, как из двух решений (14) и (16) можно получить целую серию новых точных ре-

шений уравнения (5). Для этого применим к этим решениям преобразование Лежандра. 

Решению (16) (обозначим его F ) соответствует решение уравнения Лежандра U , которое 

определяется формулой 

,  ,  ,  ,  .x yF F x F y F U F x y             

Отсюда получаем 
2 2

2 2

2 2 2 2
ln( ) .x y

x y
U F x y F xF yF r r c

x y x y
              

 
 (17) 

Окончательно получаем 

2 2 2 2ln( ) .U r r c x y      

То же самое сделаем с решением (14), обозначив его через G , а его образ – через V . Имеем 

              x yV G x y G xG yG x y               

              1 1 2

2 1 2

1 exp 2 exp 2 1 exp( 2 ) 11
ln .

2 1 ( 2 ) exp2 1 exp( 2 ) 1

C x C x C y
x y

C y C C y

      
  

        
 

(18) 

Уравнение Лежандра, соответствующее уравнению (7), линейно, поэтому для него имеем 

(1 ) ,w aU a V    (19) 

где a  – произвольная постоянная, есть снова решение этого же уравнения. При этом при 0a  

решение совпадает с решением V , а при 1a   – с решением U . Отсюда следует, что формула (19) 

позволяет непрерывно преобразовать решение (16) в решение (14) изменяя a  от нуля до единицы. 

Алгоритм действия при этом такой: решения (17) и (18) записываем в переменных ,    , склады-

ваем их по формуле (19), а затем их линейную комбинацию записываем в терминах ,x y . Тем  

самым получаем серию решений уравнения (7) для каждого фиксированного значения a . 
 

Заключение 

В работе найдена группа точечных преобразований, допускаемых уравнением (5) в смысле 

Ли – Овсянникова. Эта группа имеет размерность пять. Она порождается тремя переносами по 

пространственным переменным и искомой функции, растяжением по этим же переменным, 

круговому вращению в плоскости ОХY. Найдены новые классы точных решений этого уравне-

ния, зависящие от произвольных функций из класса 2 .С  На основе точечных симметрий най-

дены четыре закона сохранения уравнения (5). Приведена новая бесконечная серия законов со-
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хранения, которая найдена прямым вычислением. Новые полученные решения дополняют дру-

гие инвариантные решения, приведенные в [1]. 

Все построенные в данной работе решения могут быть использованы для описания напря-

женно-деформированного состояния прямолинейного стержня, подвергнутого растяжению 

вдоль оси OZ и кручению вокруг этой оси парой сил. 
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