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Аннотация. В настоящей работе предложен аналитический метод решения задачи калибровки 

магнитометра для модели, учитывающей вектор температурной зависимости смещений нуля для 
каждой из измерительных осей блока магнитометра и матрицу линейной температурной зависи-
мости каждого из членов матрицы чувствительности, масштабирующей сигнал на основе реаль-
ной чувствительности каждой оси и включающей линейные внеосевые эффекты. При решении за-
дачи определения калибровочных параметров блока магнитометра учитывается, что для измере-
ний с любой пространственной ориентацией блока магнитометра величина измеряемого вектора 
магнитной индукции сохраняется и является известной модельной величиной. Вводится в рас-
смотрение штрафная функция 24 переменных, равная сумме квадратов невязок. Алгоритм решения 
задачи калибровки измерительных осей блока магнитометра сводится к поиску методом наи-
меньших квадратов таких значений переменных этой функции, которые при заданном наборе век-
торов измерений магнитометра доставляют ей минимум. С этой целью указанная функция иссле-
дуется на экстремум. Исходя из необходимого условия экстремума штрафной функции, формиру-
ется система 24 уравнений относительно 24 неизвестных, которая для удобства разбивается на 
три системы (каждая из них есть система 8 линейных алгебраических уравнений относительно  
8 неизвестных). Доказывается, что основная матрица каждой из этих трех систем не вырожде-
на, откуда следует, что каждая из них имеет решение, и притом только одно. Компоненты реше-
ний этих систем (координаты стационарной точки штрафной функции) находятся по правилу 
Крамера. Доказывается, что второй дифференциал штрафной функции в найденной стационарной 
точке положителен, откуда следует, что эта точка действительно доставляет минимум указан-
ной функции. 

 
Ключевые слова: калибровка магнитометра, вектор магнитной индукции, метод наименьших 

квадратов, матрица Грама, правило Крамера. 
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Abstract.  In this paper, an analytical method is proposed for solving the problem of magnetometer cali-
bration for a model that takes into account the vector of temperature dependence of zero offsets for each of 
the measuring axes of the magnetometer unit and the matrix of linear temperature dependence of each of 
the members of the sensitivity matrix, scaling the signal based on the actual sensitivity of each axis and 
including linear off-axis effects. When solving the problem of determining the calibration parameters of the 
magnetometer unit, it is taken into account that for measurements with any spatial orientation of the mag-
netometer unit, the magnitude of the measured magnetic field strength vector is preserved and is a known 
model value. A penalty function of 24 variables equal to the sum of the squares of the residuals is intro-
duced into consideration. The algorithm for solving the problem of calibrating the measuring axes of the 
magnetometer unit is reduced to searching by the method of least squares for such values of the variables 
of this function that, with a given set of vectors of magnetometer measurements, provide it with a minimum. 
For this purpose, the specified function is examined for an extremum. Based on the necessary condition for 
the extremum of the penalty function, a system of 24 equations in the 24 variables is formed, which, for 
convenience, is divided into three systems (each of them is a system of 8 linear algebraic equations in the 8 
variables). It is proved that the main matrix of each of these three systems is an invertible, from which it 
follows that each of them has a solution, and only one. The components of the solutions of these systems 
(the coordinates of the stationary point of the penalty function) are found using Cramer's rule. It is proved 
that the second differential of the penalty function at the found stationary point is positive, from which it 
follows that this point really provides the minimum of the specified function. 

 

Keywords: magnetometer calibration, the Earth's magnetic induction vector, the method of least 
squares, Gram matrix, Cramer's rule. 

 
Введение 
Магнитометры входят в состав системы ориентации и стабилизации (СОС) низкоорбиталь-

ных малогабаритных космических аппаратов (МКА), где являются основными источниками 
информации о положении МКА после отделения от разгонного блока. Магнитометры осущест-
вляют измерение величины и направления вектора магнитной индукции магнитного поля Зем-
ли. Получаемые данные необходимы для формирования управляющих моментов МКА, при 
этом длительность режима успокоения во многом зависит от точности показаний прибора и 
шумовой составляющей. 

Современные магнитометры СОС МКА разрабатываются на базе эффекта магнитосопротив-
ления и вследствие физических особенностей чувствительного элемента требуют проведения 
математической калибровки прибора. На данный момент предложены различные методы ка-
либровки магнитометров [1–16], в частности, статья [11], в которой приведен обзор различных 
способов проведения таких операций. 
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Ранее задача калибровки магнитометра космического аппарата решалась с применением 
численных методов. В настоящей работе предложен аналитический метод решения этой задачи 
для модели, учитывающей вектор температурной зависимости смещений нуля для каждой  
из измерительных осей блока магнитометра и матрицу линейной температурной зависимости 
каждого из членов матрицы чувствительности, масштабирующей сигнал на основе реальной 
чувствительности каждой оси и включающей линейные внеосевые эффекты. 

 
1. Модель погрешностей измерений вектора магнитной индукции 
Обозначим через h = (h1, h2, h3)

T значение измеренного вектора магнитной индукции при не-
котором пространственном положении блока магнитометра (БМ). Воспользуемся моделью из-
мерений, рассмотренной в [1]: 

B = (S + τ KS)
 h + b + τ kb,                                                         (1) 

В (1) использованы следующие обозначения: 
B = (B1, B2, B3)

T – истинный вектор магнитной индукции; 
b = (b1, b2, b3)

T – постоянный вектор, отвечающий смещениям нуля для каждой из измери-
тельных осей БМ; 
kb = (θ1, θ2, θ3)

T – вектор температурной зависимости смещений нуля для каждой из измери-
тельных осей БМ; 

 3
, 1i j i j

S s


  – матрица чувствительности, которая масштабирует сигнал на основе реальной 

чувствительности каждой оси и включает линейные внеосевые эффекты; 

 3
, 1S i j i j

K t


  – матрица линейной температурной зависимости каждого из членов матрицы 

чувствительности; 
τ – температура, передаваемая датчиком (скалярная величина). 
При этом компоненты векторов B, h, b и kb выражены в одинаковых единицах измерения. 
Задача калибровки измерительных осей БМ сводится к нахождению элементов матриц S  

и KS, а также компонент векторов b и kb. 
 
2. Разработка алгоритма определения калибровочных параметров БМ 
При решении задачи определения калибровочных параметров БМ воспользуемся тем, что 

для измерений с любой пространственной ориентацией БМ величина измеряемого вектора маг-
нитной индукции B сохраняется и является известной модельной величиной. 

Пусть в результате измерений магнитометра в дискретные моменты времени получен набор 
векторов h(l) = (h1

(l), h2
(l), h3

(l))T, а в результате измерений в те же дискретные моменты времени 
передающего температуру датчика получен набор значений τ(l), l = 1, 2,…, N. Без ограничения 

общности можно считать, что если                     1 2 3 1 2 3, , , , , ,l l l l l ll l l lh h h h h h     (l = 1, 2,…, N) рас-

сматривать как координаты точек 7-мерного аффинного пространства, то эти точки не лежат  
в одной гиперплоскости. Обозначим эти точки следующим образом: 

                     1 2 3 1 2 3, , , , , , ,l l l l l ll l l l
lU h h h h h h     l = 1, 2, …,  N.                             (2) 

Докажем вспомогательное утверждение. 
Лемма 1. Если точки 

       1 1 1
1 1 2, , , ,nV x x x        2 2 2

2 1 2, , , ,nV x x x …,       1 2, , ,N N N
N nV x x x                      (3) 

n-мерного аффинного пространства не лежат в одной гиперплоскости (N ≥ n), то среди них 
найдутся n аффинно независимых точек. 
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Доказательство. Лемму докажем методом «от противного». Предположим, что любые n  
точек из набора (3) аффинно зависимы. Обозначим через m максимальное число аффинно  

независимых точек (3), 1 ≤ m < n. Пусть       1 1 1
1 1 2, , , ,i i i
i nV x x x        2 2 2

2 1 2, , , ,i i i
i nV x x x  …, 

      1 2, , ,m m m
m

i i i
i nV x x x  – аффинно независимые точки, а Пn–1 – любая из гиперплоскостей, про-

ходящих через эти точки. Выберем в гиперплоскости Пn–1 такие точки       1 1 1
1 1 2, , , ,nW y y y  

      2 2 2
2 1 2, , , ,nW y y y  …,       1 2, , , ,n m n m n m

n m nW y y y  
   что точки 

1
,iV  

2
,iV  …, ,

mi
V  1,W  2 ,W  

…, n mW   аффинно независимы. Запишем уравнение гиперплоскости Пn–1 [17]: 

 

     

           

           

           

           

1 1 1

2 1 2 1 2 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 21 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

1 1 2 2

0.m m m

i i i
n n

i i i i i i
n n

i ii i i i
n n

i i i
n n

n m i n m i n m i
n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

y x y x y x

y x y x y x  

  

  

  

  

  





   





   



                                    (4) 

Легко видеть, что любая из точек (3) удовлетворяет уравнению (4). Действительно, если  
в определитель, фигурирующий в левой части этого уравнения, вместо x1, x2, …, xn подставить 
координаты любой из точек Ul (l

  = 1, 2,…, N), то получим определитель 

 

           

           

           

           

           

1 1 1

2 1 2 1 2 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

1 1 2 2

.m m m

l i l i l i
n n

i i i i i i
n n

i ii i i i
n n

i i i
n n

n m i n m i n m i
n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

y x y x y x

y x y x y x  

  

  

  

  

  





   





   



                                      (5) 

Если l = i1, то первая строка определителя (5) нулевая, и поэтому он равен нулю. Если 

 2 , , ,ml i i   то определитель (5) равен нулю в силу того, что первая его строка совпадает  

с одной из строк с номерами 2, …, m. Если же  1 2, , , ,ml i i i   то в силу аффинной зависимости 

точек ,lV  
1
,iV  

2
,iV  …, 

mi
V  векторы 

1
,i lV V


 

1 2
,i iV V


 

1 3
,i iV V


 …, 

1 mi iV V


 линейно зависимы, следова-

тельно, линейно зависимы первые m строк определителя (5), а значит этот определитель и  
в данном случае равен нулю. 

Таким образом, все N точек (3) принадлежат гиперплоскости Пn–1, что противоречит усло-
вию леммы. Следовательно, наше предположение о том, что любые n точек из набора (3) аф-
финно зависимы, не верно, а значит, среди точек (3) действительно найдутся n аффинно неза-
висимых точек. Лемма 1 доказана. 

Из (1) получаем: 
B(l) = (S + τ(l) KS)

 h(l) + b + τ(l) kb, l
 = 1, 2, …,  N,                                     (6) 
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где B(l) = (B1
(l), B2

(l), B3
(l))T – истинный вектор магнитной индукции в той же точке пространства, 

что и измеренный вектор h(l), l = 1, 2,…, N. 
Перепишем равенство (6) в развернутом виде: 

 

     

     

     

 

 

 

 

 

 

( )
111 11 12 12 13 13 1 11

( )
21 21 22 22 23 23 2 22 2

( )
331 31 32 32 33 33 3 3 3

τ τ τ τ θ

τ τ τ τ θ ,

τ τ τ τ θ

ll l l ll

ll l l ll

ll l l l l

Bs t s t s t bh

s t s t s t h b B

hs t s t s t b B

              
          
                    

                     (7) 

l = 1, 2, …, N. Каждое из N векторных равенств (7) запишем в виде системы трех скалярных 
равенств: 

            ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 31 2 3τ τ τ τ θ , 1,2,3,l l l l ll l l

i i i i i i i i is t h s t h s t h b B i          

l = 1, 2,…, N. 
Введем в рассмотрение штрафную функцию 24 переменных sij, tij (i, j = 1, 2, 3), bi, θi (i = 1, 2, 3): 

            
3 2

( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1

τ θ τ τ τ .
N

l l l l ll l l
i i i i i i i i i

l i

B b s t h s t h s t h
 

                        (8) 

Алгоритм решения задачи калибровки измерительных осей БМ сводится к поиску методом 
наименьших квадратов [18] таких значений переменных sij, tij (i, j = 1, 2, 3), bi, θi (i = 1, 2, 3), ко-
торые при заданном наборе векторов измерений {h(l)} (l = 1, 2,…, N) доставляют минимум 
функции Ф. С этой целью требуется исследовать функцию Ф на экстремум [19]. Запишем необ-
ходимое условие локального экстремума этой функции: 

            
              

   

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 31 2 3

1

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 31 2 3

1

( )

2 τ θ τ τ τ 0, 1,2,3,

2 τ τ θ τ τ τ 0, 1,2,3,
θ

2 τ θ

N
l l l l ll l l

i i i i i i i i i
i l

N
l l l l l ll l l

i i i i i i i i i
i l

l ll
j i i i

ij

B b s t h s t h s t h i
b

B b s t h s t h s t h i

h B b
s





               

               


    







        
              

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 31 2 3

1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 31 2 3

1

τ τ τ 0, , 1,2,3,

2 τ τ θ τ τ τ 0, , 1,2,3.

N
l l ll l l

i i i i i i
l

N
l l l l l ll l l l

j i i i i i i i i i
ij l

s t h s t h s t h i j

h B b s t h s t h s t h i j
t













           

                





 

(9) 

Требуется найти стационарные точки функции Ф, т. е. решение системы (9) – системы  
линейных алгебраических уравнений относительно 24 неизвестных sij, tij (i, j = 1, 2, 3), bi, θi  
(i = 1, 2, 3). 

Для удобства разобьем (9) на три системы 
 

     

             

 

3 3
( ) ( )

1 1 1 1 1 1

3 32 2
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1 1 1 1 1 1 1
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1 1
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θ τ

N N N N
l l ll l

i i ik ik ik k
l k l k l l

N N N N N
l l l l l ll l

i i ik ik ik k
l l k l k l l

N N
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l l

Nb s h t h B

b s h t h B
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(10) 
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i = 1, 2, 3. Заметим, что i-я система (10) представляет собой систему линейных алгебраических 
уравнений относительно восьми неизвестных bi, θi, si1, si2, si3, ti1, ti2, ti3, i = 1, 2, 3. 

Докажем, что каждая из трех систем уравнений (10) имеет решение, и притом только одно. 
Для этого достаточно показать, что основная матрица каждой из этих трех систем не вырожде-
на. Основная матрица каждой из указанных систем – матрица Грама, составленная из скаляр-
ных произведений следующих восьми векторов: 

 1,1, ,1 ,        1 2, , , ,N          1 2, , , N
i i ih h h  ( 1,2,3i  ), 

            1 1 2 2, , , N N
i i ih h h    ( 1,2,3i  ).                                        (11) 

При этом скалярное произведение двух векторов определяется как сумма произведений их 
компонент с одинаковыми номерами. 

Докажем, что система векторов (11) линейно независима, откуда будет следовать невырож-
денность матрицы Грама этой системы [20], т. е. основной матрицы каждой из этих трех систем 
уравнений (10). Доказательство проведем методом «от противного». Предположим, что систе-
ма векторов (11) линейно зависима. Тогда ранг матрицы 
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столбцы которой составлены из компонент векторов (11), меньше 8. Следовательно, любой ми-
нор 8-го порядка этой матрицы равен нулю (считаем, что N ≥ 8), откуда вытекает справедли-
вость равенства 
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                      (12) 

1 2 71 ,i i i N      где                     1 2 3 1 2 3, , , , , ,l l l l l ll l l l
l

i i i i i ii i i i
iU h h h h h h     – аффинно независи-

мые точки из набора точек (2), l = 1, 2,…, 7 (семь таких точек существуют в силу Леммы 1),  

а  1 2 7, , ,x x x  – координаты любой из остальных (N – 7) точек набора (2). Равенство (12) рав-

носильно равенству 
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которое представляет собой уравнение гиперплоскости, проходящей через аффинно независи-
мые точки 

1i
U , 

2i
U , …, 

7i
U . Из вышесказанного следует, что этому уравнению удовлетворяют 

координаты любой из N точек набора (2), а это противоречит тому, что N точек (2) не лежат  
в одной гиперплоскости. 



 
 
 

Информатика, вычислительная техника и управление 
 

  27

Таким образом, система векторов (11) линейно независима, а значит основная матрица каж-
дой из трех систем уравнений (10) не вырождена. Следовательно, каждая из этих систем имеет 
решение, и притом только одно, что и требовалось доказать. 

Введем следующие обозначения: 
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Тогда каждую из трех систем уравнений (10) можно записать в виде 
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i = 1, 2, 3. В каждой из трех систем (13) выразим из первых двух уравнений bi и θi через si1, si2, 
si3, ti1, ti2, ti3, затем исключим bi и θi из остальных шести уравнений системы и умножим обе час-
ти каждого из последних шести уравнений на (T 2 – NR): 
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i = 1, 2, 3, где коэффициенты при неизвестных и свободные члены определяются равенст- 
вами 
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i, j, k = 1, 2, 3. 
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Заметим, что хотя бы один из миноров третьего порядка, расположенных в первых трех 
столбцах основной матрицы, 

 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

61 62 63 61 62 63

      
       
 
 
      

     
                                               (16) 

каждой из трех систем уравнений (15), отличен от нуля. Действительно, в силу теоремы Лапла-
са, определитель матрицы (16) равен сумме произведений всех миноров третьего порядка, рас-
положенных в первых трех столбцах этой матрицы, на их алгебраические дополнения, и если 
бы все указанные миноры равнялись нулю, то нулю равнялся бы и определитель матрицы (16), 
что противоречило бы необходимому и достаточному условию существования единственного 
решения каждой из трех систем уравнений (15), а значит и каждой из трех систем уравне- 
ний (10). 

Пусть j1, j2, j3 (1 ≤ j1 < j2 < j3 ≤ 6) – номера строк матрицы (16), на пересечении которых  
с первыми тремя столбцами этой матрицы расположен отличный от нуля минор третьего по-
рядка. Поменяем местами уравнения каждой из трех систем (15) так, чтобы уравнения с номе-
рами j1, j2, j3 оказались соответственно первым, вторым и третьим. Номера уравнений, оказав-
шихся при этом на четвертом, пятом и шестом местах, обозначим соответственно через j4, j5, j6. 
Введем также следующие обозначения: 

       3 3

3 3 3 3

11 , 12 , 21 , 22 ,, 1 , 1 , 1 , 1
, , , ,

n n n nj k j k j k j kn k n k n k n k    
             

   1 2 3 4 5 61 , , , 2 , , ,, , , , , ,
T T

i j i j i j i i j i j i j i       Γ Γ  

i = 1, 2, 3. Тогда расширенная матрица системы, полученной из i-й системы (15) в результате 
указанной выше перестановки уравнений, примет вид 

 111 12

221 22

,i

i

  
   

Γ

Γ
                                                            (17) 

i = 1, 2, 3. При этом Ω11 – невырожденная матрица в силу ее определения и условия выбора но-
меров j1, j2, j3 строк матрицы (16). Из второй строки i-й блочной матрицы (17) вычтем ее первую 

строку, умноженную слева на 1
21 11

  : 

  
111 12

11
2 21 11 122 21 11 12

,
i

i iO 

  
       

Γ

Γ Γ
                                        (18) 

i = 1, 2, 3, где O – нулевая квадратная матрица третьего порядка. Полученная матрица (18) эк-
вивалентна матрице (17) [21]. Для каждого i = 1, 2, 3 последние три уравнения системы, соот-
ветствующей расширенной матрице (18), образуют систему, матричная запись которой выгля-
дит следующим образом: 

  1 1
22 21 11 12 2 21 11 1 ,i i i

       Λ Γ Γ                                         (19) 

где Λi = (ti1, ti2, ti3)
T, i = 1, 2, 3. 

Заметим, что основная матрица  1
22 21 11 12

     каждой из трех систем уравнений (19) не 

вырождена, так как в противном случае нарушалось бы необходимое и достаточное условие 
существования единственного решения каждой из трех систем (19), а значит и каждой из трех 
систем (15) и, следовательно, каждой из трех систем (10). 
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Значения неизвестных ti1, ti2, ti3 для каждого i = 1, 2, 3 находим из системы уравнений (19)  
по формулам Крамера 

 , , , 1,2,3,i k
ikt i k


 


                                                        (20) 

где 

 1
22 21 11 12det ,       

а каждый из определителей Δi,k получаем из определителя Δ заменой его k-го столбца на стол-
бец свободных членов 

1
2 21 11 1 ,i i

 Γ Γ  

i, k = 1, 2, 3. 
Подставляя для каждого i = 1, 2, 3 в первые три уравнения системы, соответствующей рас-

ширенной матрице (18), вместо ti1, ti2, ti3 значения этих неизвестных, вычисленные по формулам 
(20), получим систему трех уравнений относительно трех неизвестных si1, si2, si3, матричная за-
пись которой имеет вид 

11 1 12 ,i i i  Σ Γ Λ                                                           (21) 

где iΛ  – вектор-столбец решений системы уравнений (19), Σi = (si1, si2, si3)
T, i = 1, 2, 3. Значения 

неизвестных si1, si2, si3 для каждого i = 1, 2, 3 находим из системы уравнений (21) по формулам 
Крамера 

, , , 1,2,3,i k
iks i k


 






 

где 

 11det ,    

а каждый из определителей ,i k  получаем из определителя   заменой его k-го столбца на 

столбец свободных членов 

1 12 ,i iΓ Λ  

i, k = 1, 2, 3. 
После нахождения значений неизвестных ti1, ti2, ti3, si1, si2, si3 находим значения неизвестных 

bi и θi по формулам (14), i = 1, 2, 3. 
Докажем, что найденная стационарная точка функции Φ, определенной равенством (8), т. е. 

решение системы уравнений (9), полученное изложенным выше способом, доставляет минимум 
функции Φ. Выведем выражение второго дифференциала d 2Φ функции Φ: 
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где Δsij = dsij, Δtij = dtij (i, j = 1, 2, 3), Δbi = dbi, Δθi = dθi (i = 1, 2, 3). Из полученного выражения 
для d 2Φ следует, что при условии неравенства нулю хотя бы одного из слагаемых 
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1 1

1,2,3, 1, ,l l l l
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В последней двойной сумме (с физической точки зрения это вполне естественно) имеет место 
неравенство d 2Φ > 0 в любой точке, а значит, и в найденной стационарной точке функции Φ. Сле-
довательно, полученное решение системы уравнений (9) действительно доставляет минимум 
функции Φ [19]. 

 
Заключение 
Итак, мы получили аналитическое решение задачи калибровки магнитометра космического 

аппарата для модели, учитывающей вектор температурной зависимости смещений нуля для 
каждой из измерительных осей блока магнитометра и матрицу линейной температурной зави-
симости каждого из членов матрицы чувствительности, масштабирующей сигнал на основе  
реальной чувствительности каждой оси и включающей линейные внеосевые эффекты. 

Процедура вычисления калибровочных параметров БМ по выведенным формулам обладает 
следующими очевидными преимуществами по сравнению с численными методами решения 
этой задачи: 

 существенно уменьшается число арифметических операций; 
 исчезает проблема возможной неустойчивости метода. 
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