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Мексика, 44000, Халиско, Гвадалахара, просп. Хуарес, 976  
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В статье рассматриваются уравнения пластичности в двумерном случае и строятся линии 
разрыва напряжений. Построение линий разрыва напряжений основывается на факте: они нахо-
дятся в точке пересечения линий одного семейства (характеристик) и направлены по биссектрисе 
угла образованными этими характеристиками. Поэтому для нахождения этих линий построены 
характеристики. Подобная задача проще решается в случае пластического кручения, тогда ха-
рактеристика только одна и она направлена по нормали к внешнему контуру, и найти линии 
скольжения и их точки пересечения достаточно просто. Поэтому большинство работ, посвящен-
ных построению линий разрыва напряжений, решает задачу именно пластического кручения для 
изотропных и анизотропных сред. Для задач плоской деформации пластического материала этот 
метод не достаточно развит. Это объясняется сложностью построения линий скольжения для 
таких задач и наличием двух семейств линий скольжения.  

В данной работе построена гомотопия двух известных точных решений: Прандтля и Надаи, т. 
е. непрерывная трансформация одного решения в другое. При этом можно наблюдать эволюцию 
характеристик, которые зависят от группового параметра а: при a = 1 получаются характери-
стики решения Прандтля; при a = 0 – характеристики решения Надаи, при a = 0,5 характеристи-
ки одного семейства начинают пересекаться и возникают линии разрыва напряжений. Эти линии 
построены в данной работе. 

 
Ключевые слова: линия разрыва напряжений, уравнения пластичности, гомотопия решений. 
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We consider the plasticity equations in the two-dimensional case and construct stress discontinuity lines 
in this paper. The construction of stress rupture lines has a fact: the rupture lines are located at the 
intersection point of lines of the same family (characteristics) and are directed along the angle bisector 
formed by these characteristics. To find these lines, we have constructed characteristics. Such a task is 
easier to solve in the case of plastic torsion, at that moment there is only one characteristic, and it is 
directed along the normal to the outer contour, and it is quite simple to find the sliding lines and their 
intersection points. Most of the works devoted to the construction of stress rupture lines solve the problem 
of plastic torsion for isotropic and anisotropic media. For problems of plane deformation of plastic 
material, this method is not sufficiently developed. This is the complexity of constructing sliding lines for 
such tasks and the presence of two families of sliding lines. 

A homotopy of two known exact solutions is constructed: Prandtl and Nadai, that is, a continuous 
transformation of one solution into another in this article. We obtain the characteristics of the Prandtl 
solution at a=1. We obtain the characteristics of Nadai's solution at a=0. The characteristics of one family 
begin to intersect and stress discontinuity lines appear at a = 0,5. These lines are constructed in this work. 

 
Keywords: stress discontinuity line, plasticity equations, homotopy of solutions. 

 
Введение 
Линия разрыва напряжений – это некоторая линия (поверхность) в теле, на которой напря-

жения терпят разрыв. Причина появления разрывов при плоской деформации – переопределён-
ность граничной задачи в окрестности особой точки с какой-либо одной стороны от контактной 
границы. Как правило, линии разрыва расположены в более прочной части соединения [1–2]. 
При исследовании критического состояния и прочности конструкций необходимо учитывать 
это явление. То же относится и к стержневым конструкциям [1–5], и тонкостенным цилиндри-
ческим оболочкам, где также имеет место переопределенность граничной задачи. Задача ос-
ложняется, если материал полосы неоднороден в менее прочной или (и) в более прочной части 
соединения [6]. 

Для построения линий разрыва напряжений, в случае плоской деформации, необходимо 
учитывать, что они находятся в точке пересечения линий характеристик одного семейства и 
направлены по биссектрисе угла образованными этими характеристиками. Поэтому для нахож-
дения этих линий необходимо построить характеристики. Проше всего это сделать для задачи 
кручения, поскольку в этом случае характеристика направлена по нормали к внешнему контуру 
и найти линии скольжения и их точки пересечения достаточно просто. Этому посвящено доста-
точное количество работ о пластическом кручении изотропных цилиндрических и призматиче-
ских стержней в случае, когда боковая поверхность стержней свободна от касательных нагру-
зок, а также в случае, когда боковая поверхность стержня находится под действием внешнего 
переменного давления [7; 8]. Кручение анизотропных цилиндрических и призматических 
стержней исследовано в [9–11]. В [12] определено предельное состояние сектора анизотропного 
кругового кольца при кручении. В [13] показано построение полей характеристик для цилинд-
рического стержня по произвольной поверхности текучести. В [14–17] рассматривались по-
верхности разрывов деформаций в упругопластических средах.  

Для задач плоской деформации пластичного материала разрывные решения построить не 
просто. Это объясняется необходимостью рассматривать два семейства характеристик и слож-
ностью построения этих линий скольжения. Для решения этой задачи построим непрерывную 
деформацию двух точных решений: гомотопию решений Прандтля и Надаи. Найдем точки пе-
ресечения линий скольжения одного семейства и построим линии разрыва. 

 
Гомотопия решений Прандтля и Надаи 
Рассмотрим систему плоской идеальной пластичности Треска – Сен-Венана – Мизеса, со-

стоящую из двух уравнений равновесия и условия пластичности:  
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 
 

xyx

x y
,    0,xy y

x y

 
 

 
 

         2 2 2( ) 4 4 ,x y xy k      
(1)

где σx, σy, τxy – компоненты тензора напряжений; k – предел текучести при чистом сдвиге. 
Заменой, продолженной М. Леви, 

                 

sin 2 ,

sin 2 ,

cos2 ,

x

y

xy

k

k

k

    

    
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система (1) сводится к квазилинейной системе:  

                

2 cos2 sin 2 0,

2 sin 2 cos 2 0,

k
x x y

k
y x y

   
        

   
        

 (2)

в которой σ – гидростатическое давление; 
4


   – угол между первым главным направлением 

тензора напряжений и осью OX. 
Решение Прандтля часто используется для описания сжатия жесткопластического материала 

шероховатыми плитами. Предполагается, что слой имеет значительно большую длину по срав-
нению с его толщиной. Это решение приближено описывает реальную ситуацию в некотором 
отдалении от центра слоя, если начало координат расположено в центре слоя. 

В терминах переменных σ, θ для системы (2) это решение имеет вид 

                 
2

1 2
1

x y
p k

h h

 
      
 
 

, 

                 cos2y h  , 

(3)

где h = const; y = ±h – границы плит; p1 = const.  
Граничные решения примут вид 

                  
1

, ,

.

y h

y h

n n

x
p k

h





   

   
. (4)

Характеристики решения имеют следующий вид: 

                1(2 sin 2 ) 2 ,   cos2 , 1,2,i
p

x h h c y h i
k

           
 

 (5)

где ci – const. 
Решение Надаи описывает пластическое положение вокруг круглого отверстия радиуса R, 

нагруженного равномерно распределённым нормальным давлением p1 = const и нулевым каса-
тельным напряжением на контуре отверстия. Данное решение можно записать в виде 

                 ,
4


    

                 
2 2 2

2 22 2
ln ln ,

x y r
p k k p k k

R R


          

(6)

где r; φ – полярные координаты. 
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Граничные условия принимают вид 

                 ,
4r R


     

                 2 .r R p k    
(7)

Получившиеся линии скольжения имеют следующей вид: 

2,   exp ,
4 2 i

p k
r R c

k

          
 

 (8)

где ci – const; i = 3,4. 
Выразим решение Надаи и Прандтля как решение линеаризованной системы: 

                

2

2

2 2

2 2

cos Re ,
4

sin Re ,
4
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x e

y e

 
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 (9)

                  1 sin 2
p hh

x h
k k


     , 

                  cos 2y h  . 
(10)

Выполняем гомотопическую линейную комбинацию решений Прандтля и Надаи: 

                  
2

1 2 2sin 2 1 sin Re
4

p k

k kp hh
x a h a e

k k

                  
, 

                
2
2 2cos2 (1 )cos Re

4

p k

k ky h a e
        

 
, 

(11)

где a – групповой параметр. 
Получаем граничную кривую для решения (10): 

               1 ;p k        
4


   . 

 

Подставляя σ = 2k(a + θ) в систему (3), получаем параметрические уравнения семейства  
линий скольжения: 

                      
2

1 2
12 sin 2 1 Re cos

4

p k
akp

x ah c a e
k


                 

, 

                  
2
2cos 2 (1 )Re sin

4

p k
aky ah a e


       

 
. 

(12)

При этом мы можем наблюдать эволюцию характеристик, которые зависят от группового 
параметра a, при a = 1 получаются характеристики решения Прандтля (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Преобразованные линии скольжения: h = 1; p1 = p2; a = 1 
 

Fig. 1. Transformed sliding lines: h = 1; p1 = p2; a = 1 
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При a = 0 характеристики решения Надаи представлены на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Преобразованные линии скольжения: a = 0 
Fig. 2. Transformed sliding lines: a = 0 

 
При a = 0,5 характеристики одного семейства начинают пересекаться и возникают линии 

разрыва напряжений, как на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Пересечение линий скольжения для отверстия  
в виде улитки Паскаля a = 0,5 

 

Fig. 3. The intersection of the sliding lines for the hole  
in the form of a Pascal snail a = 0,5 

 
Так как характеристики одного семейства пересекаются, то значения вдоль них различны, и 

решение задачи Коши после точки пересечения не может быть продолжено непрерывно, возни-
кает линия разрыва напряжений. Эта линия разрыва проходит по биссектрисе угла, образован-
ного пересекающимися характеристиками, и выходит из точки их пересечения в координатах [–
0,183;0,991] (рис. 4). 
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Рис. 4. Линия разрыва напряжений 
 

Fig. 4. Stress discontinuity line 

 
Заключение 
В данной работе построена гомотопия двух известных точных решений: Прандтля и Надаи, 

т. е. непрерывная трансформация одного решения в другое. При этом можно наблюдать эволю-
цию характеристик, которые зависят от группового параметра a: при a =1 получаются характе-
ристики решения Прандтля; при a =0 – характеристики решения Надаи; при a =0,5 характери-
стики одного семейства начинают пересекаться и возникают линии разрыва напряжений, кото-
рые проходят по биссектрисе угла пересечения характеристик и выходят из точки их пересече-
ния. Если продолжить увеличение параметра α пересекающихся характеристик становится 
больше что усложняет построение линии разрыва напряжений. Решение этой проблемы будет 
рассмотрено в дальнейших работах. 
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Композитные конструкции (тела) широко применяются в авиационной и ракетно-космической 
технике. Для анализа напряженно-деформированного состояния (НДС) упругих композитных тел 
(КТ) эффективно применяется метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ), который реа-
лизуется на основе функционала Лагранжа (в перемещениях). При построении по известным про-
цедурам многосеточного конечного элемента (МнКЭ), кратко – стандартного МнКЭ, используют-
ся мелкая (базовая) сетка, которая может быть сколь угодно мелкой, и крупные сетки, вложен-
ные в мелкую. Мелкая сетка порождена базовым разбиением МнКЭ, которое учитывает в рамках 
микроподхода его неоднородную, микронеоднородную структуру. Крупные сетки используются для 
понижения размерности МнКЭ. Для стандартного МнКЭ характерно следующее. Всякая крупная 
сетка стандартного МнКЭ и отвечающие ей аппроксимации перемещений определяются на всей 
его области. Это приводит к увеличению размерности стандартного МнКЭ при повышении его 
порядка точности, так как в этом случае на крупных сетках определяются аппроксимации пере-
мещений высокого порядка. Для уменьшения погрешности решений применяются высокоточные 
МнКЭ, т. е. высокого порядка точности, которые имеют большую размерность. Однако, примене-
ние высокоточных МнКЭ затруднительно, так как они образуют дискретные модели тел высокой 
размерности. 

В данной работе предлагается метод локальных аппроксимаций (МЛА) для построения высо-
коточных МнКЭ малой размерности (кратко – малоразмерных МнКЭ), которые используются для 
расчета НДС по ММКЭ упругих однородных и КТ. Рассмотрены два типа малоразмерных МнКЭ. 
Малоразмерные МнКЭ 1-го типа проектируются на базе стандартных с применением локальных 
аппроксимаций перемещений, которые определяются на подобластях стандартных МнКЭ, 2-го 
типа – с применением образующих конечных элементов (КЭ). Краткая суть построения малораз-
мерных МнКЭ 1-го типа состоит в следующем. Согласно МЛА на области 0V  стандартного МнКЭ 

определяем более мелкую сетку Н, чем его базовая. Область 0V  представляем граничными и внут-

ренними областями. Граничные (внутренние) области имеют общую границу (не имеют общей 
границы) с областью 0V , общие границы с областью 0V  не вырождаются в точку. На граничных 

(внутренних) областях определяем крупные сетки, которые вложены в мелкую сетку Н и порож-
дают локальные аппроксимации перемещений малого (высокого) порядка. На области 0V , исполь-

зуя локальные аппроксимации перемещений граничных и внутренних областей, строим МнКЭ.  
Затем с помощью метода конденсации выражаем перемещения внутренних узлов МнКЭ через  
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перемещения узлов, лежащих на его границе, т. е. на границе области 0V . В результате получаем 

высокоточный МнКЭ pV  малой размерности, т. е. малоразмерный МнКЭ 1-го типа, размерность 

которого равна размерности стандартного. Важно отметить, что при увеличении порядка точ-
ности МнКЭ pV  размерность его не меняется, т. е. не увеличивается, и поэтому он называется 

высокоточным МнКЭ малой размерности. Подробно изложена процедура построения малоразмер-
ных МнКЭ 1-го типа. Как известно, расчет на статическую прочность упругих конструкций сво-
дится к определению для них максимальных эквивалентных напряжений, определение которых 
с малой погрешностью для КТ в настоящее время является актуальной проблемой. 
Расчеты показывают, что малоразмерные МнКЭ 1-го типа порождают в КТ максимальные эк-

вивалентные напряжения, погрешности которых в 25–50 раз меньше погрешностей аналогичных 
напряжений, полученных с помощью стандартных, на базе которых построены малоразмерные, т. 
е. малоразмерные МнКЭ 1-го типа более эффективны, чем стандартные. Применение в расчетах 
по ММКЭ малоразмерных МнКЭ 1-го типа позволяет для крупных дискретных моделей КТ опреде-
лять максимальные эквивалентные напряжения с малой погрешностью. 
Показано построение малоразмерных МнКЭ 2-го типа, которые проектируются на базе стан-

дартных высокоточных МнКЭ с применением образующих КЭ. Малоразмерный МнКЭ 2-го типа 
имеет такой же порядок точности, как стандартный, но размерность его меньше размерности 
стандартного. Достоинство малоразмерных МнКЭ 2-го типа состоит в том, что они порожда-
ют дискретные модели КТ меньшей размерности, чем стандартные. 

 
Ключевые слова: упругость, композиты, стандартные и малоразмерные МнКЭ, локальные ап-

проксимаци, образующие КЭ. 
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Composite structures (bodies), in particular, plates, beams, shells, are widely used in aviation and 
rocket and space technology. To analyze the stress state of elastic composite bodies (CB), the method of 
multigrid finite elements (MMFE) is effectively used, which is implemented on the basis of the Lagrange 
functional (in displacements). When constructing a multigrid finite element (MgFE), briefly a standard 
MgFE, using known procedures, a small base grid is used, which can be arbitrarily small, and large ones 
nested in a small one. The fine grid is generated by the partition of the MgFE, which takes into account its 
inhomogeneous, micro-inhomogeneous structure within the framework of the micro-passage. Large grids 
are used to reduce the dimension of the MgFE. The following is typical for a standard MgFE. Any large 
grid of a standard MgFE and corresponding approximations of displacements are determined on its entire 
area. This leads to an increase in the dimension of the standard MgFE with an increase in its order of ac-
curacy, since in this case approximations of high-order displacements are determined on large grids.  
To reduce the error of solutions, high-precision MgFE are used, i. e., of a high order of accuracy, which 
have a large dimension. However, the use of high-precision MgFE is difficult, since they form discrete 
models of high-dimensional bodies. 

In this paper, we propose a method of local approximations (MLA) for constructing high-current MgFE 
of small dimension (short - small-sized MgFE), which are used to calculate elastic homogeneous and CB 
by MgFE. Two types of small-sized MgFE are considered. Small-sized MgFE of the 1st type are designed 
on the basis of standard ones with the use of local approximations of displacements, which are determined 
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on the subdomains of standard MgFE, of the 2nd type - with the use of finite element generators (FE). The 
brief essence of the construction of small-sized MgFE of the 1st type is as follows. According to the MLA, 
we define a smaller Н grid on the 0V  area of the standard MgFE than its base one. The 0V  region is repre-

sented by the boundary and inner regions. The boundary (inner) regions have a common boundary, which 
does not degenerate into a point (do not have a common boundary), with the 0V  region. On the boundary 

(inner) regions, we define large grids that are embedded in a small Н grid and generate local approxima-
tions of small (high) order displacements. On the 0V  region, using local approximations of the displace-

ments of the boundary and inner regions, we construct the MgFE. Then, using the condensation method, we 
express the movements of the internal nodes of the MgFE through the movements of the nodes lying on its 
boundary, i.e. on the boundary of the 0V  region. As a result, we obtain a high-precision pV  MgFE of small 

dimension, i.e. a small-sized MgFE of the 1st type, the dimension of which is equal to the dimension of the 
standard one. It is important to note that with an increase in the order of accuracy of the pV  MgFE, its 

dimension does not change, i.e. it does not increase, and therefore it is called a high-precision MgFE of 
small dimension, i.e. small-sized. The procedure for constructing small-sized MgFE of the 1st type is de-
scribed in detail. As is known, the calculation of the static strength of structures is reduced to determining 
the maximum equivalent stresses for them, the determination of which with a small error for CB is an ur-
gent problem. 

Calculations show that small-sized MgFE of the 1st type generate maximum equivalent stresses in CB, 
the errors of which are 25 50  smaller than the errors of analogous stresses obtained using standard 
ones, on the basis of which small-sized, i.e. small-sized MgFE of the 1st type are more effective than stan-
dard ones. The use of small-sized MgFE of the 1st type in MMFE calculations makes it possible to deter-
mine the maximum equivalent stresses with a small error for large CB partitions. 

The construction of small-sized MgFE of the 2nd type is shown, which are designed on the basis of 
standard high-precision MgFE with the use of generating FE. A small-sized MgFE of the 2nd type has the 
same order of accuracy as the standard one, but its dimension is smaller than the dimension of the stan-
dard one. The advantage of small-sized MgFE of the 2nd type is that they give rise to discrete CB models of 
smaller dimension than standard ones. 

 

Keywords: elasticity, composites, standard and small-sized MgFE, local approximations, generating FE. 
 
Введение 
В современной авиационной и ракетно-космической технике широко применяются упругие 

конструкции, пластины, балки, оболочки, имеющие неоднородную (волокнистую) структуру. 
При анализе напряженно-деформированного состояния (НДС) упругих конструкций (тел) актив-
но используется метод конечных элементов (МКЭ) [1–7]. Базовые дискретные модели (БМ) тел, 
которые учитывают их неоднородную, микронеоднородную структуру в рамках микроподхода 
[8] с помощью конечных элементов (КЭ) 1-го порядка, имеют очень высокую размерность. 

Для понижения размерностей дискретных моделей очень результативно используется метод 
многосеточных конечных элементов (ММКЭ) [9–11]. Особенно эффективно ММКЭ использу-
ется при решении задач теории упругости [12–16] для композитных тел (КТ). ММКЭ реализу-
ется на основе функционала Лагранжа (т. е. в перемещениях) [17] с применением многосеточ-
ных конечных элементов (МнКЭ) [18–21]. Поскольку при построении n-сеточного КЭ исполь-
зуется не одна, а n  вложенных сеток ( 2n  ), то ММКЭ можно считать обобщением МКЭ,  
т. е. МКЭ – частный случай ММКЭ. Отсюда следует, что если в расчетах тел по МКЭ приме-
няются МнКЭ, то в этом случае, по сути, реализуется ММКЭ. Неоднородные, микронеодно-
родные структуры КТ учитываются в рамках микроподхода с помощью МнКЭ. Существующие 
подходы и численные методы решения задач упругости для КТ имеют сложные формулировки 
и труднореализуемы [22–30]. Для тел с неоднородной регулярной структурой с различными 
коэффициентами наполнения, которые с позиций макроподхода рассматриваются как изотроп-
ные однородные тела, НДС определяется с помощью фиктивных модулей упругости. Процедуры 
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нахождения фиктивных модулей упругости показаны в работе [31] для двумерных композитов, 
в [32] – для трехмерных. Основные достоинства ММКЭ состоят в том, что он порождает для 
КТ дискретные модели малой размерности и реализуется на базе процедур МКЭ. 

При построении по известным процедурам многосеточного конечного элемента (кратко – 
стандартного МнКЭ) используются мелкая сетка и крупные, вложенные в мелкую. Мелкая (ба-
зовая) сетка порождена базовым разбиением, которое учитывает неоднородную, микронеодно-
родную  структуру стандартного МнКЭ, крупные сетки применяются для понижения его раз-
мерности. Для стандартных МнКЭ характерно следующее. Всякая крупная сетка стандартного 
МнКЭ и отвечающие ей аппроксимации перемещений определяются на всей его области. Это 
приводит к увеличению размерности стандартного МнКЭ при повышении его порядка точно-
сти, так как в этом случае на крупных сетках используются аппроксимаци перемещений высо-
кого порядка. Для уменьшения погрешности приближенных решений используются (стандарт-
ные) высокоточные МнКЭ, т. е. МнКЭ высокого порядка точности, которые имеют большую 
размерность. Однако применение высокоточных МнКЭ затруднительно, так как они порожда-
ют дискретные модели тел высокой размерности. 

Основной недостаток МКЭ и ММКЭ состоит в том, что при построении по МКЭ, ММКЭ 
решений с малой погрешностью для КТ с помощью известных односеточных КЭ, МнКЭ необ-
ходимо применять дискретные модели тел высокой размерности. Для решения данной пробле-
мы здесь предлагается использовать высокоточные МнКЭ малой размерности, которые позво-
ляют для крупных дискретных моделей КТ определять напряжения с малой погрешностью. 

В данной работе предлагается метод локальных аппроксимаций (МЛА) для построения вы-
сокоточных МнКЭ малой размерности (кратко – малоразмерных МнКЭ), которые применяются 
при расчете НДС по ММКЭ упругих однородных и КТ. МЛА применяется для КТ, которые 
удовлетворяют следующим основным положениям. 
Положение 1. КТ состоят из разномодульных изотропных однородных тел, связи между ко-

торыми идеальны, т. е. на общих границах разномодульных изотропных однородных тел функ-
ции перемещений и напряжений являются непрерывными. 
Положение 2. Перемещения, деформации и напряжения разномодульных изотропных одно- 
родных тел отвечают соотношениям Коши и закону Гука трехмерной задачи линейной тео-

рии упругости [16]. 
Следует отметить, что МЛА, по сути, порождает новые подходы построения МнКЭ. Рас-

смотрены два подхода, т. е. два типа малоразмерных МнКЭ. Малоразмерные МнКЭ 1-го типа 
проектируются на базе стандартных с применением локальных аппроксимаций перемещений, 
которые определяются на подобластях стандартных МнКЭ, 2-го типа – с применением обра-
зующих КЭ. Краткая суть построения малоразмерных МнКЭ 1-го типа состоит в следующем. 
Согласно МЛА в центральной части области 0V  стандартного МнКЭ применяются локальные 

аппроксимации перемещений высокого порядка (построенные на крупных сетках), в окрестно-
сти границы области 0V  – малого порядка, что позволяет проектировать высокоточный МнКЭ 

pV  малой размерности, т. е. малоразмерный МнКЭ 1-го типа, размерность которого равна раз-

мерности стандартного. Следует отметить следующее. При увеличении порядка точности 
МнКЭ pV  размерность его не меняется, т. е. не увеличивается, и поэтому он называется высо-

коточным МнКЭ малой размерности. Подробно изложена процедура построения малоразмер-
ных МнКЭ 1-го типа. Как известно, расчет на статическую прочность упругих конструкций 
сводится к нахождению для них максимальных эквивалентных напряжений, определение кото-
рых с малой погрешностью для КТ является в настоящее время актуальной проблемой. 

Расчеты показывают, что малоразмерные МнКЭ 1-го типа порождают в КТ максимальные 
эквивалентные напряжения, погрешности которых в 25–50 раз меньше погрешностей анало-
гичных напряжений, полученных с применением стандартных МнКЭ, которые имеют такие же 
формы, характерные размеры, размерности, неоднородную структуру и образуют такие же  
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дискретные модели, как малоразмерные МнКЭ. Приведенный пример расчета КТ по ММКЭ  
с применением малоразмерных МнКЭ 1-го типа показывает их высокую эффективность. 

Основные достоинства малоразмерных МнКЭ 1-го типа состоят в следующем. Во-первых, 
малоразмерные МнКЭ 1-го типа порождают в КТ максимальные эквивалентные напряжения 

с меньшей погрешностью, чем стандартные, и образуют дискретные модели КТ малой размер-
ности. Во-вторых, применение в расчетах по ММКЭ малоразмерных МнКЭ 1-го типа позволяет 
для крупных дискретных моделей КТ определять максимальные эквивалентные напряжения с 
малой погрешностью. Отсюда следует, что малоразмерные МнКЭ 1-го типа более эффективны, 
чем стандартные (на базе которых построены малоразмерные). 

Кратко показана процедура построения малоразмерных МнКЭ 2-го типа на базе стандарт-
ных высокоточных МнКЭ с применением образующих КЭ. Малоразмерные МнКЭ 2-го типа 
имеют такой же порядок точности, как стандартные, но размерность их меньше размерности 
стандартных. Поэтому малоразмерные МнКЭ 2-го типа порождают дискретные модели КТ 
меньшей размерности, чем стандартные. 

 
1. Процедура построения стандартных многосеточных конечных элементов 
Основные положения построения стандартных МнКЭ на основе функционала Лагранжа, не 

теряя общности суждений, покажем на примере лагранжевого двухсеточного конечного элемента  

(2сКЭ) (2)
dV  размерами 8 8 8h h h   (рис. 1), h  – задано. Здесь и далее МнКЭ на рисунках показа-

ны в локальной декартовой системе координат Oxyz . Рассматриваемый 2сКЭ (2)
dV  армирован 

непрерывными волокнами сечением h h , которые параллельны оси Oy , расстояние между ко-

торыми равно h . На рис. 2 показано сечение 2сКЭ в плоскости Oxz , сечения волокон закрашены. 
Считаем, что между компонентами неоднородной структуры 2сКЭ связи идеальны,  
а функции перемещений, напряжений и деформаций этих компонентов удовлетворяют закону 
Гука и соотношениям Коши, отвечающие трехмерной задачи линейной теории упругости [12–16], 

т. е. во всей области 2сКЭ (2)
dV  реализуется трехмерное НДС [16]. Область 2сКЭ (2)

dV  представ-

ляем БМ dR , состоящей из однородных односеточных КЭ (1сКЭ) h
jV  первого порядка формы 

куба со стороной h  [6; 7], 1,..., ;j M  M – общее число 1сКЭ h
jV , для рис. 1 имеем 512M  . На 

рис. 1 показана БМ dR  2сКЭ (2)
dV , которая учитывает неоднородную структуру 2сКЭ (2)

dV  и по-

рождает мелкую (базовую) узловую равномерную сетку dh  размерности 9 9 9   с шагом h . 

                       
                                     Рис. 1. Сетки 2сКЭ (2)

dV                                         Рис. 2. Сечение 2сКЭ (2)
dV  

                                      Fig. 1. Grids 2gFE (2)
dV                                             Fig. 2. Section 2gFE (2)

dV  

 

На мелкой сетке dh  определяем крупную равномерную сетку (2)
dH  размерности 5 5 5    

с шагом 2h . На рис. 1 узлы крупной сетки (2)
dH  отмечены точками – 125 узлов. Полную потен-
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циальную энергию dП  базового разбиения dR  2сКЭ )2(
dV  (т. е. функционал Лагранжа [17]) 

представим в матричной форме [6; 7]: 

1

1
( [ ] )
2

,
M

T h T
d j j j j j

j

П K


  q q q P                                                      (1) 

где [ ]h
jK  – матрица жесткости; ,j jP q  – векторы узловых сил и неизвестных 1сКЭ h

jV ;  

T – транспонирование; М – общее число 1сКЭ h
jV . 

С помощью полиномов Лагранжа [6] на сетке (2)
dH  определяем аппроксимирующие функ-

ции 2 2 2, ,u v w  для перемещений u, v, w  2сКЭ )2(
dV , которые запишем в форме 

5 5 5

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

u N u
  

 ,   
5 5 5

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

v N v
  

 ,   
5 5 5

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

w N w
  

 ,                    (2) 

где , ,ijk ijk ijku v w  – искомые значения функций 2 2 2,  ,  u v w  в узле , ,i j k  сетки (2)
dH ; , ,i j k  – ко-

ординаты целочисленной системы координат ijk , которая введена для узлов крупной сетки 
(2)
dH  (рис. 1); ( , , )ijk ijkN N x y z  – базисная функция узла , ,i j k  сетки (2)

dH , , , 1,...,5i j k  , где 

( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z ,                                                          (3) 

где 
5

1,

( )i
ii

x x
L x

x x


 




 ; 
5

1,

( )j
jj

y y
L y

y y


 




 ; 
5

1,

( )k
kk

z z
L z

z z


 




 , , ,i j kx y z  – координаты 

узла , ,i j k  сетки (2)
dH  в системе координат Oxyz . 

Обозначим: ijkN N  , ijku u  , ijkv v  , ,ijkw w   где , , 1,...,5i j k  , т. е. 1,...,125  . Тогда 

выражения (2) принимают вид 

125

2
1

u N u 


 ,  
125

2
1

v N v 


 ,  
125

2
1

w N w 


 .                                              (4) 

Обозначим: 1 125 1 125 1 125{ ,..., , ,..., , ,..., }T
d u u v v w wq  – вектор узловых перемещений крупной 

сетки (2)
dH , т. е. вектор неизвестных 2сКЭ (2)

dV . Используя (4), компоненты вектора jq  узло-

вых неизвестных 1сКЭ h
jV  выражаем через компоненты вектора dq , в результате получим 

[ ] d
j j dAq q ,                                                                  (5) 

где [ ] d
jA – прямоугольная матрица; 1,..., .j M  

Подставляя (5) в выражение (1), из условия / 0d dП  q  получаем матричное соотношение 

вида [ ] d d dK q F , где 

1

[ ] [ ] [ ][ ]
M

d T h d
d j j j

j

K A K A


 ,  
1

[ ]
M

d T
d j j

j

A


F P ,                                       (6) 

где [ ],d dK F   – матрица жесткости (размерности 375 375 ) и вектор узловых сил (размерности 

375)  стандартного 2сКЭ (2)
dV . 

Особенность стандартных МнКЭ заключается в том, что всякая крупная сетка стандартного 
МнКЭ и отвечающие ей аппроксимации перемещений определяются на всей его области. 
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Стандартный 2сКЭ формы куба, имеющий равномерную крупную сетку размерности 
( 1) ( 1) ( 1)n n n     , называется 2сКЭ n-го порядка. Поскольку равномерная крупная сетка 

(2)
dH  2сКЭ (2)

dV  имеет размерность 5 5 5  , то 2сКЭ (2)
dV  называется 2сКЭ 4-го порядка. Отме-

тим, что размерность лагранжевого 2сКЭ n-го порядка формы куба при использовании крупной 

равномерной сетки равна 33( 1)n  , т. е. с увеличением порядка n размерность 2сКЭ резко воз-

растает. 

Замечание 1. Решение, построенное для крупной сетки (2)
dH  2сКЭ (2)

dV , с помощью форму-

лы (5) проецируется на мелкую сетку dh  базового разбиения dR  2сКЭ, что дает возможность 

вычислять напряжения в любом 1сКЭ h
jV  разбиения dR , следовательно, можно определять  

напряжения в любом компоненте неоднородной структуры 2сКЭ (2)
dV . 

Замечание 2. В силу (5) размерность вектора dq  (размерность 2сКЭ (2)
dV ) не зависит от чис-

ла М, т. е. от размерности разбиения dR . Следовательно, для учета в 2сКЭ (2)
dV  сложной неод-

нородной (микронеоднородной) структуры, можно использовать сколь угодно мелкие базовые 

разбиения dR , состоящие из 1сКЭ h
jV . В этом случае в 1сКЭ h

jV  сколь угодно точно описыва-

ется трехмерное напряженное состояние (без упрощающих гипотез). 

Замечание 3. Отметим случай, когда 2сКЭ (2)
dV  имеет сложную форму и его крупная сетка 

имеет внешние узлы, которые совпадают с узлами крупных сеток соседних с ним 2сКЭ. В этом 

случае при построении 2сКЭ (2)
dV  во всех узлах его мелкой сетки искомые перемещения u , v , w  

выражаются через узловые перемещения крупной сетки (2)
dH  2сКЭ (2)

dV , кроме тех узлов мел-

кой сетки, которые совпадают с узлами (со стыковочными узлами) крупных сеток соседних 

2сКЭ и сетки (2)
dH , что обеспечивает стыковку 2сКЭ (2)

dV  с соседними с ним 2сКЭ. 

При построении (трехсеточного) 3сКЭ используем конечное чис-
ло 2сКЭ, их крупные сетки образуют мелкую сетку 3сКЭ, на кото-
рой определяем крупную сетку для 3сКЭ. Процедура построения 
3сКЭ изложена в работах [9; 19]. Рассмотрим частный случай, когда 

построение 3сКЭ (3)
dV  проводится на базе одного 2сКЭ )2(

dV . Круп-

ную сетку (2)
dH  2сКЭ (2)

dV  считаем мелкой сеткой 3сКЭ. На сетке 
(2)
dH  для 3сКЭ (3)

dV  определяем крупную сетку (3)
dH . На рис. 3 узлы 

равномерной сетки )3(
dH  с шагом 4h отмечены точками – 27 узлов. 

Затем по выше описанной процедуре определяем матрицу жест-

кости и вектор узловых сил стандартного 3сКЭ )3(
dV . Построение стандартного 3сКЭ (МнКЭ) 

на базе одного стандартного 2сКЭ целесообразно применять в случае, когда стандартный 2сКЭ 
имеет большие геометрические характерные размеры. 

 
2. Построение малоразмерных МнКЭ с применением локальных аппроксимаций 
Малоразмерные МнКЭ 1-го типа проектируются на базе стандартных с применением ло-

кальных аппроксимаций перемещений, которые определяются на подобластях стандартных 
МнКЭ. Рассмотрим процедуру построения малоразмерных МнКЭ 1-го типа. 

Предлагаемая процедура реализуется на базе более мелкой сетки, чем мелкая базовая сетка 
стандартного МнКЭ. Основные положения рассматриваемой процедуры кратко заключаются  
в следующем. Согласно МЛА на области 0V  стандартного МнКЭ определяем более мелкую 

сетку H , чем базовая сетка 0H , 0H H . Область 0V  представляем n  тонкостенными гранич-

 

Рис. 3. Крупная сетка (3)
dH  

Fig. 3. Large grid (3)
dH  
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ными и m  внутренними областями. Граничные (внутренние) области имеют общую границу 

(не имеют общей границы) с областью 0V  (общие границы областей не вырождаются в точку). 

На граничных (внутренних) областях определяем n ( m ) крупных сеток, которые вложены  
в мелкую сетку H  и порождают аппроксимации перемещений малого (высокого) порядка. На 
границе области 0V  число узлов крупных сеток мало. На граничных и внутренних областях, 

используя их мелкие и крупные сетки, строим n  граничных и m  внутренних 2сКЭ, которые 
образуют высокоточный р-сеточный КЭ (pсКЭ), где 1p n m   . Отметим, что при построе-

нии pсКЭ используются одна мелкая сетка H  и mn   (в общем случае различных) крупных 
сеток. Выражая в pсКЭ перемещения внутренних узлов крупных сеток (с помощью метода 
конденсации [6]) через перемещения граничных узлов, получаем высокоточный pсКЭ малой 
размерности, т. е. малоразмерный МнКЭ 1-го типа. Следует отметить, что математические опе-
рации метода конденсации являются математическими тождественными преобразованиями,  
т. е. они не влияют на погрешность решения. 

Для простоты изложения, рассмотрим стандартный МнКЭ, мелкая базовая сетка H  которо-
го имеет большую размерность. На мелкой сетке H  определяем крупную сетку на всей облас-
ти МнКЭ, которая также имеет высокую размерность. Тогда в центральной части области 
МнКЭ на крупной сетке определяем аппроксимации перемещений высокого порядка, в окрест-
ности границы области – малого порядка, что позволяет с помощью различных локальных ап-
проксимаций варьировать размерность и порядок точности малоразмерного МнКЭ. Основные 
положения процедуры построения малоразмерных МнКЭ 1-го типа показаны в примере 1. 

Пример 1. Рассмотрим модельную задачу определения НДС по ММКЭ для тела 1
0V  с неод-

нородной (волокнистой) структурой размерами 16 64 16h h h  , которое лежит в прямоугольной 

декартовой системе координат Oxyz  (рис. 4), где h  – задано. В расчетах тела 1
0V  используем 

его БМ 0R  и дискретные модели 1R  и 2R , состоящие соответственно из стандартных и мало-

размерных МнКЭ 1-го типа. Тело 1
0V  армировано непрерывными волокнами сечением h h , 

параллельными оси Oy , расстояние между волокнами равно h  при 0y  : , , 0u v w  , т. е. при 

0y   тело жестко закреплено. Для модельной задачи имеем следующие исходные данные: 

0,5h  ;  1cE  ,  10vE  ,  0,3c v    ,                                            (7) 

где cE , vE  ( c , v ) – модули Юнга (коэф-

фициенты Пуассона) соответственно свя-
зующего материала и волокна; в точках 

тела 1
0V  с координатами ix , jy , z , где 

16z h , 8 ( 1)ix h i  , 1,2,3i  , 8jy hj , 

1,...,8j  , действует нагрузка 0,35zF   

(рис. 4). Сечение тела 1
0V  в плоскости Oxz  

показано на рис. 5, сечения волокон закра-
шены. 

БМ 0R  КТ 1
0V  состоит из односеточных 

конечных элементов (1сКЭ) h
jV  1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реализует-

ся трехмерное НДС [16]). БМ 0R  учитывает в рамках микроподхода неоднородную структуру 

КТ 1
0V  и порождает равномерную (базовую) сетку с шагом h  размерности 17 65 17  . 

Дискретную модель 1R  КТ 1
0V  образуют четыре одинаковых стандартных 2сКЭ (2)

qV  4-го 

порядка формы куба, построенных на области qV  размерами 16 16 16h h h   (рис. 6). На рис. 5, 6 

 

Рис. 4. Размеры КТ 1
0V  

Fig. 4. Sizes CB 1
0V  
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показаны сечение 2сКЭ (2)
qV  и его крупная равномерная сетка с шагом 4h , узлы крупной сетки 

отмечены точками – 125 узлов. Матрицу жесткости (размерности 375 375 ) и вектор узловых 

сил (размерности 375) 2сКЭ (2)
qV  определяем по процедуре п. 1. 

Дискретная модель 2R  КТ 1
0V  состоит из 4-х одинаковых 

малоразмерных МнКЭ 1
pV  (1-го типа) размерами 

16 16 16h h h  , сечения которых показаны на рис. 5. Соглас-

но МЛА, построение МнКЭ 1
pV  1-го типа (рис. 6) на базе 

стандартного 2сКЭ (2)
qV , т. е. на области qV  размерами  

16 16 16h h h  , сводится к следующему. В центральной части 

области qV  выделяем внутреннюю область 1V  размерами 

12 12 12h h h   (рис. 7), которая состоит из восьми одинако-

вых внутренних 2сКЭ (2)
1V  3-го порядка размерами 

6 6 6h h h   (рис. 8). 
 

 
 

 

Рис. 6. Область qV , 2сКЭ (2)
qV , МнКЭ 1

pV  

Fig. 6. Region qV , 2gFE (2)
qV , MgFE 1

pV  

 

Рис. 7. Внутренняя область 1V  

Fig. 7. Inner region 1V  

 

Крупная и мелкая сетки и сечение 2сКЭ (2)
1V  показаны на рис. 8, 9, сечения волокон (парал-

лельных оси Oy ) размерами h h  закрашены, узлы крупной сетки отмечены точками, 64 узла. 

Матрицу жесткости (размерности 192 192 ) и вектор узловых сил (размерности 192) 2сКЭ (2)
1V  

находим по процедуре п. 1. Внутреннюю область 1V  окружают восемь одинаковых по форме и 

характерным размерам 8 8 8h h h   граничных тонкостенных областей 2V  сложной формы, 

толщиной 2h  (рис. 10). На области 2V  строим граничный 2сКЭ (2)
2V , используя крупную (рав-

номерную) сетку (2)
2H  размерами 8 8 8h h h   с шагом 4h , т. е. малой размерности 3 3 3   

(рис. 11), узлы крупной сетки (2)
2H  отмечены точками – 27 узлов. На рис. 10 представлена мел-

кая равномерная сетка 2сКЭ (2)
2V  с шагом h . Отметим, что 8 узлов крупной сетки (2)

2H  лежат 

вне области 2V , но совпадают с узлами крупной сетки 2сКЭ (2)
1V . 

При построении 2сКЭ (2)
2V  во всех узлах его мелкой сетки искомые перемещения u , v , w  

выражаем через узловые перемещения крупной сетки (2)
2H , кроме тех узлов мелкой сетки, ко-

торые совпадают с узлами сетки (2)
2H  (27 узлов) и с граничными узлами крупной сетки 2сКЭ 

 
 

Рис. 5. Сечение КТ 1
0V  (МнКЭ 1

pV ) 

Fig. 5. Section CB 1
0V  (MgFE 1

pV ) 
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(2)
1V  (37 узлов), которые обеспечивают стыковку 2сКЭ (2)

1V  и (2)
2V . На рис. 10 эти стыковочные 

узлы 2сКЭ (2)
1V  отмечены точками (см. замечание 3 п. 1). Итак, 2сКЭ (2)

2V  имеет 64 узла, в ко-

торых определяются перемещения, т. е. 2сКЭ (2)
2V  имеет матрицу жесткости размерности 

192 192  и вектор узловых сил размерности 192. В области qV  восемь одинаковых внутренних 

2сКЭ (2)
1V  и восемь граничных 2сКЭ типа (2)

2V  образуют высокоточный МнКЭ 1
pR . 

 

  

Рис. 8. Сетки внутреннего 2сКЭ (2)
1V   

Fig. 8. Grids of the inner 2gFE (2)
1V  

 

Рис. 9. Сечение 2сКЭ (2)
1V  

Fig. 9. Section 2gFE (2)
1V  

 
 

Рис. 10. Граничная область 2V  (2сКЭ (2)
2V ) 

Fig. 10. Boundary region 2V  (2gFE (2)
2V ) 

Рис. 11. Сетка (2)
2H  2сКЭ (2)

2V  

Fig. 11. Grid (2)
2H  of the 2gFE (2)

2V  

 
 

Выражая в МнКЭ 1
pR  перемещения внутренних узлов (с помощью метода конденсации [6]) 

через перемещения граничных узлов МнКЭ 1
pR , получаем малоразмерный МнКЭ 1

pV  1-го типа. 

Отметим, что МнКЭ 1
pV  1-го типа имеет такую же размерность, как стандартный МнКЭ (2)

qV  

(рис. 6), в котором с помощью метода конденсации исключены перемещения внутренних узлов. 

Результаты расчетов КТ 1
0V  по ММКЭ с применением дискретных моделей 0R , 1R  и 2R  

даны в таблице, где n  – максимальное эквивалентное напряжение модели Rn  (напряжение 

n  определяется по 4-й теории прочности [33]), o
nN  и o

nb  – размерность и ширина ленты сис-

темы уравнений ММКЭ модели Rn , 0,1,2n  . Считаем, что БМ 0R  КТ 1
0V  порождает точное 

решение, т. е. напряжение 0  отвечает точному решению. Тогда относительная погрешность 

(%)n  для напряжения n , отвечающего модели Rn , где 1,2n  , определяется по формуле 

0 0(%) 100% | | /n n      .                                                     (8) 
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Анализ результатов таблице показывает, что погрешность напряжения 2 , которое отвечает 

модели 2R , состоящей из малоразмерных МнКЭ 1
pV  1-го типа, в 1 1 2k (%) / (%) 25,122     раз 

меньше погрешности напряжения 1 , отвечающего модели 1R , состоящей из стандартных 

2сКЭ (2)
qV . Для приближенных решений используются скорректированные условия прочности, 

которые учитывают погрешность напряжений и представлены в следующей теореме. 
 

Результаты расчетов моделей 0R , 1R , 2R  

n  Rn  n  n (%) o
nN  o

nb  

0 0R
 4,999 – 55488 924 

1 1R  4,374 12,511 1200 375 

2 2R
 5,0246 0,498 1200 375 

 
Теорема. Пусть для коэффициента запаса 0n  упругого тела 0V  заданы условия прочности 

1 0 2n n n  ,                                                                   (9) 

где 1n , 2n  – заданы, 1 1n  , 0 0/Tn    , T  – предельное напряжение тела 0V , 0  – макси-

мальное эквивалентное напряжение тела 0V , которое отвечает точному решению задачи теории 

упругости, построенному для тела 0V . 

Пусть коэффициент запаса bn  тела 0V , отвечающий приближенному решению задачи тео-

рии упругости, удовлетворяет скорректированным условиям прочности вида 

1 2

1 1b
n n

n
 

 
   

.                                                          (10) 

Тогда коэффициент запаса 0n  тела 0V , отвечающий точному решению задачи теории упру-

гости, удовлетворяет заданным условиям прочности (9), где /b T bn    , b  – максимальное 

эквивалентное напряжение тела 0V , отвечающее приближенному решению задачи теории упру-

гости, построенному для тела 0V , и найденное с такой погрешностью b , что 

2 1

1 2

 
| |  1b

n n
C

n n 


     


,                                                  (11) 

где   – верхняя оценка относительной погрешности b ,   – задано, погрешность b  для на-

пряжения b  определяется по формуле 0 0( ) /b b     , 0 1   . 

Теорема доказана в работе [34]. 
Следует отметить, что с увеличением погрешности b , т. е. с увеличением оценки  , диапа-

зон для коэффициента запаса bn  в скорректированных условиях прочности (10) уменьшается, 

становится меньше диапазона заданных условий прочности (9). Например, согласно (11), при 
C    диапазон для скорректированных условий прочности вырождается в точку, что трудно 

выполнить на практике. Поэтому для практики важно применять приближенные решения с малой 
погрешностью. Напряжение 2 , отвечающее модели 2R , отличается от напряжения 0  базовой 

модели 0R  (которое считаем точным) на 0,498 % (см. таблицу). Для малых значений погрешно-

сти максимальных эквивалентных напряжений, меньше одного процента, оценку   можно при-

нять (%) 1 %  , т. е. 0,01  . При 0,01   диапазон 1  скорректированных условий проч-

ности (10) мало отличается от диапазона 2  заданных условий прочности (9), т. е. 
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1 2   , где 1 2 1/ (1 ) / (1 )n n        , 2 2 1n n   . 

Дискретная модель 2R  (и модель 1R ) требует в 2 0 0 1 1k ( ) / ( ) 113,94o oN b N b     раз мень-

ше объема памяти ЭВМ, т. е. почти в 114  раз меньше, чем БМ 0R  КТ 1
0V  (см. таблицу). Анализ 

результатов расчетов показывает, что предлагаемые малоразмерные МнКЭ 1
pV  (1-го типа) бо-

лее эффективны, чем стандартные 2сКЭ (2)
qV , которые имеют такие же форму, характерные 

размеры, размерность и такую же неоднородную структуру, как малоразмерные. 
Важно отметить следующее. Согласно замечанию 2 (см. п. 1), при построении МнКЭ можно 

использовать сколь угодно мелкую базовую сетку. Тогда крупные сетки малоразмерного МнКЭ 
(1-го типа) могут иметь сколь угодно высокую размерность и, следовательно, порождать на 
внутренних областях МнКЭ локальные аппроксимации перемещений сколь угодно высокого 
порядка и число внутренних областей в МнКЭ возрастает. При этом порядок локальных  
аппроксимаций перемещений на граничных областях и их число не меняется. Это приводит  
к увеличению порядка точности малоразмерных МнКЭ при постоянстве их размерности. Одна-
ко порядок точности малоразмерных МнКЭ не может быть сколь угодно большим, так как реа-
лизация метода конденсации, связанная с матрицами высокого порядка, в этом случае требует 
большого объема памяти ЭВМ, который ограничен. 

 
3. Построение малоразмерных МнКЭ с применением образующих КЭ 
Основные положения процедуры построения малоразмерных МнКЭ 2-го типа с применени-

ем образующих КЭ показаны в следующем примере. 
Пример 2. Основные положения построения малоразмерных МнКЭ 2-го типа с применени-

ем образующих КЭ покажем на примере высокоточного лагранжевого 2сКЭ (2)
3V  размерами 

9 10 9h h h   (рис. 12), где h  – задано, который расположен в декартовой системе координат 

Oxyz . Рассматриваемый 2сКЭ (2)
3V  армирован непрерывными волокнами сечением h h , кото-

рые параллельны оси Oy . На рис. 13 показано сечение 2сКЭ (2)
3V , сечения волокон закрашены, 

расстояние между волокнами равно h . Считаем, что между компонентами неоднородной 
структуры 2сКЭ связи идеальны, а функции перемещений, напряжений и деформаций этих 
компонентов удовлетворяют закону Гука и соотношениям Коши, отвечающие трехмерной за-

дачи линейной теории упругости [16], т. е. в области 2сКЭ (2)
3V  реализуется трехмерное НДС. 

 

 

 

Рис. 12. Сетки 2сКЭ (2)
3V   

Fig. 12. Grids of the 2gFE (2)
3V  

Рис. 13. Сечение 2сКЭ (2)
3V  

Fig. 13. Section of the 2gFE (2)
3V  

 

Область 2сКЭ (2)
3V  представляем БМ 3

dR , состоящей из однородных 1сКЭ h
jV  первого по-

рядка формы куба со стороной h  [6; 7], в которых реализуется трехмерное НДС [16]. На рис. 12 
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показано базовое разбиение 3
dR  2сКЭ (2)

3V , которое учитывает неоднородную структуру 2сКЭ 
(2)

3V  и порождает мелкую (базовую) узловую равномерную сетку 3
dh  размерности 10 11 10    

с шагом h . На мелкой сетке 3
dh  определяем крупную равномерную сетку 3

dH  размерности 

4 6 4   с шагом 3h  по осям Ox , Oz  и с шагом 2h  по оси Oy . На рис. 12 узлы крупной сетки 
3
dH  отмечены точками – 96 узлов. В данном случае с помощью полиномов Лагранжа [6] на 

крупной сетке 3
dH  аппроксимирующие функции 2 2 2, ,u v w  для перемещений u, v, w  2сКЭ (2)

3V  

представим в форме 

4 6 4

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

u N u
  

 ,   
4 6 4

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

v N v
  

 ,   
4 6 4

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

w N w
  

 ,                     (12) 

где , ,ijk ijk ijku v w  – искомые значения функций 2 2 2,  ,  u v w  в узле , ,i j k  крупной сетки 3
dH ; 

, ,i j k  – координаты целочисленной системы координат ijk , которая введена для узлов крупной 

сетки 3
dH  (рис. 12); ijkN  – базисная функция узла , ,i j k  сетки 3

dH , , 1,...,4i k  , 1,...,6j  , где 

( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z ,                                                        (13) 

где 
4

1,

( )i
ii

x x
L x

x x


 




 , 
6

1,

( )j
jj

y y
L y

y y


 




 , 
4

1,

( )k
kk

z z
L z

z z


 




 ; , ,i j kx y z  – координаты 

узла , ,i j k  крупной сетки 3
dH  в системе координат Oxyz . 

Введем обозначения: ijkN N  ,  ijku u  ,  ijkv v  , ,ijkw w   где , 1,...,4i k  , 1,...,6j  , т. е. 

имеем 1,...,96  . Тогда выражения (12) принимают вид 

96

2
1

u N u 


 ,    
96

2
1

v N v 


 ,    
96

2
1

w N w 


 .                                             (14) 

Используя (12)–(14), по процедуре п. 1 для 2сКЭ (2)
3V  определяем матрицу жесткости (раз-

мерности 288 288 ) и вектор узловых сил (размерности 288 ), т. е. размерность 2сКЭ (2)
3V  рав-

на 288 . Для понижения размерности 2сКЭ (2)
3V  применяем метод конденсации [6]. Выражаем 

перемещения внутренних узлов крупной сетки 3
dH  через  перемещения узлов сетки 3

dH , кото-

рые лежат на границе 2сКЭ (2)
3V . В результате получаем 2сКЭ (2)

3V , который имеет 240  узло-

вых неизвестных. Итак, размерность 2сКЭ (2)
3V  равна 240 . Отметим, что 2сКЭ (2)

3V  является 

высокоточным, так как он имеет 3-й порядок аппроксимации перемещений по осям Ox , Oz  и 
5-й порядок – по оси Oy . 

Кратко рассмотрим процедуру построения малоразмерного 2сКЭ (2)
4V  2-го типа на основе 

высокоточного стандартного лагранжевого 2сКЭ (2)
3V  (рис. 12), т. е. высокого порядка точно-

сти, с применением образующего КЭ LV  размерами 9 9h h . На рис. 14 показаны мелкая сетка, 

отвечающая 2сКЭ (2)
3V , и сетка КЭ LV , узлы которой отмечены точками – 12 узлов. 

Согласно методу образующих КЭ [21], область 2сКЭ (2)
4V  получается путем параллельного 

перемещения образующего КЭ LV  квадратной формы вдоль оси Oy  на заданное расстояние 

10d h  (рис. 15). Сетка образующего КЭ LV  образует крупную сетку 4
dH  2сКЭ (2)

4V . Отметим, 

что неоднородные структуры 2сКЭ (2)
3V  и (2)

4V  одинаковы. Поэтому БМ 4
dR  2сКЭ (2)

4V , как и 
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БМ 2сКЭ (2)
3V , состоит из однородных 1сКЭ h

jV  1-го порядка формы куба со стороной h , где 

1,...,j M , где M  – общее число 1сКЭ h
jV , 810.M   БМ 4

dR  учитывает неоднородную струк-

туру и сложную форму 2сКЭ (2)
4V  и порождает мелкую сетку 4

dh . 
 

  

Рис. 14. Сетки образующего КЭ LV  

Fig. 14. Grids of the generating FE LV  
Рис. 15. Сетки 2сКЭ (2)

4V  

Fig. 15. Grids of the 2gFE (2)
4V  

 

Согласно методу образующих КЭ, общее число узлов dN  крупной сетки 4
dH  2сКЭ (2)

4V , ко-

торая вложена в мелкую сетку 4
dh , определяется по формуле d xz yN n n , где xzn  – число узлов 

образующего КЭ LV , для которого 12xzn  , yn  – число узлов крупной сетки 4
dH , лежащих  

на оси Oy  (на оси j ), 2сКЭ (2)
4V  имеет 6 узлов на оси Oy , т. е. 6yn  , тогда 12 6 72dN    .  

Узлы крупной сетки 4
dH  равномерно расположены по оси Oy  с шагом 2h . На рис. 15 узлы 

сетки 4
dH  отмечены точками – 72 узла. Для 2сКЭ (2)

4V  введены две локальные системы коор-

динат: декартовая Oxyz  и для узлов крупной сетки 4
dH  – целочисленная ijk , где , , 1,...,6i j k   

(рис. 14, 15). В области 1сКЭ h
jV  НДС описывается уравнениями трехмерной задачи линейной 

теории упругости [16]. Следовательно, в области 2сКЭ (2)
4V  реализуется трехмерное НДС. 

Поскольку сетка образующего КЭ LV  имеет 12 узлов (построенная на мелкой сетке 2сКЭ 
(2)

3V , т. е. на мелкой сетке образующего КЭ LV ), которые на рис. 14 отмечены точками, то для 

описания перемещений в образующем КЭ LV  используем полином ( , )P x z  3-го порядка, кото-

рый в локальной декартовой системе координат Oxz  (рис. 14) имеет вид [6]: 

1 2 3 4( , )P x z a a x a z a xz     2
5a x  2

6a z  2
7a x z  2

8a xz   

3 3 3 3
9 10 11 12a xz a x z a x a z    ,                                                 (15) 

где ia  – постоянные, 1,...,12i  . 

Базисную функцию ijkN  для узла , ,i j k  крупной сетки 4
dH  согласно методу образующих КЭ 

[20; 21] определяем в виде 
( , , ) ( , ) ( )ijk ik jN x y z N x z L y ,                                                   (16) 

где ikN  – базисная функция узла ,i k  образующего КЭ LV , отвечающая полиному ( , )P x z  вида 

(15),  , 1,...,6i k  , ( )jL y  – полином Лагранжа 5-го порядка: 

6

1,

( ) p
j

j pp p j

y y
L y

y y 




 ,                                                        (17) 
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где py  – координата р-го узла сетки 4
dH , лежащего на оси J, / /j J; , 1,...,6p j  , J = 1,6   

(рис. 15). 

Используя (15) – (17), на крупной сетке 4
dH  аппроксимирующие функции 2 2 2, ,u v w  для пе-

ремещений u, v, w  2сКЭ (2)
4V  формально представим 

6 6 6

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

u N u
  

 ,   
6 6 6

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

v N v
  

 ,   
6 6 6

2
1 1 1

ijk ijk
i j k

w N w
  

 ,                   (18) 

где , ,ijk ijk ijku v w  – искомые значения функций 2 2 2,  ,  u v w  в узле , ,i j k  крупной сетки 4
dH ; 

, ,i j k  – координаты целочисленной системы координат ijk , которая введена для узлов крупной 

сетки 4
dH  (рис. 15); ijkN  – базисная функция узла , ,i j k  сетки 4

dH , , , 1,...,6i k j  . 

Обозначим ijkN N  ,  ijku u  ,  ijkv v  , ,ijkw w   где , ,ijk ijk ijku v w  – искомые перемеще-

ния в узле , ,i j k  сетки 4
dH ; , 1,6i k  ; 3,4i  , 2,5k  ; 2,5i  , 3,4k  ; 1,...,6j  , рис. 14, 15,  

т. е. 1,...,72  . Тогда функции перемещений (18) для сетки 4
dH  принимают вид 

72

2
1

u N u 


 ,   
72

2
1

v N v 


 ,   
72

2
1

w N w 


 ,                                      (19) 

где N , u , v , w  – базисная функция и перемещения  -го узла сетки 4
dH , 1,72  . 

Используя (15)–(19), по процедуре п. 1 для 2сКЭ (2)
4V  определяем матрицу жесткости (раз-

мерности 216 216 ) и вектор узловых сил (размерности 216 ). Для понижения размерности 2сКЭ 
(2)

4V  применяем метод конденсации [6], т. е. выражаем перемещения внутренних узлов крупной 

сетки 4
dH  через перемещения узлов сетки 4

dH , которые лежат на границе 2сКЭ (2)
4V . 

В результате получаем 2сКЭ (2)
4V  (2-го типа), имеющий 120  узловых неизвестных. Итак, размер-

ность 2сКЭ (2)
4V  равна 120 . В силу (15)–(17) 2сКЭ (2)

4V  имеет 3-й порядок аппроксимации пере-

мещений по осям Ox , Oz  и 5-й порядок – по оси Oy , т. е. является высокоточным. Отметим, что 

2сКЭ (2)
4V  имеет такой же порядок аппроксимаций перемещений по осям Ox , Oy , Oz , такие же 

размеры 9 10 9h h h   и неоднородную структуру, как стандартный 2сКЭ (2)
3V , но размерность 

2сКЭ (2)
4V , равная 120, в 2 раза меньше размерности 2сКЭ (2)

3V , размерность которого равна 240. 

Итак, малоразмерные 2сКЭ (2)
4V  2-го типа порождают дискретные модели КТ меньшей размер-

ности, чем стандартные 2сКЭ (2)
3V . Следует отметить следующее. Если крупная и мелкая сетки 

стандартного высокоточного лагранжевого МнКЭ имеют большую размерность, то при построе-
нии аппроксимирующих функций перемещений для образующего КЭ целесообразно использо-
вать локальные аппроксимации перемещений, построенные на его мелкой сетке. Особенности 
малоразмерных МнКЭ 1-го и 2-го типов состоят в следующем. Малоразмерные МнКЭ 1-го типа 
имеют более высокий порядок точности, чем стандартные, что позволяет проектировать дискрет-
ные модели КТ малой размерности, которые порождают напряжения с малой погрешностью.  
Малоразмерные МнКЭ 2-го типа имеют такой же порядок точности, как стандартные высокоточ-
ные МнКЭ, но образуют дискретные модели меньшей размерности, чем стандартные. 

 
Заключение 
В данной работе предлагается метод локальных аппроксимаций (МЛА) для построения высо-

коточных МнКЭ малой размерности, кратко – малоразмерных МнКЭ, которые проектируются на 
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базе известных (стандартных) МнКЭ. Рассмотрены малоразмерные МнКЭ двух типов. Построе-
ние малоразмерные МнКЭ 1-го типа проводится с применением локальных аппроксимаций пере-
мещений, определяемых на подобластях МнКЭ, 2-го типа – с применением образующих конеч-
ных элементов. Расчеты композитных тел (КТ) показывают, что малоразмерные МнКЭ 1-го типа 
порождают максимальные эквивалентные напряжения, погрешности которых в 25–50 раз меньше 
погрешностей аналогичных напряжений, полученных с помощью стандартных МнКЭ, которые 
имеют такие же размерности, формы, размеры и неоднородные структуры, как малоразмерные. 
Малоразмерные МнКЭ 1-го типа для крупных дискретных моделей КТ порождают максималь-
ные эквивалентные напряжения с малой погрешностью. Малоразмерные МнКЭ 2-го типа обра-
зуют дискретные модели КТ меньшей размерности, чем стандартные. 
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В представленной работе рассмотрен метод временного поиска широкополосных сигналов при 

частотной манипуляции с минимальным сдвигом (ЧММС) радионавигационных систем (РНС) на-
земного базирования. Метод основан на многоальтернативном оптимальном обнаружении сигнала 
(сигнал может принадлежать к одному из ортогональных сигналов) с использованием оценочно-
корреляционного принципа обработки (ОКПО) сигнала в условиях априорной неопределённости.  

Решена задача представления широкополосного сигнала с ЧММС как сигнала с двойной час-
тотно-фазовой манипуляцией (ЧФМ). Определён закон фазовой манипуляции в форме двоичной по-

следовательности элементов lb  кода длины τэL  (в РНС «Спрут» 16383L  , 2,5э   мкс – дли-

тельность элемента сигнала) через закон частотной манипуляции в форме двоичной последова-
тельности элементов ld  известного кода длины L . Представление сигнала в форме с ЧФМ позво-

ляет при корреляционной обработке применить замену корреляционного интеграла на интервале 
[0, τ ]эL  на сумму L  корреляционных интегралов на интервалах [0, τ ]э  или на сумму L  поэлемент-

ных корреляций. 
Вычисление поэлементных корреляций позволяет использовать матричный аппарат при ОКПО 

анализируемого сигнала. При технической реализации процедуры «поиска» отпадает необходи-
мость в формировании 2L  пар опорных квадратурных сигналов при длине L  модулирующего кода, 
а вместо этого производится запоминание пары поэлементных корреляций и за время τэ , согласно 

элементу l kd  кода, циклически сдвинутого на 1k   элементов, частотной манипуляции и элемента 

k lb  кода, циклически сдвинутого на 1k   элементов, фазовой манипуляции, производится поблоч-

ное накопление L  квадратурных корреляций.   
Использование верхней левой и нижней правой треугольных матриц с бинарными элементами 

k lb  позволяет проводить поиск широкополосных сигналов с ЧММС при дополнительной фазовой 

манипуляции дискретным информационным сообщением.  
Приведена структура оптимального алгоритма параллельного поиска при ОКПО широкополос-

ного с ЧММС сигнала с применением матричного аппарата, позволяющего реализовать оптималь-
ный алгоритм «поиска» за время длительности сигнала τэL  в режиме реального времени.     

 

Ключевые слова: сигналы с частотно-фазовой манипуляцией, квадратурные корреляции, поэле-
ментные корреляции, бинарная матрица, верхняя (нижняя) треугольная матрица.   
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In the present paper, a method of temporary search for broadband of frequency manipulationwith 

minimal shift keying (MSK) signals of ground-based radio navigation systems (RNS) is considered.  
The method is based on a multi-alternative optimal signal detection (the signal may belong to one of the 
orthogonal signals) using the evaluation-correlation principle of processing (ECPP) under conditions of a 
priori uncertainty.  

The problem of representing broadband MSK signal as a signal with double discrete frequency-phase 
modulation (FPM) was solved. The law of phase manipulation in the form of a binary sequence of elements 

lb  of a length code τэL  (in the “Sprut” RNS , 16383L  , 2.5э   mcs   is the duration of the signal 

element) is defined through the law of frequency manipulation in the form of a binary sequence of elements 

ld  of a known length L  code. The representation of the signal in the form FPM allows, during correlation 

processing, to replace the correlation integral on the interval [0, τ ]эL  by L  the sum of correlation 

integrals on the intervals [0, τ ]э  or by L  the sum of element-by-element correlations. 

The calculation of element-by-element correlations allows the use of a matrix apparatus for the ECPP 
of the analyzed signal. With the technical implementation of the “search” procedure, there is no need to 
form 2L  pairs of reference quadrature signals with the length L  of the modulating code, and instead of 
that a pair of element-by-element correlations is memorized and over time τэ , according to a code element 

l kd , cyclically shifted by 1k   elements, frequency manipulation and a code element k lb , cyclically shifted 

by 1k   elements, phase manipulation, block-by-block accumulation L  of quadrature correlations is 
performed. 

The use of upper-left and lower-right triangular matrices with binary elements k lb  makes it possible to 

search for broadband MSK signal with additional phase manipulation of a discrete information message. 
The structure of the optimal algorithm of parallel search for ECPP of the broadband MSK signal with 

the use of a matrix apparatus, which allows to implement the optimal algorithm “of search” during the 
duration τэL  of the signal in real time. 

 
Keywords: signals with frequency-phase manipulation, quadrature correlations, element-by-element 

correlations, binary matrix, upper (lower) triangular matrix. 
 
Введение 
В радиосистемах, где широкополосные сигналы (далее по тексту   сигналы) служат для по-

зиционирования и сопровождения движущихся объектов (радионавигация), временные измере-
ния оказываются ключевой процедурой. В радионавигационных системах (РНС) посредством 
поиска и автосопровождения сигналов определяются моменты времени пребывания как эле-
ментов, так и самого принятого сигнала. В этом случае местный эталон времени подвижного 
объекта должен быть соответствующим образом синхронизирован с принятыми сигналами 
опорных станций (ОС).  

Процесс синхронизации приёмной части бортовой станции (БС) состоит из двух этапов. На 
первом этапе осуществляется поиск и захват сигналов, передаваемых ОС; на втором этапе – 
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слежение за сигналом, параметры которого (временная задержка, несущая частота, начальная 
фаза) могут случайным образом меняться во времени. Поиск сигнала осуществляется во време-
ни, так как момент появления сигнала заранее неизвестен, и по частоте, которая может быть 
смещена как за счёт эффекта Доплера, так и за счёт нестабильности и в точке приёма точно 
неизвестна. Таким образом, связанные с синхронизацией действия приёмника сигналов состоят 
в предварительной подстройке собственного опорного сигнала под принятый сигнал и поддер-
жании синхронизма между ними в течение всего последующего приёма сигнала. Для согласо-
вания местного опорного сигнала с принятым сигналом следует измерить временной сдвиг 
принятого сигнала относительно местного опорного сигнала и генератор местного приёмника 
корректируется по времени на измеренный временной сдвиг, и тем самым происходит поиск 
кода принятого сигнала. Отсюда видно, что одной из основных задач первичной обработки 
сигналов в РНС является поиск по времени запаздывания такого параметра сигнала, как за-
держка кода. Таким образом, основной задачей данного исследования является разработка ал-
горитма, позволяющего оптимальным образом обеспечить «поиск».   

 

Методы поиска широкополосных сигналов 
В современных широкополосных РНС для формирования широкополосных сигналов (ШПС) 

используется преимущественно фазовая манипуляция (ФМ) несущего колебания двоичной ко-
довой последовательностью максимальной длины (для примера) ( M -последовательность дли-

ны 2 1mL   , m  разрядность формирующего регистра). Решению проблемы поиска ШПС  
c фазовой манипуляцией уделяется серьёзное внимание многих исследователей. Проблеме по-
иска сигналов с ФМ посвящено много работ, из которых следует отметить [1–4]. Несмотря на 
принципиальную ясность вопросов измерения, а также основополагающие труды по оптималь-
ным измерителям до сих пор многие вопросы поиска сигналов остаются открытыми. Сегодня 
решена задача построения устройства синхронизации с максимальным быстродействием, обес-
печивающим поиск ФМ сигналов по задержке с большими и очень большими длинами кодовых 

последовательностей ( 3 510 ...10L  ). Известные алгоритмы [5] быстрого поиска дискретных ФМ 
сигналов позволяют значительно сократить время поиска за счёт сокращения числа вычисле-

ний (алгебраических сложений) с величины 2L  до величины 2logm L L  посредством пере-

множения матрицы-столбца с L  поэлементными корреляциями на матрицу ортогонального ба-
зиса Уолша – Адамара, представленную в факторизованном виде (произведение m  слабоза-
полненных матриц). Указанные алгоритмы невозможно использовать для поиска сигналов  
с дополнительной ФМ передаваемым дискретным сообщением в форме двоичных символов 
{ }rD . В этом случае матрица-столбец может содержать две группы вычисленных поэлемент-

ных корреляций. Первая группа будет соответствовать окончанию фрагмента символа rD , со-

ответствующего дополнительной ФМ, то вторая группа будет соответствовать началу фрагмен-
та символа 1rD  . Когда 1r rD D  , то группы поэлементных корреляций по знаку будут нерав-

нозначны, что не допускает использование указанных алгоритмов.   
Основной задачей при использовании ШПС в РНС является измерение времени запаздыва-

ния принятого сигнала. Точность измерения времени запаздывания определяется эффективной 
частотой спектра ШПС и отношением сигнал/шум [6]. Эффективная частота эf  спектра ШПС 

определяется в первую очередь тактовой частотой э1/ τTF  , которая и определяет полосу час-

тот f , соответствующую прохождению сигнала с заданным уровнем мощности. Так, при 

90%-ном уровне мощности для сигнала с ФМ 1,7 Tf F   ( э 0,33 Tf F  ), а для сигнала с частот-

ной манипуляцией при минимальном сдвиге (ЧММС) будет в 2,2 раза меньше [7]. Чтобы рабо-
тать с сигналом ФМ в полосе частот сигнала ЧММС, необходимо уменьшить TF  в 2,2 раза при 

этом эффективная частота  спектра ФМ сигнала составит э 0,33 / 2,2Tf F  , что на 27 % мень-

ше эффективной частоты спектра для сигнала ЧММС. Кроме того, при работе временной  
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следящей системы при ФМ сигнале дисперсия флуктуационной ошибки слежения за временем 
возрастёт более чем 4,8 раза за счёт уменьшения крутизны дискриминационной характеристики 
ШПС ФМ сигнала относительно ЧММС [8].  

Таким образом, в морских РНС средневолнового диапазона с ограниченным частотным ре-
сурсом наиболее приемлемыми являются сигналы с ЧММС (или CPFSK  в английской аббре-
виатуре) [9], обладающие, как выше было показано, высокой спектральной эффективностью. 
Вопросам поиска широкополосных сигналов с ЧММС посвящено существенно меньше публи-

каций [10; 11]. Реализация параллельного поиска ШПС при длине 410L   модулирующего кода 
частотной манипуляции с минимальным сдвигом и с дополнительной ФМ передаваемым дис-
кретным сообщением в форме двоичных символов { }rD  на сегодня в литературе отсутствует. 

 

Формирование широкополосных сигналов с ЧММС 
Структура алгоритма поиска широкополосного сигнала с ЧММС (далее по тексту – сигнала) 

основана на представлении элемента сигнала с частотной манипуляцией при непрерывной фазе 
[12] на интервале э{ } [ τ , ( 1)τ ]l эt l l   следующим выражением: 

1
э

э 1

π [ ( 1)τ ]
( ) cos ω π

τ

l
l f

l o f j
j

d m t l
s t A t m d





  
   

  
 ,                                   (1) 

где A  амплитуда; ωo   центральная частота; l  очередной номер элемента сигнала на интер-

вале  τ , ( 1)τэ эl l  ; ld   двоичный символ, в соответствии с которым совершается частотная 

манипуляция. Для сигнала с частотной манипуляцией при минимальном сдвиге 

э2 τ 0,5fm f   , где в нΔ ( ) / 2f f f    девиация частоты; н (в) / 4o Tf f F   манипулируе-

мые нижняя (верхняя) частоты; э1/ τTF   тактовая частота (частота манипуляции). Полагая 

{ 1, 1}ld     и выделив в аргументе cos(*)  из (1) составляющие с частотами и фазовым углом, 

получаем 
1 1

э э

э э 1 1

π2 τ (1 )
ω 2 ( ) (1 )

τ 2 2 2

l l
l l

o j o l j l
j j

d f t d l
t d f d f t d d l

 

 

      
             

  .          (2) 

Теперь приняв {0,1}ld   и упростив слагаемое с фазовым углом можно переписать (2) в виде: 

1

н в
1

π
2π( ) (1 ) 2π( ) π

2

l

o l j l l l l
j

f d f t d d l d f d f t b




 
         

 
 ,                         (3) 

где  

1

1
( )

2

l
l j lj

b d d


  .                                                            (4) 

Так как { }ld   это последовательность двоичных элементов, то не трудно увидеть, что при 

любом l  и любом коде двоичной последовательности { }ld  алгебраическая сумма в (4) будет чёт-

ным числом и тогда значение фазы π / 2lb  будет кратным π . С учётом периодичности cos(*) ,  

в этом случае можно сказать, что фазовый угол будет принимать значения 0 или π , что эквива-
лентно для {0,1}lb   в (3). С учётом сказанного, теперь нетрудно убедиться, что можно исполь-

зовать замену алгебраической суммы (4) на «сумму по модулю 2» к «сумме по модулю 2» элемен-
тов jd  и ld . Тогда очередной двоичный элемент lb  будет определяться рекуррентным выраже-

нием: 

1
1 1
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,              (5) 
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где {0,1}ld   и {0,1}lb    очередные двоичные символы, соответствующие частотной и фазо-

вой манипуляции l  элемента сигнала. Из (5) следует, что двоичный символ lb  определяется 

последовательностью первых 1, 2, ..., l  двоичных символов 1 2{ , ,..., }ld d d d     

1 1 1

2 1 2 2 2 1 2

3 1 2 3 3 3 3 1 2 2

4 1 2 3 4 4 4 4 4 1 2 3 4 2 3 4
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,

,

.

b d d
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b d d d d d d d d b
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              

         (6) 

Из (6) несложно определить рекуррентное правило для { }lb  (приняв 0ob  ): 

1
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                                            (7) 
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Рис. 1. Фрагменты формирования широкополосного сигнала с ЧММС: 
а – временная диаграмма шкалы времени ОС; б – временная диаграмма сигнала тактовой частоты; 
в – код { }ld  манипуляции частоты; г – код { }lb  манипуляции фазы; д – гармонический сигнал 

нижней частоты 1нf  (манипулирующий символ 1ld  ); е – гармонический сигнал верхней  

частоты 0вf  (манипулирующий символом 0ld  ); ж – ШПС c ЧММС при дополнительной  

фазовой манипуляции информационными символами 1rD  , rD  и 1rD   
 

Fig. 1. Fragments of broadband signal formation with MSK: 
a – temporal diagram of the time scale of the fixed station; b – temporal diagram of the clock  
frequency signal; v – frequency manipulation code { }ld ; g –  phase manipulation code { }lb ;  

d –  the lower frequency 1нf  of the harmonic signal (manipulating symbol 1ld  ); e –  the upper 

frequency 0вf  of the harmonic signal (manipulating symbol 0ld  ); zh – broadband signal MSK  

signal with additional FM by information symbols 1rD  , rD  и 1rD   
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С учётом формирования элементов сигнала (3), ШПС при частотной манипуляции (например) 
посредством бинарной М-последовательности { }ld  длины L  [13] с дополнительной фазовой ма-

нипуляцией (ФМ) передаваемым дискретным сообщением {0,1}rD   можно записать в форме  

 э н в
1

( ) [ ( 1)τ ]cos 2π π( )
L

r l l l r
l

s t A rect t l d f d f t b D


        ,                       (8) 

где (*)rect  импульс единичной амплитуды, длительностью эτ  для l элемента сигнала: 

э
э

э

1, ( 1)τ τ ,
rect[ ( 1)τ ]

0, ( 1)τ τ .
э

э

l t l
t l

l t и t l

  
      

.                                         (9) 

Согласно (7) двоичный код { }lb , посредством которого совершается фазовая манипуляция,  

соответствует модифицированной бинарной М-последовательности { }ld  длины L . 

На рис. 1. представлены фрагменты формирования на опорной станции семиэлементного 
(для примера) широкополосного сигнала с ЧММС. 

 
Метод параллельного поиска по времени широкополосного сигнала с ЧММС  
Применение квазикогерентных приёмников для обработки ШПС – ЧММС (далее по тексту – 

сигналов) требует осуществления ввода следящих устройств в синхронный режим с точностью, 
определяемой областью захвата устройств. Обычно область захвата меньше области неопреде-
лённости параметров сигнала (например, по частоте и задержке сигнала), что предполагает по-
иск сигнала в области неопределённости.  

В морских навигационных системах интервалом неопределённости по частоте принимаемо-
го сигнала при поиске можно пренебречь в связи с малым доплеровским сдвигом по частоте 
(скорость бортовых объектов составляет не более 100 км / ч). Тогда точность определения за-
держки принимаемого сигнала при поиске должна определяться соответствующим интервалом 
корреляции сигнала, ограничивающим область захвата. При области неопределённости, равной 
длительности τэT L  сигнала, можно выбрать такой дискретный интервал задержки, который 

окажется не меньше области захвата сигнала по времени. Предполагается весь интервал неоп-
ределённости по задержке разбивать на дискретные интервалы, равные τэ . Количество таких 

интервалов будет равно / τэL T  и тогда интервал неопределённости по задержке может из-

меняться дискретно. При этом величину дискрета по времени удобно принять равным тем зна-
чениям сдвига по задержке, при которых достигается практически ортогональность анализи-
руемого и опорного сигналов. Приняв модель дискретного изменения задержки, можно пола-
гать, что на вход приёмного устройства приходит один из L  квазиортогональных сигналов с 
задержкой, кратной τэ .  

При принятой модели, задача поиска сводится к тому, чтобы выполнить обнаружение и рас-
познать, какой именно из L  сигналов (каждый из которых различается циклическим сдвигом 

τ ( 1) τ ( 1, )k эk k L    модулирующей кодовой последовательности { }kld ) действует, что по-

зволяет устранить неопределённость по задержке, т. е. определить циклический сдвиг τk , при-

надлежащий анализируемому сигналу. Как известно [14], для оптимального распознавания L  
ортогональных сигналов необходимо использовать L -канальную схему, в которой осуществля-
ется оптимальное L -ичное распознавание и для выбираемых сигналов выполняется процедура 
оптимального двоичного обнаружения. Структурная схема оптимального L -канального распо-
знавания одного из L  ортогональных сигналов приведена на рис. 2. Многоканальный приёмник 
содержит L  квадратурных корреляторов (КК), каждый из которых включает в себя «» – пе-

ремножитель сигналов; «  » – интеграторы; « 2 2ˆ
k kY Y » – нелинейный преобразователь, вы-

числяющий значение модуля kV  корреляции комплексных огибающих принятой смеси сигнала 
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, 1( )r rs t  совместно с флуктуационной помехой n  и опорного сигнала [ ,( 1)τ ]o эs t k  ; «Блок 

выбора max mV » – решающий блок. В квадратурном корреляторе с номером k  вычисляются 

синфазная и квадратурная корреляции   
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Рис. 2. Оптимальный L-канальный корреляционный приёмник  
 

Fig. 2. Optimal L-channel correlation receiver 
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где , 1( )r rs t   анализируемый сигнал, представляющий собой чаще всего последовательность 

элементов сигнала, принадлежащих оконечному фрагменту первого модулирующего информа-
ционного символа rD  и начальному фрагменту второго модулирующего информационного сим-

вола 1rD   (рис. 3). Здесь анализируемый сигнал , 1( )r rs t  относительно начального момента 1,1t  

времени будет представлять собой циклически сдвинутый влево на 1p   элементов сигнал (8).  
 

1L  L 1p 

3,1t

... p

rD 1rD 

1p 

2L ... 1L  L 1 2p1p  p 2p 1p  ...

1 p 1p  2p  ...

p 1p  2p 

2 1L  L 1 2 3

2p 

1,1t 2,1t ,1pt 1,1pt  2,1pt  ,1Lt 1,2t 2,2t
3

         
3,2t

эT L

 
Рис. 3. Эпюры анализируемого и опорного сигналов 

 

Fig. 3. Plots of the analyzed and reference signals  
 

В этом случае выражение для принятого сигнала на интервале 1.1 1.2{ } [ , ]t t t  удобно записать 

следующим образом:    

 , 1 э н в ,( ) [ ( ) ]cos 2 ( )
L

r r r l l l r r l
l p

s t A rect t l p d f d f t b D


               

 
1

1 э н в 1 , 1
1

[ ( )τ ]cos 2π ( )π+φ
p

r l l l r l r
l

A rect t L p l d f d f t b D


  


         ,              (11) 
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здесь ,φr l  и 1,φr l  возможные фазовые запаздывания на частотах нf  или вf  для «сигналов» r  

и 1r  .  
Здесь [ , ( 1)τ ]o эs t k   и ˆ [ ,( 1)τ ]o эs t k   квадратурные опорные сигналы единичной амплитуды 

с циклическими сдвигами влево на 1k   двоичных символов модулирующей кодовой последо-

вательности { }ld , действующие на входах квадратурных корреляторов (рис. 3), определяются 

выражениями: 

      

 

 

 

0 э э н в

э н в
1

0 э э н в

э н
1

( ,( 1)τ ) [ ( )τ ]cos 2π π

[ ( 1)τ ]cos 2π π ,

ˆ ( , ( 1)τ ) [ ( )τ ]sin 2π π

[ ( 1)τ ]sin 2π

L

l l l
l k

k

l l l
l

L

l l l
l k

k

l
l

s t k rect t l k d f d f t b

rect t L k l d f d f t b

s t k rect t l k d f d f t b

rect t L k l d f









        

        

        

    







  в
.

πl ld f t b











     

                    (12) 

Решающий блок выбирает из вычисленных модулей 1V , 2V , …, kV , …, LV  модуль с макси-

мальным значением – : 1,mV m L . Теперь для осуществления ввода следящих устройств (по 

времени или по фазе) в синхронный режим в качестве опорных сигналов будут выбраны орто-
гональные сигналы [ ,( 1)τ ]o эs t m   и ˆ [ ,( 1)τ ]o эs t m   с циклическими сдвигами влево на 1m   

двоичных символов модулирующих кодовых последовательностей { }ld  и { }lb .    

Параллельный «поиск» сигнала (8) производится посредством оптимального приёмника 
(рис. 1). Реализация оптимального приёмника (рис. 1) при числе 1L  сопряжена со значитель-
ными трудностями, связанными с формированием L  пар квадратурных широкополосных сиг-
налов с ЧММС (12) одновременно и техническим исполнением L  квадратурных корреляторов. 

Рассмотрим поэлементную обработку анализируемого сигнала (8). Согласно (10) и (12) 
можно совершить вычисления синфазной и квадратурной корреляций в КК с номером k  по 
формулам 

 

 

 

эτ

э н в
10

э н в
1

э н в
10

[ ( 1)τ ]cos 2π ( )π φ ( )

[ ( 1)τ ]cos 2π π ,

ˆ [ ( 1)τ ]cos 2π ( )π φ ( )

L L

k p pl pl pl r l
l

L

k kl kl kl
l

L L

k p pl pl pl r l
l

Y A rect t l d f d f t b D n t

rect t l d f d f t b dt

Y A rect t l d f d f t b D n t







             

      

            







 

эτ

э н в
1

[ ( 1)τ ]sin 2π π ,
L

k kl kl kl
l

rect t l d f d f t b dt




      





       (13) 

где двоичные элементы lpd  ( lpb ) и lkd  ( lkb ) соответствуют циклически сдвинутым влево на 

1p   и 1k   двоичным символам модулирующих (по частоте и фазе) кодовых последователь-

ностей. Корреляции kY  и k̂Y  будем вычислять при идеальной (для упрощения анализа) тактовой 

синхронизации в соответствии с обрабатываемыми сигналами ( )rs t , как поясняется на рис. 3, и 

квадратурными опорными сигналами э[ ,( 1)τ ]os t k   и эˆ [ ,( 1)τ ]os t k  . Здесь импульсные функ-

ции в тактовые моменты совпадают, т. е. [ ] [ ] [*]p krect rect rect    . С учётом свойства адди-

тивности при интегрировании [15] произведения сумм (11) синхронных последовательностей 
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импульсов [ ]rect   равной длительности, вычисления корреляций kY  и k̂Y  можно записать через 

L  сумм интегралов с интегрированием на интервалах э{ } [0,τ ]t  :                        

 

 

 

эτ

э э н в
1 0

н в

τ

э э н в
1 0

э

[ ( 1)τ ] [ ( 1)τ ]cos[2π ( )π φ ]

cos[2π π]

[ ( 1)τ ] [ ( 1)τ ]cos[2π π] ,

ˆ [ ( 1)τ ] [

э

L

k p k pl pl pl r l
l

kl kl kl

L

k kl kl k l
l

k p k

Y A rect t l rect t l d f d f t b D

d f d f t b dt

n t l rect t l d f d f t b dt

Y A rect t l rect t





         

   

      

   

 

 

 

 

 

э

э

τ

э н в r
1 0

н в

τ

э э н в
1 0

( 1)τ ]cos[2π ( D )π φ ]

sin[2π π]

[ ( 1)τ ] [ ( 1)τ ]sin[2π π] .

L

pl pl pl l
l

kl kl kl

L

k kl kl kl
l

l d f d f t b

d f d f t b dt

n t l rect t l d f d f t b dt





     

   

      

 

 

    (14) 

Используя разложения cos(α β) cos(α)cos(β) sin(α)sin(β)    и sin(α β) sin(α)cos(β)    

cos(α)sin(β) , принимая 0rD  , полагая, что при 0,1plb   и 0,1klb   *cos( π) 1,1pl plb b   и 

*cos( π) 1,1kl klb b  , и подставляя в (14) н в2π( )pl pld f d f  = ω( )pld  и 2π( )kl н kl вd f d f  = 

ω( )kld , корреляции kY  и k̂Y , вычисленные в КК с номером k , будут определяться следующими 

соотношениями:    
τ

* * *
э

1 10

τ
* * *

э
1 10

[ ( 1)τ ]cos[ω( ) φ ]cos[ω( ) ] ξ ,

ˆˆ [ ( 1)τ ]cos[ω( ) φ ]sin[ω( ) ] ξ .

э

э

L L

k kl pl pl l kl kl kl
l l

L L

k kl pl pl l kl kl kl
l l

Y A b b rect t l d t d t dt b

Y A b b rect t l d t d t dt b

 

 

    

    

 

 
             (15) 

Здесь ξkl  и ξ̂kl   нормальные случайные процессы [14], соответствующие определённому 

интегралу от произведения гармонического сигнала, единичной амплитуды и длительностью 

эτ , и случайной функции ( )n t  в форме белого шума со спектральной плотностью oN .  

В произведениях cos[ω( ) ]cos[ω( ) ]pl kld t d t   и cos[ω( ) ]sin[ω( ) ]pl kld t d t   из (15) частота 

ω( )kld  может принимать одно из двух значений – ωн  при 1kld   или ωв  при 0kld  . Кроме 

того, при неравенстве kl pld d  указанные произведения будут равны нулю, так как сигналы 

при частотах нω  и вω  будут ортогональными в усиленном смысле [16], а при равенстве 

kl pld d  – иметь значения эτ cos(φ) / 2  и эτ sin(φ) / 2 . Пренебрегая членами с суммарной часто-

той, указанные произведения приобретут следующий вид: 

н

в

cos(φ),cos(ω ), 1
cos[ω( ) φ]cos[ω( ) ] cos[ω( ) φ] ρ( ),

cos(ω ), 0 0,

sin(φsin(ω ), 1
cos[ω( ) φ]sin[ω( ) ] cos[ω( ) φ]

sin(ω ), 0

kl plн kl
pl kl pl kl

в kl kl pl

kl
pl kl pl

kl

d dt d
d t d t d t d

t d d d

t d
d t d t d t

t d

                 

 
      

),
ρ̂( )

0,

kl pl
kl

kl pl

d d
d

d d

      

, 

(16) 

и тогда синфазную и квадратурную корреляции kY  и k̂Y  можно записать в следующей форме: 
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* *

1 1

ˆˆ ˆ[ ( ) ξ ], [ ( ) ξ ],
L L

k k l kl kl k k l kl kl
l l

Y b x d Y b x d
 

                                       (17) 

где  

*эτ( ) ( )ρ( )
2kl pl r kl

A
x d b D d   и *τ

ˆˆ( ) ( )ρ( )
2
э

kl pl r kl
A

x d b D d  , ξkl  и ξ̂kl   –              (18) 

сигнальные и помеховые квадратурные поэлементные корреляции (ПК). Обозначив 

( ) ( ) ξkl kl kld x d    и ˆˆ ˆ( ) ( ) ξkl kl kld x d    для (17), корреляции и модуль корреляций можно пе-

реписать 

*

1

( )
L

k kl kl
l

Y b d


  , *

1

ˆ ˆ ( )
L

k kl kl
l

Y b d


   и 2 2ˆ
k k kV Y Y  .                                (19) 

Структура алгоритма (19) вычисления модуля корреляций поясняется (рис. 4). Посредством 

каждого из сумматоров «
L

l » с учётом знака производится накопление поэлементных корре-

ляций * ( )kl klb d  и * ˆ ( )kl klb d , а с накоплением L  сумм производится формирование модулей 

kV . Для упрощения примем ( ) 0n t   и тогда, анализируя работу схемы (рис. 4) относительно 

накопления поэлементных корреляций согласно (17)–(19), можно сказать, что k-я компонента 

kY  вычисляется как сумма L  произведений символов * 1,1klb   (принадлежащих циклически 

сдвинутому на 1k   позиций модифицированному M -коду длины L ) и поэлементных корре-
ляций ( )klx d ,  выбираемых из пары значений (1)x  и (0)x , которые формируются одновремен-

но двумя парами поэлементных интеграторов «
τ

0

э », соответствующих корреляциям очеред-

ного элемента анализируемого сигнала , 1( )r rs t  и гармонических сигналов, длительностью τэ  с 

частотами ωн  и ωв . Здесь из каждой l  пары значений (1) (0)x и x  посредством коммутаторов 

(рис. 4), управляемых l  символом {0,1}kld  ,  производится выборка одного из значений по-

элементных корреляций (0)x  или (1)x  по правилу 

(1), 1,
( )

(0), 0,
kl

kl
kl

x d
x d

x d


  

,        
ˆ(1), 1,

ˆ( )
ˆ(0), 0.

kl
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kl

x d
x d

x d


  

.                                    (20) 
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Рис. 4. Структура алгоритма поиска ШПС – ЧММС сигналов 

 

Fig. 4. Structure of the broadband MSK signal search algorithm 
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Введя замену индексов в обозначениях kl lkd d  и ( ) ( )kl l lkx d x d  и обозначив *
k lb  как k lb , 

получим окончательные формулы для вычисления k-й синфазной и квадратурной корреляций 

kY  и k̂Y : 

1 1

ˆ ˆ( ), ( )
L L

k k l l lk k k l l lk
l l

Y b x d Y b x d
 

   .                                            (21) 

Здесь ( )l lkx d   очередная l  поэлементная корреляция, сформированная на выходе коммута-

тора, управляемого очередным двоичным символом lkd , принадлежащим также циклически 

сдвинутому на 1k   позиций М-коду длины L .  
 
Алгоритм поиска посредством матричного представления задачи распознавания  

бинарных сигналов 
При рассмотрении формирования группы значений 1Y , 2Y , … kY , … LY  синфазных корреляций 

(21), можно сказать, что группу из L  значений синфазных корреляций можно представить как 

транспонированную матрицу-столбец 1 2 3, , ,..., ,...,
T

k LY Y Y Y YY размером 1L , при этом каждый 

из элементов матрицы Y соответствует сумме L  произведений бинарных элементов klb  k-й 

строки матрицы B и поэлементных корреляций ( )l lkx d  матрицы-столбца X . Здесь матрица 

B это квадратная матрица размером L L , где каждая из k -х строк представляет собой  

* * *
... 1 ... ...11 12 1 1 2

* * *
... 2 ... ...21 22 2 2 3 1

* * *
1 2 1 1

... ... ...

* * *
... ... ...1 2 1 1

... ... ... ...... ... ... ... ... ...
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l L L
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klk k kL k k k

LlL L LL L L

bb b b b b b

bb b b b b b

bb b b b b b

bb b b b b b

 



 B                                  (22) 

последовательность двоичных символов { }klb , принадлежащих циклически сдвинутому на 

1k   позиций модифицированному М-коду длины L , сформированному по правилу (6)–(7)  
в соответствии с М-кодовой последовательностью { }ld . Для обеспечения вычислений с элемен-

тами матрицы B используют представление элементов klb  первой матрицы через элементы 

второй матрицы, которые можно выразить через номер l  элемента k -й строки бинарной по-

следовательности *{ }klb : 

0

*
1kl l k Lb b    , 

, 1 ,

0, 1 .

L l k L
L

l k L

   
     

                                                   (23) 

Матрица-столбец X включает в себя L  элементов, каждый из которых соответствует оче-

редному номеру l  вычисленного значения поэлементной корреляции ( )l lkx d  по правилу (20): 
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... ...

( ) [( 0)] [( 1)]

... ...

( ) [( 0)] [( 1)]

k k k

k k k

l lk l lk l lk

L Lk L Lk L Lk

x d x d или x d

x d x d или x d

x d x d или x d

x d x d или x d

 
 

 
 

 

X ; 
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1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ( ) [( 0)] [( 1)]

ˆ ˆ ˆ( ) [( 0)] [( 1)]

... ...ˆ
ˆ ˆ ˆ( ) [( 0)] [( 1)]

... ...

ˆ ˆ ˆ( ) [( 0)] [( 1)]

k k k

k k k

l lk l lk l lk

L Lk L Lk L Lk

x d x d или x d

x d x d или x d

x d x d или x d

x d x d или x d

 
 

 
 

 

X .                                    (24) 

Здесь каждое l  значение поэлементных корреляций ( )l lkx d  определяется значением бита 

символа lkd . При номере l  только l  пара поэлементных корреляций (20), сформированных па-

рой поэлементных интеграторов (рис. 4), участвует в формировании l  слагаемого (21). Следует 
также сказать, что из l  пары поэлементных корреляций выбирается то значение, которое фор-
мируется на выходе коммутатора (рис. 4) в соответствии со значением бита действующего сим-
вола lkd  на управляющий вход коммутатора. При этом условии выбранное значение поэле-

ментной корреляции с учётом знака k lb  будет суммироваться в k -й синфазной (квадратурной) 

корреляции kY  ( k̂Y ) (20). Здесь выборка поэлементных корреляций производится через симво-

лы lkd , которые должны являться элементами матрицы: 

111 12 1 1 2

221 22 2 2 3 1

1 2 1 1

1 2 1 1

... ... ...

... ... ...

...... ... ... ... ... ...... ... ...

... ... ...

...... ... ... ... ... ...... ... ...

... ... ...

k L L

k L

lkl l lL l l l

LkL L LL L L

dd d d d d d

dd d d d d d

dd d d d d d

dd d d d d d

 



 D .                           (25) 

Элементы первой строки второй матрицы D соответствуют М-кодовой последовательности 

{ }ld . Остальные строки представляют собой циклически сдвинутые на 1k   элементов кодовые 

последовательности { }lkd . Для обеспечения вычислений с элементами матрицы D используют 

представление элементов lkd  первой матрицы через l  элемент k -й строки бинарной последо-

вательности { }lkd  второй матрицы:       

0 1lk l k Ld d    , 
, 1 ,

0, 1 .

L l k L
L

l k L

   
     

                                          (26) 

Таким образом, вычисление группы значений 1Y , 2Y , … kY , … LY  синфазных корреляций 

(21) можно представить как произведение матриц в развёрнутой форме 
 

1 ... 1 ... 1 111 12 1

2 ... 2 ... 2 221 22 2

1 2

... ...

... ...1 2

( )

( )

... ... ... ...... ... ......

... ... ( )

... ...... ... ......

( )

l kL

l kL

kl l lkk k kLk

Ll L LkL L LLL

Y b x db b b

Y b x db b b

b x db b bY

b x db b bY

  ;  

1 ... 1 ... 1 111 12 1

2 ... 2 ... 2 221 22 2

1 2

... ...

... ...1 2

ˆ ˆ ( )

ˆ ˆ ( )

... ... ... ...... ... ......

ˆ ... ... ˆ ( )

... ...... ... ......

ˆ ˆ ( )

l kL

l kL

kl l lkk k kLk

Ll L LkL L LLL

Y b x db b b

Y b x db b b

b x db b bY

b x db b bY

    (27) 

 

или в краткой форме  

 Y B X ;    ˆ ˆ Y B X .                                                        (28) 
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Исполнение алгоритма (27)–(28) необходимо произвести в течение длительности сигнала 

эL . При этом необходимо совершить 2L  операций сложения. При 16383L   и при 

эτ 2,5 мкс (РНС «Спрут»), длительность процедуры одной операции сложения составит 

τ /э L  1,5*10–10 с, можно сказать, что операции сложения должны проводиться с частотой не 

менее 6,5 ГГц. Это слишком высокая рабочая частота для вычислителя. Чтобы понизить требо-
вания к рабочей частоте вычислителя предлагается произведение матриц в алгоритме (27)–(28) 
представить в виде произведения блочных матриц [17].  

Блочные матрицы формируются посредством разделения матриц , , ,Y B X D  1M   гори-

зонтальными, а матриц ,B D  1N   вертикальными линиями на M N  и M  блоков соответст-

венно. Тогда матричное произведение (27) можно выразить через произведение блочных мат-
риц: 

1 1,1

2 2,2
11 1

,
,

1 ,

,

( )

( )
.....

..........
..... .....

( )
.....

..........

( )

m

m
N

m n
n n mm

M M N

N N mM

  

X DY

X DY
B B

Y B
X DY

B B

X DY

,  

1 1,1

2 2,2
11 1

,
,

1 ,

,

ˆˆ ( )

ˆˆ ( )
.....

..........ˆ ..... .....
ˆˆ ( )

.....
..........

ˆˆ ( )

m

m
N

m n
n n mm

M M N

N N mM

  

X DY

X DY
B B

Y B
X DY B B

X DY

, (29) 

где  

, ,
1

( )
n

m m n n n m
n




Y B X D ;    , ,

1

ˆ ˆ ( )
n

m m n n n m
n




Y B X D  –                                (30) 

m  – блок-матрица синфазных и квадратурных корреляций; блок-матрица m nB  будет состоять из 

/n L N   столбцов и /m L M   строк с соответствующими klb  элементами первой матрицы (22): 

(1 1), (1 1) (1 1), ( 1)

, ( 1), ( 1)

( 1), (1 1) ( 1), ( 1)

...

... ...

...

k m l n k m l n n

m n k m m l n n

k m m l n k m m l n n

b b

b

b b

               

      

                 

B ,                     (31) 

где k   и l   индексы, обозначающие номера строк и столбцов в блок-матрице m nB . При этом 

элементы блок-матрицы m nB  можно выразить через элементы klb  матрицы (23) в следующей 

форме ,k lb = ( 1), ( 1)k m m l n nb        . Ниже показаны блок-матрица поэлементных корреляций с чис-

лом строк /n L N   и блок-матрица ,n mD  с элементами соответствующих элементам lkd  пер-

вой матрицы (25).    

1 ( 1) ,

(1 1), (1 1) ( 1), (1 1)

, ( 1) , , ( 1), ( 1)

(1 1), ( 1) ( 1), ( 1)

( 1) ,

( )

...

( ) ( ) ; ... ...

...

( )

n n n m

l n k m l n n k m

n n m l n n n m n m l n n k m m

l n k m m l n n k m m

n n n n m

y

d d

y d

d d

y

 

               

          

                 

  

 

D

Y D D D

D

...

...

 

.(32) 
 

Использование блочных матриц для выполнения алгоритма (27)  (28) позволяет более ра-
ционально производить накопление квадратурных корреляций (29). Количество m  строк  
в блочной матрицы ,m nB  выбирается таким, чтобы за интервал эτ  можно произвести по одному 
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суммированию поэлементных корреляций для каждого из m  адресов. Вычисление каждой 
суммы поэлементных корреляций выполняется за 3 действия (3 такта): выборка операнда (на-
копленной суммы поэлементных корреляций с учётом знака k lb ) из блока памяти по k   адресу, 

сложение с очередным значением поэлементной корреляции lx , запись сумы в блок памяти по 

тому же адресу. В вычислителе, выполненном на ПЛИС [18], за длительность эτ  можно совер-

шить τ 1625э Tf   тактов ( эτ 2,5 мкс, 650Tf  МГц) или 529 операций суммирований с запи-

сью в «память», что будет соответствовать 529 накоплению корреляций или m  529. Количе-
ство блок-строк в блок-матрицах (27) (28) корреляций составит э[3 / τ ] 31TM L f  , и здесь 

каждой блок-строке будет соответствовать сумматор поэлементных корреляций ( )l lkx d  с учё-

том знака элементов klb  блок-матрицы ,m nB .    
 

(1)
p L

t 1p  p L
(1)  

p

1b

1rD  1rD 
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Рис. 5. Диаграммы входных сигналов и элементов матриц B  и X  
 

Fig. 5. Diagrams of incoming signals and elements of matrices B and X 

 
При поиске сигнала с дополнительной ФМ навигационным сообщением в двоичной форме 

rD  может возникнуть ситуация, при которой когерентное накопление станет невозможным. 

Это можно увидеть при рассмотрении рис. 5, где схематично совместно показаны диаграммы 
анализируемых сигналов ( )r is t  при дополнительной ФМ навигационным сообщением посредст-

вом двоичных символов rD  и в соответствии с ними элементы перемножаемых матриц B и X. На 

рис. 5. анализ сигнала производится на интервалах 1 1 3{ } [ , ]T t t  и 2 3 5{ } [ , ]T t t . На интервале 

анализа 1T  вычисляются поэлементные корреляции, соответствующие матрице-столбцу 

1 1,1 1, 1,2 1, 1,8 1,( ) ( ) ... ( )
T

T T k T k T kx d x d x dX , изображённому слева, а на интервале анализа 2T  

вычисляются поэлементные корреляции, соответствующие матрице-столбцу 

2 2,1 1, 2,2 1, 2,8 1,( ) ( ) ... ( )
T

T T k T k T kx d x d x dX , изображённому справа. Между матрицами-

столбцами расположены матрицы В двоичных элементов klb . Интервалу анализа 1T  соответст-

вует фрагмент окончания сигнала с номера элемента p  по L  элемент при модулирующем сим-

воле 1 1rD    (для примера) и фрагмент начала сигнала с элемента 1 по 1p   элемент при мо-

дулирующем символе 0rD   (для примера). В этом случае, вычисленные поэлементные корре-

ляции 1, ,( )T l l kx d  для номеров p L  будут определяться с учётом значения символа 1 1rD    
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(18), а вычисленные поэлементные корреляции для номеров 1 1p   будут определяться с учё-

том значения символа для номеров p L  будут определяться с учётом значения символа 

1 1rD    (18), а вычисленные поэлементные корреляции для номеров 1 1p   будут опреде-

ляться с учётом значения символа 0rD  (18). Отсюда видно, что знаки у вычисленных групп 

поэлементных корреляций (для примера при 8L     это вычисленные первые 4 и вторые 4 
поэлементные корреляции) будут противоположными. Если представить матрицу B как сумму 
левой верхней треугольной матрицы вB  и правой нижней треугольной матрицы Bн, то матрицу 

корреляций 1TY , вычисленную на первом интервале, можно записать в краткой форме 

1 1 в 1 н 1 1в 1нT T T T T T       Y B X B X B X Y Y                                      (33) 

или в развёрнутой форме 

11 12 13 1.1 11, 1 1

21 22 23 1.2 22, 1

31 32 33
1

1.

1,1 1,31,2

,1 1. 32

( ) 000

( ) 000 0

... 000 0 0

( )

... 00 0 00

( )0 0 00 0

T kL L
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T
T l lk

L LL

L T L Lk LL

b b b x db b

b b b x db

b b b

x d

b bb

b x d bb





 
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     

  
                          

    
  

Y

1.1 1

2 1.2 2

3, 1 3

1.

1,1, 1

, 1., 1

0 0 ( )
0 ( )

...

( )

...

( )

T k

L T k

L L

T l lk

L LL L

L L T L LkL L

x d

b x d
b b

x d

bb

b x db



 




    


  

,     (34) 

где элементы матриц вB  и нB определяются через (23) элементами матрицы B (22). Из (34) и 

рис. 5 следует, что первую группу поэлементных корреляций можно учесть в первом произве-

дении матриц вB  и 1TX , а вторую группу поэлементных корреляций можно учесть во втором 

произведении матриц нB  и 1TX .  

Интервалу анализа 2T  соответствует фрагмент окончания сигнала также с номера элемента p  

по L  элемент теперь при модулирующем символе 1rD   (для примера) и фрагмент начала сиг-

нала также с элемента 1 по 1p   элемент теперь при модулирующем символе 1 0rD    (для 

примера). В этом случае, вычисленные поэлементные корреляции 2. ,( )T l l kx d  для номеров 

p L  будут определяться с учётом значения символа 1rD   (18), а вычисленные поэлемент-

ные корреляции для номеров 1 1p   будут определяться с учётом значения символа 

1 1rD   (18). Отсюда видно, что знаки у вычисленных вторых групп (третья и четвёртая) по-

элементных корреляций (для примера при 8L     это вычисленные первые 4 и вторые 4 по-
элементные корреляции) будут противоположными. Если представить матрицу B как сумму 

левой верхней треугольной матрицы вB  и правой нижней треугольной матрицы нB , то матри-

цу корреляций 2TY , вычисленную на втором интервале, можно записать в краткой форме 

2 2 в 2 н 2 2в 2нT T T T T T       Y B X B X B X Y Y  ,                                   (35) 

или в развёрнутой форме 
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где элементы матриц вB  и нB  определяются через (23) элементами матрицы B (22). Из (36) и 

рис. 5 следует, что третью группу поэлементных корреляций можно учесть в первом произве-
дении матриц вB  и 2TX , а четвёртую группу поэлементных корреляций можно учесть во вто-

ром произведении матриц нB  и 2TX .             

Теперь, на основании (33)  (36) можно вычислить корреляции, соответствующие интервалу 

2, 4{ } [ ]t t t  (рис. 5) анализа сигнала при полном действии модулирующего символа rD   

н 1 в 2 1н 2вDr T T T T     Y B X B X Y Y .                                        (37) 

Из (35) следует, анализ сигнала необходимо проводить на двух последовательных времен-
ных интервалах { }it  и 1{ }it  . На первом временном интервале { }it  синфазные и квадратурные 

корреляции вычисляются согласно (33) и (34):   

,н нt i t i Y B X  и ,н н
ˆ ˆ

t i t i Y B X ,                                             (38) 

а на втором временном интервале 1{ }it   синфазные и квадратурные корреляции вычисляются 

согласно (35) и (36):  

1,в в 1t i t i  Y B X  и 1,в в 1
ˆ ˆ

t i t i  Y B X .                                      (39) 

Итак, чтобы реализовать параллельный алгоритм поиска сигнала, инвариантный к дополни-
тельной ФМ информационным сообщением, по вычисленным квадратурным корреляциям (38) 
и (39) могут быть получены требуемые синфазные и квадратурные корреляции   

,н 1,вt i t i Y Y Y , ,н 1,в
ˆ ˆ ˆ

t i t i Y Y Y .                                        (40) 

 
Заключение 
Таким образом, предложенное в данной статье представление ШПС – ЧММС как двухпози-

ционного, с двоичной частотно-фазовой манипуляцией, позволяет, посредством использования 
матричного аппарата в алгоритмах поиска, вычислять значения модулей корреляций комплекс-
ных огибающих принятой смеси сигнала совместно с флуктуационной помехой и опорного 
сигнала, что существенно упрощает реализацию алгоритма поиска для 1L  (16383). 

Разработка алгоритма матричных вычислений составляющих модулей корреляций ком-
плексных огибающих с использованием параллельно-последовательного во времени накопле-
ния, существенно упрощает вычисления L  модулей корреляций комплексных огибающих. При 
реализации необходимых вычислений на ПЛИС обеспечивается одновременное снижение ап-
паратурных ресурсов ПЛИС, что позволяет проводить поиск практически за время не более 
длительности сигнала и в реальном времени.  

Использование левой верхней и правой нижней треугольных бинарных матриц даёт воз-
можность проводить поиск ШПС – ЧММС при когерентной обработке и некогерентном накоп-
лении сигналов с дополнительной фазовой манипуляцией информационным сообщением без 
потери помехоустойчивости.   
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В 1902 г. У. Бернсайд поставил вопрос о локальной конечности групп, все элементы которых име-
ют конечный порядок. Первый отрицательный ответ на него был получен в 1968 г. в работе  
П. С. Новикова – С. И. Адяна. Конечность свободной бернсайдовской группы периода n установлена  
в разное время для n = 2, n = 3 (У. Бернсайд), n = 4 (У. Бернсайд; И. Н. Санов), n = 6 (М. Холл). Дока-
зательство бесконечности этой группы для нечетных показателей n ≥ 4381 было дано в работе  
П. С. Новикова – С. И. Адяна (1968), а для нечетных n ≥ 665 – в монографии С. И. Адяна (1975).  
В связи с этими результатами рассматриваем множество m -апериодических слов. Под  
l-апериодическим словом понимают слово Х, если в нем нет непустых подслов вида Yl. В монографии 
С. И. Адяна (1975) приведено доказательство С. Е. Аршона (1937) того, что в алфавите из двух букв 
существует бесконечное множество сколь угодно длинных 3-апериодических слов. В монографии 
А. Ю. Ольшанского (1989) доказана теорема о бесконечности множества 6-апериодических слов и 
получена оценка снизу количества таких слов любой данной длины. Наша задача получить оценку для 
функции ( )f n  количества m -апериодических слов длины n  в алфавите из двух букв. Полученные ре-

зультаты могут быть полезны при кодировании информации в сеансах космосвязи. 
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(W. Burnside, I. N. Sanov), n = 6 (M. Hall). The proof of infinity of this group for odd n ≥ 4381 was given 
in the article by P. S. Novikov and S. I. Adian (1967), and for odd n ≥ 665 in the book by S. I. Adian (1975). 
In relation with these results we consider the set of m-aperiodic words. Word is called l-aperiodic if there 
are no non-empty subwords of the form Yl in it. In the monograph by S. I. Adian (1975) it was showen the 
proof of S. E. Arshon (1937) of the fact that in the two-letters alphabet there is an infinite set of arbitrarily 
long 3-aperiodic words. In the book by A. Yu. Olshansky (1989) the theorem on the infinity of the set of 6-
aperiodic words was proved, and a lower bound function for the number of words of a given length was 
obtained. Our aim is to get an estimate for the function ( )f n  of the number of m -aperiodic words of the 

length n  in the two-letters alphabet. The results can be applied when encoding information in space 
communications.  

 
Keywords: group, periodic word, aperiodic word, alphabet, local finiteness. 
 
Введение 
В 1902 г. Уильям Бернсайд поставил вопрос о локальной конечности групп, в которых вы-

полнено соотношение xn = 1 [1]. Впоследствии этот вопрос приобрел статус проблемы Бернсай-
да. Отрицательный ответ на него впервые был получен в 1968 г. в работах П. С. Новикова –  
С. И. Адяна [2–4].  

Группа B(d, n) с d порождающими и тождественным соотношением xn = 1 называется сейчас 
свободной бернсайдовской группой ранга d и периода n. Ее конечность установлена в разное 
время для n = 2 (тривиальный случай), n = 3 (У. Бернсайд [1]), n = 4 (У. Бернсайд [1] для d = 2; 
И. Н. Санов [5] для произвольного d), n = 6 (М. Холл [6]). Доказательство бесконечности груп-
пы B(d, n), d ≥ 2, для нечетных показателей n ≥ 4381 было дано в [2–4], а для нечетных n ≥ 665 – 
в монографии С. И. Адяна [7].  

Более подробно с результатами по проблеме Бернсайда можно познакомиться по работе  
С. И. Адяна [8].  

 

Определение 
l-апериодическим словом называется слово X, если оно не содержит непустых подслов  

вида Yl. 
В монографии А. Ю. Ольшанского [10] доказана теорема о бесконечности множества  

6-апериодических слов и получена оценка снизу количества таких слов любой данной длины. 
Автором в [9] была улучшена оценка из [10] количества 6-апериодических слов в алфавите из 
двух букв.  

В связи с этими результатами рассмотрим множество m-апериодических слов в двухбуквен-
ном алфавите для m ≥ 2. 

В статье [11] также получены результаты для 6-апериодических слов над трехбуквенным 
алфавитом. По этой теме автором опубликованы работы [12–15]. Результаты могут быть при-
менены при кодировании информации в космической связи. 

 

Основные результаты 
В 1906 г. А. Туэ установил существование неповторяющихся слов в трехбуквенном алфави-

те и 3-апериодических слов произвольной длины в любом неоднобуквенном алфавите [11] (см. 
также лемму 1 в [8]). В статье [16] С. Е. Аршон в 1937 г. доказал существование n-значной 
асимметричной (повторяющейся) последовательности для 3n  . В монографии С. И. Адяна [7] 
представлен метод Аршона для доказательства существования бесконечных 3-апериодических 
последовательностей в алфавите из двух символов. 

В [10] доказана теорема 4.6 о бесконечности множества 6-апериодических слов и получена 
оценка функции ( )f n  числа таких слов длины n: в алфавите {a, b} существуют сколь угодно длин-

ные 6-апериодические слова. При этом количество ( )f n  таких слов длины n больше чем  3
2

n
. 
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В связи с этими результатами представляет интерес оценка числа m-апериодических слов  
в двухбуквенном алфавите. 

Случай 2-апериодических слов в алфавите {a, b} легко рассматривается и такие слова можно 
сразу перечислить:      

a, b, ab, ba, aba, bab. 

Остальные случаи рассматриваются в теоремах 1–3. 
При доказательстве теорем будем использовать метод А. Ю. Ольшанского из [10]. 
Теорема 1. Алфавит {a, b} содержит сколь угодно длинные m-апериодические слова для 

5m  . При этом количество таких слов длины n больше, чем  3
2

n
. 

Доказательство. Сначала докажем неравенство 3( 1) ( )2f n f n    по индукции.  

База индукции: 3(2) (1)2f f  , где (1) 2f  , (2) 4f  . 

Каждое m-апериодическое слово длины n + 1 есть результат приписывания справа одной из 
букв a или b к m-апериодическому слову длины n. Можно получить 2 ( )f n  слов X длины n + 1. 

Но некоторые из полученных слов могут содержать степени mA . Нужно оценить число подоб-
ных возможностей. 

Может получиться лишь равенство вида mX YA , поскольку иначе уже начало длины n 

слова X длины n + 1 содержит mA . Для слов A длины 1 (всего два таких слова) имеется меньше, 

чем 2 ( 1 )f n m   слов вида mX YA , где слово Y m-апериодично и 1Y n m   : 

(
1

........
n m 

 
1

...
m

aa a


) a, 

(
1

........
n m 

 
1

...
m

bb b


) b. 

Существует 4 слова A длины 2. Количество соответствующих слов вида mX YA  длины  
n + 1 меньше, чем 4 ( 1 2 )f n m  , где слово Y m-апериодично длины 1 2n m  . 

Аналогично продолжая рассуждения, получаем: 
2 3( 1) 2 ( ) 2 ( 1 ) 2 ( 1 2 ) 2 ( 1 3 ) ...f n f n f n m f n m f n m             

Поскольку по предположению индукции 3( ) ( ) ( )2
kf n f n k   , получается 

1 2 2 1 3 3 13 3 3( 1) 2 ( ) (2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ...)2 2 2
m m mf n f n f n f n f n           . 

Вынося ( )f n  за скобки получаем  

1
1 2 2 1 3 3 1

32( )23 3 3 3( 1) ( )(2 (2( ) 2 ( ) 2 ( ) ...) 2 ( )2 2 2 231 2( )2

m
m m m

m
f n f n f n

 
     


        


  

для любых 5m   (так как 32 2
m   для любого 5m  , то геометрическая прогрессия в неравен-

стве является убывающей со знаменателем  32 2
m

). 

Следовательно, неравенство 3( 1) ( )2f n f n   верно для любых натуральных n для функ-

ции ( )f n  количества m-апериодических слов длины n при 5m  . Теорема доказана. 

Из доказательства теоремы 1, в частности, вытекает, что этот способ доказательства не про-

ходит для доказательства оценки  3( ) 2
n

f n   функции ( )f n  количества 3- или 4-аперио- 

дических слов длины n. В следующей теореме показано, что этот способ не подходит для 
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доказательства оценки ( ) ( )nf n x  и для какого значения x из интервала 3[ 2,2]  для  

3-апериодических слов и из интервала 4[ 2,2]  для 4-апериодических слов. 

Теорема 2. Перенос доказательства теоремы 4.6 о 6-апериодических словах из [10] на слу-
чай 3- и 4-апериодических слов не приводит к доказательству соответствующей теоремы,  

т. е. для любого значения x из интервалов 3[ 2,2]  для 3-апериодических и 4[ 2,2]  для 

4-апериодических слов не удается доказать методом из [10], что число f_m(n)  

m-апериодических слов длины n больше, чем nx  при 3m   или 4m  . 
Доказательство. Проведем рассуждения, аналогичные приведенным в [10]. Но теперь мы не 

фиксируем значение  3 / 2
n

 для основания показательной функции, а вводим переменную x и 

ищем оценку в виде   nf n x  для 3m   и 4m  . 

Сначала докажем неравенство ( 1) ( )f n x f n    по индукции. При этом введем ограничения 

на x. Чтобы удовлетворить неравенству  1 2f x   для 3m   и 4m  , подложим 2x  . 

База индукции (2) (1)f x f  , где (1) 2f  , (2) 4f  . База индукции справедлива при 2x  . 

Каждое 3- или 4-апериодическое слово длины n+1 есть результат приписывания справа од-
ной из букв a или b к 3-апериодическому (соответственно 4-апериодическому) слову длины n. 
Можно получить 2 ( )f n  слов X длины n + 1 (m = 3 или m = 4). Но некоторые из полученных 

слов могут содержать степени 3A  (соответственно степени 4A ). Нужно оценить число подоб-
ных возможностей. 

Может получиться лишь равенство вида 3X YA  (соответственно 4X YA ), поскольку ина-

че уже начало длины n слова X длины n + 1 содержит 3A  (или 4A ). Для слов A длины 1 (всего 

два таких слова) имеется меньше, чем 2 ( 2)f n   (соответственно 2 ( 3)f n   слов вида 3X YA  

(соответственно 4X YA ), где слово Y  3-апериодично (4-апериодично) и 2Y n   (соответст-

венно 3Y n  ): 

(
2

........
n

 aa ) a,  (
2

........
n

 bb ) b   для случая 3-апериодических слов; 

(
3

........
n

aaa ) a, (
3

........
n

 bbb ) b  для случая 4-апериодических слов. 

Существует 4 слова A длины 2. Количество соответствующих слов вида 3X YA  (соответст-

венно 4X YA ) длины n + 1 меньше, чем 4 ( 5)f n   (соответственно 4 ( 7)f n  ), где слово Y 

3-апериодично длины n-5 (соответственно 4-апериодично длины n-7). 
Аналогично продолжая рассуждения, получаем 

2 3( 1) 2 ( ) 2 ( 2) 2 ( 5) 2 ( 8) ...f n f n f n f n f n          

для 3-апериодических слов; 

2 3( 1) 2 ( ) 2 ( 3) 2 ( 7) 2 ( 11) ...f n f n f n f n f n          

для 4-апериодических слов. 

Поскольку по предположению индукции ( ) ( )kf n x f n k   , получается соответственно 

2 2 5 3 8( 1) 2 ( ) (2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ...)f n f n x f n x f n x f n         

и 
3 2 7 3 11( 1) 2 ( ) (2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ...)f n f n x f n x f n x f n        . 

Вынося ( )f n  за скобки получаем 

2 2 5 3 8( 1) ( )(2 (2( ) 2 ( ) 2 ( ) ...)f n f n x x x         
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и соответственно 
3 2 7 3 11( 1) ( )(2 (2( ) 2 ( ) 2 ( ) ...)f n f n x x x        . 

Введем еще ограничения 3 2 x  в первом случае и 4 2 x  во втором для того, чтобы гео-
метрические прогрессии в правых частях неравенств были убывающими. 

Обозначим вторые сомножители правых частей за S и применим формулу для суммы членов 

геометрической прогрессии со знаменателем 32x  для 3-апериодических слов и 42x  для  
4-апериодических слов: 

2

3

2
2

1 2

x
S

x



 


,   
3

4

2
2

1 2

x
S

x



 


. 

Неравенство ( 1) ( )f n x f n    будет выполняться при S x . 

Преобразуем последние неравенства для обоих случаев: 
3 2 2

3

2 4 2 2
0

1 2

x x x x
S x

x

  


   

  


, при 3m  ,   

4 3 3

4

2 4 2 2
0

1 2

x x x x
S x

x

  


   

  


, при 4m  . 

После приведения подобных получаем 

3

3

2 4
0

1 2

x x

x




 




,            
4

4

2 4
0

1 2

x x

x




 




. 

Так как 31 2 0x   в первом случае и 41 2 0x   во втором, получаем неравенства: 
32 4 0x x   , 42 4 0x x   . 

Нас интересует решения этих неравенств в интервалах  3 2;  2  и  4 2;  2 соответственно. 

Оказывается, что неравенства в данных интервалах решений не имеют. Теорема доказана. 
Как показано в теореме 2 доказательство 1 не проходит для случая m = 4. В следующей тео-

реме докажем, что утверждение теоремы 1 тем не менее верно для m = 4. Для случая m = 3 до-
казательство таким же методом, как в теореме 3, не проходит. 

Теорема 3. В алфавите {a, b} существует сколь угодно длинные 4-апериодические слова. 

Более того, число ( )f n  таких слов длины n больше, чем  3
2

n
. 

Доказательство. Используем ту же схему, что и в теореме 1, но будем отбрасывать меньше 
лишних слов. 

Заметим, что 
3

(1) 2
2

f   . 

Докажем неравенство
3

( 1) ( )
2

f n f n    по индукции.  

База индукции: 
3

(2) (1)
2

f f  , где (1) 2f  , (2) 4f  . 

Каждое 4-апериодическое слово длины n + 1 есть результат приписывания справа одной из 
букв a или b к 4-апериодическому слову длины n. Можно получить 2 ( )f n  слов X длины n + 1. 

Но некоторые из полученных слов могут содержать степени 4A . Нужно оценить число подоб-
ных возможностей. 

Может получиться лишь равенство вида 4X YA , поскольку иначе уже начало длины n сло-

ва X длины n + 1 содержит 4A . Для слов A длины 1 (всего два таких слова) имеется меньше, 

чем 2 ( 3)f n   слов вида 4X YA , где слово Y 4-апериодично и 3Y n  : 
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(
3

........
n

 aaa) a 

(
3

........
n

 bbb) b. 

На самом деле среди слов Y первого вида нужно брать только те, которые заканчиваются 

на b, так как иначе уже слово в скобках содержало бы 4a , что противоречит его  
4-апериодичности. Аналогично среди слов Y второго вида нужно брать только те, которые за-
канчиваются на a. Таким образом, для слов A длины 1 имеется меньше, чем ( 3)f n   слов вида 

4X YA , где слово Y 4-апериодично и 2Y n  . 

Существует 4 слова A длины 2. Количество соответствующих слов вида 4X YA  длины  
n + 1 меньше, чем 4 ( 7)f n  , где слово Y 4-апериодично длины 7n  : 

(
7

.......
n

 aa aa aa a) a 

(
7

.......
n

 ba ba ba b) a 

(
7

.......
n

 ab ab ab a) b 

(
7

.......
n

 bb bb bb b) b. 

Но такие слова, как в скобках первого и последнего слов уже не содержатся в множестве  
4-апериодических слов длины n, поэтому их надо убрать из этого списка. Во втором слове под-
слово Y длины n-7 не может заканчиваться на a, так как иначе уже слово в скобках содержало 

бы 4( )ab , что противоречит его 4-апериодичности. Аналогично в третьем слове подслово Y 

длины 7n   не может заканчиваться на b, так как иначе уже слово в скобках содержало бы 
4( )ba . Таким образом, слов вида 4X YA  длины n + 1 меньше, чем ( 7)f n  , где Y –  

4-апериодическое слово длины 7n  . 
Аналогично продолжая рассуждения, получаем 

2 3( 1) 2 ( ) ( 3) ((2 2) / 2) ( 7) ((2 2) / 2) ( 11) ...f n f n f n f n f n            

Поскольку по предположению индукции ( ) (3 / 2) ( )kf n f n k   , получается 

3 2 7 3 11

3 7 2 11

7 11

( 1) 2 ( ) (2 (3 / 2) ( ) 2 (3 / 2) ( ) 2 (3 / 2) ( ) ...)

((3 / 2) ( ) 2 (3 / 2) ( ) 2 (3 / 2) ( ) ...)

((3 / 2) ( ) (3 / 2) ( ) ...)

f n f n f n f n f n

f n f n f n

f n f n

  

  

 

         

      

  

 

Вынося ( )f n  за скобки, получаем 

3 2 7 3 11

3 7 2 11

7 11

( 1) ( )(2 (2 (3 / 2) 2 (3 / 2) 2 (3 / 2) ...)

((3 / 2) 2 (3 / 2) 2 (3 / 2) ...)

((3 / 2) (3 / 2) ...))

f n f n   

  

 

         

      

  

 

Обозначим второй сомножитель правой части за S и применим формулу для суммы членов 

геометрической прогрессии со знаменателем   4
32 2


 для первой и второй прогрессии и со 

знаменателем   4
3

2


 для третьей: 
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3 3 7

4 4 4

2(3 / 2) (3 / 2) (3 / 2)
2

1 2(3 / 2) 1 2(3 / 2) 1 (3 / 2)
S

  

     
  

. 

Это значение S приближенно равно 1,58, что больше, чем 3/2. Теорема доказана. 
Непосредственно из теорем 1 и 3 вытекает следующее. 
Следствие. В алфавите {a, b} существует сколь угодно длинные m-апериодические слова 

при 4m  . Более того, число таких слов ( )f n  длины n больше, чем  3
2

n
. 

Заключение 
Проблема оценки количества апериодических слов до сих пор изучается. Рассмотрено мно-

жество m-апериодических слов в трехбуквенном алфавите и получена оценка функции числа 
таких слов любой заданной длины. 
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Законы сохранения и решения первой краевой задачи  
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Известно, что если система дифференциальных уравнений допускает группу непрерывных пре-

образований, то система может быть представлена в виде совокупности двух систем дифферен-
циальных уравнений. Как правило, эти системы имеют меньший порядок, чем исходная система. 
Первая система – автоморфная, характеризуется тем, что все ее решения получаются из одного 
решения с помощью преобразований этой группы. Вторая система – разрешающая, ее решения под 
действием группы переходят сами в себя. Разрешающая система несет основную информацию об 
исходной системе. В данной работе  изучаются автоморфная и разрешающая системы, двумерные 
стационарные уравнения упругости, которые являются системами дифференциальных уравнений 
первого порядка. Впервые построены бесконечные серии законов сохранения для разрешающей и 
автоморфной систем уравнений. Поскольку двумерная система уравнений упругости линейна, то 
таких законов имеется бесконечно много. В данной работе построена бесконечная  серия законов 
сохранения линейных по первым производным. Именно эти законы позволили решить первую крае-
вую задачи для уравнений теории упругости в двумерном случае. Эти решения построены в виде 
квадратур, которые вычисляются по контуру исследуемой области. 

 

Ключевые слова: двумерная упругость, законы сохранения, решение краевых задач. 
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If a system of differential equations admits a group of continuous transformations, then the system can 

be represented as a set of two systems of differential equations, it is known. As a rule, these systems have a 
smaller order than the original system. The first system is automorphic, characterized by the fact that all its 
solutions are obtained from a single solution using transformations of this group. The second system is 
permissive, its solutions, under the action of the group, pass into themselves. The resolving system carries 
basic information about the source system. Automorphic and resolving systems, two-dimensional stationary 
elasticity equations are studied in this work. They are systems of first-order differential equations. Infinite 
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series of conservation laws for a resolving system of equations and an automorphic system are constructed 
for the first time in this work. Since the two-dimensional system of elasticity equations is linear, there are 
infinitely many such laws. In this paper, an infinite series of linear conservation laws with respect to the 
first derivatives is constructed. It was these laws that made it possible to solve the first boundary value 
problem for the equations of elasticity theory in the two-dimensional case. These solutions are constructed 
in the form of quadratures, these quadratures are calculated along the contour of the studied area. 

 

Keywords: two-dimensional elasticity, conservation laws, solution of boundary value problems. 
 

Введение 
Линейные уравнения теории упругости с групповой точки зрения изучаются уже достаточно 

давно [1; 2]. Сначала была найдена группа точечных преобразований и перечислены все инва-
риантные решения [2]. Далее было выполнено групповое расслоение уравнений Ламе [3]. Хотя 
техника выполнения группового расслоения известна уже давно [1], не для многих систем 
уравнений оно выполнено. В этом смысле уравнения теории упругости составляют приятное 
исключение. Групповое расслоение позволило лучше понять, почему методы комплексного 
переменного так широко используются в двумерной теории упругости. Это происходит потому, 
что разрешающая система для двумерных уравнений теории упругости есть система уравнений 
Коши – Римана. В [4; 5] законы сохранения впервые использованы для решения краевых задач, 
в частности, уравнений пластичности. В [6] построены законы сохранения для плоской теории 
упругости, но они не были использованы для решения краевых задач. В предлагаемой работе 
построены новые законы сохранения для разрешающей и автоморфной систем. На их основе 
решена первая краевая задача для двумерных уравнений упругости. 

 

Постановка задачи 
Пусть предлагается следующая связь тензоров напряжений и тензора деформаций: 

               11 11 22 12 12( 2 ) , 2            

               22 22 11( 2 ) ,         
(1)

где ij  – компоненты тензора напряжений; ij  – компоненты тензора деформаций; 0, 0     – 

постоянные Ламе, т. е. (1) есть классический закон Гука для изотропного однородного случая. 
Подставляя (1) в уравнения равновесия, в случае отсутствия массовых сил получаем 

               ( 2 ) ( ) 0,xx xy yy xyu v u v          

               ( ) ( 2 ) 0,xy xy yy xyu v v u          
(2)

где ,u v – компоненты вектора деформаций, индексы внизу, если не указано иное, означают 
производные по соответствующим переменным. 

Известно, что система уравнений (2) эллиптического типа. Это определяет вид законов сохра-
нения и решение краевых задач. Групповые свойства дифференциальных уравнений описаны  
в работе [1]. Групповые свойства уравнений упругости изучены в работе [2]. В работах [7; 8] изу-
чались групповые свойства трехмерных уравнений линейной теории упругости и асимметрич-
ных уравнений упругости в динамическом случае. Там, в частности, показано, что система (2) 
допускает бесконечную группу точечных преобразований, порождаемую операторами: 

               1 2 ,u vX h h     (3)

где 1 2,h h – произвольное решение уравнений Коши – Римана: 

               1 2 0,x yh h   1 2 0.y xh h   (4)

Сделаем групповое расслоение системы уравнений (2) по методу [1] на подалгебре, порож-
даемой (3). Для этого продолжим операторы (3) на первые производные. Имеем 

               1 2 1 2

1
,

x y y xx u y v y u x vX X h h h h          (5)

Дифференциальные инварианты для (5), с учетом (4), имеют вид 
               1 ,I x  2 3 4, , .x y y xI y I u v I u v      (6)

Тогда автоморфная система уравнений имеет вид 



 
 
 

Раздел 1. Информатика, вычислительная техника и управление 
 

 419

               ( , ),x yu v x y    ( , ).y xu v x y    (7)

Напомним некоторые свойства автоморфных систем. Любое решение автоморфной системы 
может быть получено из одного решения этой системы с помощью преобразований, порождае-
мых оператором (3). 

Подставляя (7) в (2) получаем разрешающую систему 
               1 ( 2 ) 0,x yF         2 ( 2 ) 0,y xF          (8)

Повторяя почти дословно рассуждения из [7], можно утверждать, что система (8) равно-
сильна системе уравнений (2). 

Поэтому построив решение системы (8) мы получим решение системы (2). 
Пусть для системы (8) поставлена следующая краевая задача: 

               0| ( , ),L x y    0| ( , ),L x y    (9)

где L – некоторая гладкая замкнутая кривая, 0 ( , ),x y  0 ( , )x y  – известные гладкие функции. 

Для решения этой задачи построим законы сохранения для системы уравнений (8). 
 

Законы сохранения 
В силу линейности системы (8) она будет иметь бесконечное число законов сохранения.  

В работе будут найдены только те законы сохранения, которые позволят решить краевую 
задачу (9). 

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (8) назовем выражение вида 

               1 2( , , , ) ( , , , ) 0,x yA x y B x y F F          (10)

где ,   – некоторые функции, которые не равны тождественно нулю одновременно. ,A B  на-

зываются компонентами сохраняющегося тока.  
Более подробная информация по построению законов сохранения для произвольных систем 

дифференциальных уравнений может быть найдена в [8–10]. Заметим, что впервые законы со-
хранения для уравнений линейной теории упругости были найдены в работах [11; 12], но их 
невозможно было использовать для решения конкретных краевых задач. 

Предположим, что компоненты сохраняющегося тока имеют вид 

               1 2 ,A a a     1 2 ,B b b     (11)

где 1 2, ,a a 1 2,b b  – некоторые функции от x,y. 
Подставляя (11) в (10), после несложных преобразований получаем 

               1 ( 2 ),a       2 ,a    1 ( 2 ),b       2 ,a    

               ,011  yx ba .022  yx ba  
(12)

Отсюда имеем 
               0,x y    0.y x    (13)

Из (10) следует 

               ( ) .x y
S L

A B dxdy Ady Bdx      (14)

Решение первой краевой задачи 
Пусть 0 0( , )x y S , такая точка, в которой компоненты сохраняющегося тока имеют особен-

ности, тогда из (14) следует 

               .
L

Ady Bdx Ady Bdx


        , (15)

где 2 2 2
0 0: ( ) ( )x x y y       – окружность радиуса  вокруг точки 0 0( , )x y S . Вычислим 

интеграл в правой части (15) для разных решений уравнений Коши – Римана. В качестве реше-
ний выберем такие, которые имеют особенность в точке 0 0( , )x y S . Пусть  

               0
2 2

0 0

,
( ) ( )

x x

x x y y


 

  
 0

2 2
0 0

,
( ) ( )

y y

x x y y


 

  
 (16)
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тогда из правой части (15) имеем 

               ( ( 2 ) ) ( ( 2 ) ) .Ady Bdx dy dx
 

                   (17)

Подставим (16) в (17) и сделаем замену переменных по формулам 0 cos ,x x     

0 sin ,y y     получаем 

               
2

0

[ (( 2 ) ) 2sin cos )]Ady Bdx d




                 

               0 0 0 02 [( 2 ) ( , ) ( , )]x y x y        . 

(18)

В формуле (18) устремили 0  и использовали теорему о среднем. 
Теперь сделаем аналогичные вычисления, положив 

0 0
2 2 2 2

0 0 0 0

,  .
( ) ( ) ( ) ( )

y y x x

x x y y x x y y

 
    

     
 

В результате получим 

               0 02 ( , ).Ady Bdx x y


      (19)

Формулы (18) и (19) позволяют, с учетом граничных условий (9) и равенства (15), опреде-
лить значения функций и   в произвольной точке 0 0( , )x y S . Они имеют следующий вид: 

0 0 0 02 [( 2 ) ( , ) ( , )]x y x y       0 0 0 0
2 2 2 2

0 0 0 0

( 2 )( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( )L

x x y y
dy dx

x x y y x x y y

       
 

       

0 02 ( , )]x y  0 0 0 0
2 2 2 2

0 0 0 0

( 2 )( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( )L

y y x x
dy dx

x x y y x x y y

       


       

Теперь, после восстановления решений разрешающей системы, найдем решения автоморф-
ной системы, т. е. решения исходной системы уравнений (2). Имеем 

               3 ( , ) 0,x yF u v x y      4 ( , ) 0.y xF u v x y     (20)

Здесь в правой части стоят известные функции, которые найдены в предыдущем пункте. 
Найдем законы сохранения уравнений (20) в следующем виде: 

               3 4 1,A a a c     3 4 2 ,B b b c     (21)

где 3 4, ,a a 3 4 1 2, , ,b b c c  – некоторые функции от x, y. 
Имеем 

               ( , , , )xA x y u v  3 4( , , , ) 0,yB x y u v F F    . (22)

Расщепляя систему уравнений (22), получаем 

               3 ,a    4 ,a    3 ,b    4 ,b    

               3 3 0,x ya b   4 4 1 20,  .x y x ya b c c       
(23)

Отсюда получаем 
               0,x y    0.y x    (24)

Пусть для системы (2) поставлена следующая краевая задача: 
               0| ( , ),Lu u x y  0| ( , ),Lv v x y . (25)

Рассмотрим закон сохранения в виде 

               
L

Ady Bdx   .Ady Bdx


    (26)

Пусть решение уравнений (24) имеет вид 

               0
2 2

0 0

,
( ) ( )

x x

x x y y


 

  
 0

2 2
0 0

,
( ) ( )

y y

x x y y


 

  
. (27)

Подставляем (27) в правую часть (26), получаем 
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               Ady Bdx


   1 2( ) ( )u v c dy u v c dx


           

               1 2
0 0( cos sin ) ( sin cos ) 2 ( , )c dy c dx u x y



                 . 
(28)

Пусть решение уравнений (24) имеет вид 

               0
2 2

0 0

,
( ) ( )

y y

x x y y


  

  
 0

2 2
0 0

,
( ) ( )

x x

x x y y


 

  
. (29)

Подставляем (29) в правую часть (26), получаем 

               Ady Bdx


   1 2( ) ( )u v c dy u v c dx


           

               1 2
0 0( sin cos ) ( cos sin ) 2 ( , )u v c dy u v c dx v x y



               . 
(30)

В результате получаем формулы для вычисления компонент вектора деформации 

               0 02 ( , ) ,
L

u x y Ady Bdx        0 02 ( , ) ,
L

v x y Ady Bdx     

где 1c dx   , 2 .c dx   
(31)

 
Заключение 
В статье получены новые бесконечные серии законов сохранения для разрешающей системы 

уравнений, а также для автоморфной системы, построенные для двумерных уравнений упруго-
сти. Эти законы позволили построить аналитическое решение краевой задачи для уравнений 
двумерной теории упругости в стационарном случае. В статье продолжено решение краевых 
задач с помощью законов сохранения, начатое в работах [13–15]. 
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В жидкостных ракетных двигателях (ЖРД), выполненных по безгазогенераторной схеме, при-

вод турбины турбонасосного агрегата (ТНА) осуществляется подогретым горючим в тракте ох-
лаждения (ТО) камеры сгорания (КС). Отсутствие газогенератора в значительной мере повыша-
ет надежность ЖРД и дает ряд преимуществ по сравнению с другими схемами двигателя.  

На данный момент существующие кислородно-водородные безгазогенераторные ЖРД не отве-
чают современным тактико-техническим требованиям по уровню тяг и давлений в (КС) двигате-
ля. Поэтому необходимо изучить способы повышения энергетических параметров ЖРД и выявить 
перспективные схемы двигателя. 

В данной статье предлагаются схемные решения кислородно-водородного ЖРД, приводится 
анализ влияния различных факторов на энергетические параметры двигателя, а также рекомен-
дации по проектированию безгазогенераторных ЖРД. 

Разработана математическая модель расчета основных энергетических и геометрических па-
раметров двигателя. Предложены перспективные пневмогидравлические схемы (ПГС) кислородно-
водородного безгазогенераторного ЖРД в зависимости от тактико-технических требований. 

 

Ключевые слова: безгазогенераторный ЖРД, кислород, водород, турбонасосный агрегат, каме-
ра сгорания, удельный импульс тяги двигателя, интенсификация теплообмена. 
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In liquid-propellant rocket engines (LRE), made according to an expander cycle scheme, the turbine of 

the turbopump unit is driven by heated fuel in the cooling path of the combustion chamber (CC). The 
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absence of a gas generator greatly increases the reliability of the rocket engine and provides a number of 
advantages compared to other engine schemes.  

At the moment, the existing oxygen-hydrogen liquid-propellant rocket engines by expander cycle scheme 
do not suit modern tactical and technical requirements for the level of thrust and pressure in the CC of the 
engine. Therefore, it is necessary to study ways to increase the energy parameters of a liquid-propellant 
rocket engine and identify promising engine schemes. 

This article proposes schematic solutions for an oxygen-hydrogen gasless LRE, analyzes the influence 
of various factors on the specific parameters of the engine, as well as recommendations for designing 
expander cycle LRE. 

A mathematical model for calculating the main energy and geometric parameters of the engine has 
been developed. Prospective pneumohydraulic schemes of an oxygen-hydrogen liquid-propellant expander 
cyсle rocket engine are proposed, depending on the tactical and technical requirements. 

 

Keywords: liquid-propellant rocket engine by expander cycle scheme, oxygen, hydrogen, turbopump 
unit, combustion chamber, specific thrust impulse of the engine, heat exchange intensification. 

 
Введение 
В настоящее время актуальной задачей является повышение энергетических параметров 

жидкостных ракетных двигателей (ЖРД) в составе межорбитального транспортного аппарата 
(МТА), служащего для доставки полезного груза на геосинхронную орбиту с возможностью 
возвращения на низкую околоземную орбиту, а также для выведения космических кораблей на 
межпланетные орбиты.  

Наибольший интерес представляют кислородно-водородные ЖРД, выполненные по безгазо-
генераторной схеме. В двигателях такой схемы используется только регенеративное проточное 
охлаждение горючим КС. После охлаждения корпуса КС компонент подается на привод турбин 
ТНА окислителя (ТНАО) и горючего (ТНАГ). За счет такой схемы подачи водорода, а также 
его эффективной работоспособности, возможно реализовать высокие значения адиабатной ра-
боты турбины, а, следовательно, и ее мощности.  

Для обеспечения требуемого давления в КС в двигателях такой схемы применяют высоко-
напорные и высокооборотные (50000–130000 об/мин) насосы ТНАГ. Поэтому повышение энер-
гетических параметров двигателя, таких как удельный импульс тяги (УИТ), давление в КС, за-
висит [1–5]: 

– от схемы двигателя; 
– теплового состояния КС и подогрева компонента топлива в ТО; 
– энергетических параметров ТНА. 
Для решения задач по выведению космического аппарата (КА) на различные орбиты Земли 

и других планет солнечной системы необходимо: 
– разработать агрегаты МТА с минимальной сухой массой; 
– предусмотреть возможность многократного использования МТА;  
– осуществление плавного вывода на геосинхронную орбиту крупногабаритных космиче-

ских объектов. 
Достижение этих требований возможно за счет использования безгазогенераторной жидко-

стной ракетной двигательной установки (ЖРДУ), которая имеет ряд преимуществ по сравне-
нию с другими существующими схемами питания двигателя [6; 7], а именно: 

– повышенная надежность, упрощенная конструкция и минимальная сухая масса агрегатов и 
систем МТА; 

– высокая экономичность, обусловленная использованием предкамерных турбин для приво-
да насосов ТНА; 

– отсутствие потерь УИТ на завесное охлаждение за счет использования только регенера-
тивного проточного охлаждения. 

Анализируя существующие проекты безгазогенераторных ЖРД, разрабатываемые в США, 
ЕС, России и Японии (RL-10 и его модификации, RL-50, RL-60, Vinci, РД-0146 и его модифи-
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кации, Hipex, AECE, MB-35, MB-60, LE-5 и его модификации), можно сделать вывод о эффек-
тивности применения безгазогенераторной схемы ЖРД в составе МТА. На рис. 1 и 2 представ-
лена зависимость тяги двигателя от давления в КС кислородно-водородных ЖРД для верхних и 
нижних ступеней ракет-носителей (РН) и разгонных блоков (РБ). На рис. 3 приведена зависи-
мость УИТ двигателя от давления в КС кислородно-водородных ЖРД для РБ.  

Как видно, безгазогенераторная схема применяется для верхних ступеней РН и РБ. Это объ-
ясняется: 

– возможностью обеспечения до 15 тс тяги двигателя; 
– высоким УИТ двигателя; 
– применением ЖРД давлением в КС до 15 МПа. 
Существующие ЖРД безгазогенераторной схемы обладают УИТ двигателя Iуд = 465…475 с.  
 

 
 

Рис. 1. Зависимость тяги двигателя от давления в КС кислородно-водородных ЖРД  
для нижних и верхних ступеней РН и РБ 

 

Fig. 1. Dependence of engine thrust on the pressure in the CС of oxygen-hydrogen liquid-propellant 
rocket engines for the lower and upper stages of launch vehicles and upper stages 

 
 

 
 

Рис. 2. Зависимость тяги двигателя от давления в КС кислородно-водородных ЖРД для РБ 
 

Fig. 2. Dependence of engine thrust on the pressure in the CС of oxygen-hydrogen  
liquid-propellant rocket engines for the lower and upper stages of upper stages 
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Рис. 3. Зависимость УИТ двигателя от давления в КС кислородно-водородных ЖРД для РБ 
 

Fig. 3. Dependence of the specific thrust impulse of the engine on the pressure  
in the CС of oxygen-hydrogen LRE for upper stages 

 
Такие значения УИТ достигаются: 
– за счет использования высокоэнтальпийного топлива (жидкий кислород + жидкий водород); 
– применением более длинных сопел с большой степенью расширения εa (применение неох-

лаждаемых сопловых насадков); 
– увеличением давления в КС за счет интенсификации теплообмена в ТО. 
Увеличение количества теплоты, передаваемой горючему в ТО, позволяет повысить энерге-

тические параметры двигателя. Существуют способы эффективного нагрева компонента, 
имеющие достоинства и недостатки. При этом основной задачей является получение макси-
мального подогрева компонента топлива при минимальных гидравлических потерях.  

 

Методы увеличения подогрева горючего в безгазогенераторном ЖРД 
Высокие энергетические параметры ЖРД достигаются не только путем интенсификации те-

плообмена в ТО, но и за счет подвода дополнительного тепла к горючему с помощью: 
– применения теплообменного аппарата, установленного перед входом хладагента в ТО (на-

пример, как это реализовано в двигателе AECE); 
– установки в КС трубки Фильда, в которой хладагент после ТО дополнительно прогревает-

ся и после подается на привод турбины ТНАО (например, как в двигателе HIPEX); 
– использования восстановительного ГГ (не участвующего в схеме питания двигателя), слу-

жащего для дополнительного подогрева горючего в теплообменном аппарате, установленного 
внутри ГГ. 

Требуемый подогрев горючего достигается также за счет оптимизации конструкции ТО: 
– варьирование геометрических параметров ребер и стенок; 
– изменение густоты ребер; 
– удлинение цилиндрической части КС [3; 4]; 
– применение винтовых каналов; 
– нанесение дополнительных ребер со стороны огневой стенки КС в целях увеличения пло-

щади теплообмена [7–10]. 
Необходимо отметить, что такие решения по интенсификации теплообмена в ТО могут и не-

гативно повлиять на энергетические параметры двигателя. Это объясняется ростом гидравличе-
ских потерь в ТО не только из-за конструктивных изменений в системе охлаждения двигателя 
(потери на трение и преодоление сил местных сопротивлений), но и из-за уменьшения плотно-
сти горючего за счет его нагрева в ТО. [11–13].  
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Гидравлические потери давления горючего в ТО могут компенсироваться необходимым на-
пором высокооборотного насоса ТНАГ [14–18]. Поэтому высокие энергетические параметры 
безгазогенераторного ЖРД обеспечиваются за счет максимального подогрева (ограничивающе-
гося по температуре плавления материла в ТО) компонента в ТО, требуемого напора насоса 
ТНАГ (ограничивающегося допустимыми оборотами ротора из-за работоспособности подшип-
ников) или минимальных гидравлических потерь в ТО [4; 6].  

Необходимо также учесть, что с ростом давления в КС при фиксированной тяге двигателя: 
– увеличивается тепловой поток в огневую стенку КС [10; 19]; 
– уменьшаются габариты двигателя (диметр камеры, критического и выходного сечений) и 

суммарный расход топлива в КС [2; 3; 6]. 
При этом влияние на подогрев горючего в ТО оказывает в большей степени изменение сум-

марной площади теплообмена и теплого потока в КС.  
Энергетические параметры двигателя также зависят от свойств топлива, приходящего в КС 

[1; 8; 20]. Учет изменения энтальпии топлива по условиям подачи его в смесительную головку 
влияет на температуру продуктов сгорания и теплофизические свойства смеси в КС. Для ки-
слородно-водородного безгазогенераторного ЖРД пересчет энтальпии топлива необходим ис-
ходя из следующих особенностей: 

– поступление газообразного водорода после привода турбин ТНАО и ТНАГ в смеситель-
ную головку КС; 

– сжимаемость водорода; 
– изменение свойств водорода и кислорода по температуре и давлению (изменении энергии 

в насосах и турбинах ТНА и БТНА, в магистралях, агрегатах управления и т. д.). 
 

Пневмогидравлическая схема безгазогенераторного кислородно-водородного ЖРД 
На рис. 4 приведена ПГС рассматриваемого ЖРД. Отличительной особенностью данной 

схемы двигателя от других безгазогенераторных схем является наличие раздельных ТНА окис-
лителя (ТНАО) и горючего (ТНАГ) с контуром отбора турбогаза со входа в ТНАО на вход  
в смесительную головку КС. Этот контур предназначен для регулирования тяги двигателя.  

 

 
 

Рис. 4. Пневмогидравлическая схема безгазогенераторного ЖРД 
 

Fig. 4. Pneumohydraulic scheme of the expander cycle liquid-propellant rocket engine 
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Бескавитационная работа основных насосов ТНАГ и ТНАО обеспечивается бустерными 
турбонасосными агрегатами (БТНА), установленными на линии «О» и «Г». Привод бустерного 
турбонасосного агрегата окислителя (БТНАО) осуществляется частью расхода кислорода, от-
бираемого от выхода основного насоса ТНАО.  

Турбины ТНАО и ТНАГ питает подогретый в ТО газообразный водород, часть которого пе-
ред поступлением в смесительную головку КС направляется на привод турбины бустерного 
турбонасосного агрегата горючего (БТНАГ). После турбины БТНАГ отработанный газ сбрасы-
вается за борт или поступает на наддув бака «Г». 

 
Постановка задачи расчета УИТ кислородно-водородного безгазогенераторного ЖРД 
В данной работе рассматриваются способы повышения УИТ двигателя за счет увеличения 

давления в КС (при фиксированной тяге двигателя и соотношении компонентов топлива),  
а, следовательно, и температуры в КС, путем интенсификации теплообмена в ТО. Это необхо-
димо для большего нагрева водорода в целях увеличения мощности турбин ТНАО и ТНАГ.  

На основании схемы на рис. 4, разработана математическая модель, описывающая рабочие 
процессы двигателя. При помощи математической модели получены параметры безгазогенера-
торного ЖРД тягой Pдв = 10 тс и соотношением компонентов топлива km = 6,08. При этом дав-
ление в КС принималось в диапазоне pкс = 6…15 МПа. В качестве первого приближения УИТ 
двигателя принимался равным Iуд = 463 с. 

На основании результатов расчета выявлены перспективные схемные решения, обеспечи-
вающие высокие энергетические параметры безгазогенераторного ЖРД.  

 
Математическая модель 
На рис. 5 приведена структурно-функциональная блок-схема квазистатической модели без-

газогенераторного ЖРД. В основу модели положены уравнения гидравлики, газовой динамики, 
тепломассообмена, теплозащиты и охлаждения корпуса камеры ЖРД, расчета агрегатов ТНА и 
БТНА и их характеристик. 

 

 
 

Рис. 5. Структурно-функциональная блок-схема квазистатической модели 
 

Fig. 5. Structural-functional block diagram of the mathematical model 

 
Разработанная математическая модель реализована на языке программирования Python. Она 

включает в себя следующие основные программные модули: 
– модуль расчета базовой схемы двигателя для получения исходных данных и поиска опти-

мальной схемы безгазогенераторного ЖРД; 
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– расчета параметров двигателя в диапазоне тяг и давлений в КС; 
а также вспомогательные: 
– модуль гидравлического расчета агрегатов ТНА и БТНА и получения их приведенных ха-

рактеристик; 
– расчета газодинамических, теплофизических и термодинамических параметров. 
 

Результаты расчетов безгазогенераторного кислородно-водородного ЖРД 
Для достижения энергетического баланса рассматриваемой схемы ЖРД в диапазоне давле-

ния в КС необходимо найти требуемый массовый расход рабочего тела на турбине ТНАГ с уче-
том расчета теплового состояния КС. На рис. 6 приведена зависимость массового секундного 
расхода рабочего тела на турбине ТНАГ от температуры водорода после ТО в диапазоне давле-
ния в КС и оборотах ротора ТНАГ nтнаг = 125000 об/мин.  

 

 
 

Рис. 6. Зависимость массового секундного расхода на турбине ТНАГ  
от температуры водорода после ТО при различном давлении в КС 

 

Fig. 6. Dependence of the mass flow rate on the TPAF turbine on the temperature  
of hydrogen after the cooling jacket at different pressures in the combustion chamber 

 
Из зависимости на рис. 6 видно, что для каждого значения подогрева водорода в ТО, при 

определенном давлении в КС, существует такой массовый секундный расход, при котором 
схема двигателя энергетически увязана. При этом необходимо иметь в виду, что при варьиро-
вании давления в КС изменяются следующие параметры двигателя и его агрегатов [3; 6; 8; 15]: 

– геометрические и энергетические параметры КС; 
– гидравлические потери по линиям окислителя и горючего (потери в магистралях, агрегатах 

управления, в ТО и т. д.); 
– потребный расход рабочего тела для привода турбин БТНА; 
– полный КПД агрегатов ТНА и БТНА; 
– обороты ротора ТНА. 
Для достижения высокого УИТ двигателя путем интенсификации теплообмена в ТО, необ-

ходимо также учитывать теплонапряженность КС. Она ограничивается температурой плавле-
ния применяемого материла для огневой стенки камеры [11; 12; 21].  

Перенесем полученные точки на рис. 6, соответствующие минимальной температуры подог-
рева водорода, на рис. 7. Как указывалось ранее, давление в КС зависит также от напора насоса 
ТНАГ. Поэтому на рис. 7 представлены результаты расчетов при различном числе оборотов 
ротора ТНАГ. 
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Рис. 7. Зависимость температуры водорода после РО от давления в КС  
при различном числе оборотов ротора ТНАГ 

 

Fig. 7. Dependence of the hydrogen temperature after the cooling jacket  
on the pressure in the combustor at different speeds of the TPAF rotor 

 
На рис. 7 пунктирной линией обозначена граница по максимально возможному подогреву 

водороду в ТО в зависимости от давления в КС и числа оборотов ротора ТНАГ. Необходимо 
отметить, что при увеличении давления в КС (от 8 МПа и более) ограничение по подогреву во-
дорода в ТО незначительно смещается (на 10–15 К) и для обобщения полученных данных кри-
вые по температуре на рис. 7 объединены одной линией.  

 
Схемные решения 
На основании полученных зависимостей, приведенных на рис. 6 и 7, выявлены рекоменда-

ции по схемным решениям рассматриваемого безгазогенераторного ЖРД при фиксированной 
тяге двигателя Pдв = 10 тс и соотношении компонентов топлива km = 6,08. 

Для давления в КС pк ≤ 8 МПа и оборотов ротора ТНАГ nтнаг ≤ 115000 об/мин штатная схема 
двигателя, приведенная на рис. 4, удовлетворяет требованиям по обеспечению необходимого 
УИТ Iуд = до 463 с. 

Увеличение оборотов ротора ТНАГ до nтнаг = 125000 позволяет использовать более выгод-
ную схему (рис. 8) с дополнительным перепуском водорода за турбину ТНАГ. Данная схема 
обеспечивает УИТ двигателя Iуд = до 467с при давлении в КС pк ≤ 8,5 МПа. Наличие дополни-
тельного перепуска турбогаза со входа в ТНАГ на вход в смесительную головку КС объясняет-
ся избыточной мощностью турбины. Поэтому схема, представленная на рис. 8, согласно зави-
симостям на рис. 7, более выгодна, если: 

– температура водорода после ТО менее Tвых.то < 350 К при оборотах ротора ТНАГ 
nтнаг ≤ 115000 об/мин;  

– температура водорода после ТО менее Tвых.то < 315 К при оборотах ротора ТНАГ 
115000 об/мин < nтнаг ≤ 125000 об/мин. 

Достижение более высокого давления в КС pк > 8,5 МПа реализуется схемой, приведенной 
на рис. 9. В зависимости от числа оборотов ротора ТНАГ, давления в КС и температуры рабо-
чего тела турбины, водород после ТНАО отбирается со входа в ТНАГ на вход в смесительную 
головку КС либо отбирается после ТО на вход в ТНАГ.  

При оборотах ротора nтнаг > 125000 об/мин и давлении в КС 8,5 МПа < pк ≤ 10,5 МПа мощ-
ность турбины ТНАГ может оказаться избыточной в связи с лишим подогревом водорода в ТО 
Твых.то = 300…400 К. Но при дальнейшем увеличении давления в КС pк > 10,5 МПа достижение 
энергетического баланса агрегатов ТНАГ осуществляется путем добавления небольшого коли-
чества водорода через перепускную магистраль, установленную между выходом из ТО и тур-
бины ТНАО, как указано на рис. 9. 
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Рис. 8. Схема безгазогенераторного ЖРД с дополнительным отбором турбогаза  
со входа в ТНАГ на вход в смесительную головку КС 

 

Fig. 8. Scheme of an expander cycle liquid-propellant rocket engine with additional turbogas  
extraction from the TPAF inlet to the CC mixing head inlet 

 

 
 

Рис. 9. Схема безгазогенераторного ЖРД с дополнительным отбором турбогаза  
с выхода из тракта охлаждения (или со входа в ТНАГ) на вход в ТНАГ  

(или на вход в смесительную головку КС) 
 

Fig. 9. Scheme of an expander cycle liquid-propellant rocket engine with additional turbogas  
extraction from the exit from the cooling path (or into the TPAF) to the inlet to the TPAF  

(or to the inlet to the mixing head of the compressor station) 
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Рис. 10. Зависимость УИТ и геометрической степени расширения сопла  
безгазогенераторного ЖРД от давления в КС 

 

Fig. 10. Dependence of the specific thrust impulse of the engine and the geometric degree 
of expansion of the nozzle of an expander cycle liquid-propellant rocket engine 

on the pressure in the combustion chamber 

 
В результате оптимизации параметров двигателя выявлено, что максимальный УИТ  

(рис. 10) составляет Iуд = 473 с при следующих параметрах: 
– давление в КС pк = 11,5 МПа; 
– число оборотов ротора ТНАГ nтнаг = 135000 об/мин; 
– геометрическая степени расширении сопла εa = 260. 

 

 
 

Рис. 11. Зависимость температуры продуктов сгорания в КС от давления  
в КС с учетом изменения энтальпии компонентов топлива 

 

Fig. 11. Dependence of the temperature of combustion products in the combustion chamber  
on the pressure in the combustion chamber, taking into account the change 

in the enthalpy of the fuel components 
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При этом температура в КС, согласно зависимостям на рис. 11, составила Tкс = 3615 К, а 
температура подогрева водорода в ТО Твых.то = 460 К (см. рис. 7). Ограничение по температуре 
подогрева водорода в ТО объясняется высокой температурой ребер, установленных на огневой 
стенке камеры Tр = 950…1050 К [9; 7; 21]. Поэтому уменьшение оборотов ротора ТНАГ сдви-
гает максимум по давлению в КС и УИТ в область меньших значений (см. рис. 10: пунктирные 
линии) за счет трудности обеспечения надежного охлаждения КС и достижения энергетическо-
го баланса схемы двигателя.  

Из графика на рис. 11 видно, что изменение теплофизических свойств топлива, приходящего 
в смесительную головку, в значительной мере влияет на температуру продуктов сгорания в КС. 
Но увеличение оборотов ротора ТНАГ, т. е. увеличение напора насоса ТНАГ, при тех же по-
догревах водорода в ТО незначительно влияет на изменение температуры в КС (ΔTкс = 5…7 К).  

Необходимо отметить, что результаты расчетов (см. рис. 7, 10, 11) для давления в КС более 
11,5 МПа достижимы за счет подвода дополнительного тепла к горючему или за счет увеличе-
ния оборотов ротора ТНАГ более 135000 об/мин (при этом необходимо оценить реализуемость 
таких значений). В данной же постановке задачи можно считать, что дальнейшая интенсифика-
ция теплообмена в ТО ведет к более теплонапряженному и менее надежному двигателю.  

 
Заключение 
Можно сделать следующие выводы: 
1. В результате расчета параметров ЖРД тягой 10 тс в диапазоне давления в КС от 6 МПа 

до 15 МПа выявлены схемные решения, обеспечивающие удельный импульс тяги двигате-
ля 473 с.  

2. Для давления в КС от 6 до 8,5 МПа удельный импульс тяги двигателя составляет 460–467 с. 
3. Достижение более высокого давления в КС (более 8,5 МПа) возможно при использовании 

схемы c дополнительным отбором (помимо отбора на регулятор тяги) турбогаза со входа в ТНАГ 
на вход в смесительную головку КС (или с выхода из тракта охлаждения на вход в ТНАГ). При 
этом давление в КС составляет 11,5 МПа, а удельный импульс тяги двигателя равен 473 с.  

4. Дальнейшее увеличение энергетических параметров безгазогенераторного ЖРД тягой  
10 тс и давлением в КС более 11,5 МПа возможно за счет подвода дополнительного тепла  
к горючему с помощью применения теплообменного аппарата, установленного перед входом  
в тракт охлаждения двигателя или в составе восстановительного газогенератора, а также трубки 
Фильда, введенной в КС. 
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В данной работе проведено аналитическое определение локального коэффициента теплоотдачи 

в плоскостях вращения газовых турбин с использованием аффинноподобной модели распределения 
температурного и динамического пространственных пограничных слоев с конвективной состав-
ляющей (при Pr < 1). Метод аналитического исследования, используемый в работе, привел к ре-
зультатам близким к экспериментальным значениям. 

Решена задача определения толщины потери энергии с помощью интегрального соотношения 
уравнения энергии температурного пространственного пограничного слоя, предоставляющего 
возможность для интегрирования по поверхности необходимой кривизны. Выражен закон тепло-
обмена турбулентного пограничного слоя для вращательного движения потока и движения по за-
кону «твердого тела». 

Получены уравнения для определения локального коэффициента теплоотдачи по критерию 
Стантона при различных законах течения внешнего потока для степенного распределения скоро-
сти в пограничном слое по аффинноподобной модели температурного пограничного слоя. 

Коэффициенты теплоотдачи с достаточной точностью коррелируют с экспериментальными 
данными и зависимостями, опубликованными другими авторами: J. M. Owen, L. А. Dorfman,  
И. В. Шевчук. Отклонение результатов, полученных по зависимости модели с конвективной со-
ставляющей и аффиноподобными профилями, не имеют статистически значимых различий. Полу-
ченные результаты исследования и сравнение их с результатами других авторов показали, что они 
пригодны для инженерных расчетов и анализа воздействия локальных коэффициентов теплоотда-
чи на высокотемпературные узлы турбонасосного агрегата (ТНА). 

 
Ключевые слова: вращательное движение потока, газовые полости ТНА, аффинноподобная мо-

дель, уравнения толщины потери энергии, коэффициент теплоотдачи. 
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boundary layer in the cavities of gas turbines 
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In this work, an analytical determination of the local heat transfer coefficient in the planes of rotation of 
gas turbines is carried out using an affine-like model for the distribution of temperature and dynamic 
spatial boundary layers with a convective component (at Pr < 1). The method of analytical study used in 
the work led to results close to the experimental values. 

The problem of determining the thickness of the energy loss is solved using the integral relation of the 
energy equation of the temperature spatial boundary layer, which makes it possible to integrate the 
necessary curvature over the surface. The law of heat transfer of the turbulent boundary layer for the 
rotational motion of the flow and motion according to the law of “solid body” is expressed. 

Equations are obtained for determining the local heat transfer coefficient by the Stanton criterion for 
various external flow laws for a power-law velocity distribution in the boundary layer according to the 
affine-like model of the temperature boundary layer. 

Heat transfer coefficients correlate with sufficient accuracy with experimental data and dependencies 
published by other authors: J. M. Owen, L. A. Dorfman, I. V. Shevchuk. The deviation of the results 
obtained from the dependence of the model with a convective component and with affinity-like profiles do 
not have statistically significant differences. The obtained results of the study and their comparison with 
the results of other authors showed that they are suitable for engineering calculations and analysis of the 
impact of local heat transfer coefficients on high-temperature units of a turbopump unit. 

 
Keywords: rotational motion of the flow, gas cavities of turbopump unit, affine-like model, energy loss 

thickness equations, heat transfer coefficient. 
 

Введение 
Повышение термических характеристик, проектируемых узлов и агрегатов ТНА напрямую 

зависит от проведения исследований на предмет локализации температурного воздействия га-
зовых потоков. С целью повышения точности и совершенствования расчетных методик необ-
ходимо более точно определять численные значения характерных величин газового потока, 
влияющих как на потери в элементах проточного тракта, так и на энергетические и рабочие па-
раметры турбин [1]. 

Одним из методологических подходов к решению задачи проектирования элементов газово-
дов и моделирования энергетических параметров является аналитический вывод зависимостей 
путем преобразований уравнений динамики [2]. 

Рассмотрим вывод уравнений законов теплообмена и локальных коэффициентов теплоотдачи  
с использованием аффинноподобной модели температурного пограничного слоя для случая Pr < 1 [3]. 

 

1. Взаимосвязь интегральных уравнений энергии турбулентного потока для прямоли-
нейного равномерного и вращательного движений 

Пусть температурный пограничный слой имеет конечную толщину t . Распределение про-

филя скорости аппроксимируем степенной функцией: 
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1

mu y

U
    

. 

При Pr = 1 профиль распределения скорости в динамическом пограничном слое должен 
иметь производную на стенке, т. е. удовлетворять условию, требуемому дифференциальным 
уравнениям движения пограничного слоя. Поэтому будем использовать двухслойную модель 
распространения профиля скорости с ламинарным подслоем и турбулентным профилем в ос-
новной части.  

Условия, требуемые дифференциальными уравнениями движения пограничного слоя, долж-
ны выполняться и для дифференциального уравнения энергии [4–7]. В работе аппроксимирует-
ся профиль скорости в пограничном слое кубической параболой: 

3
3 1

.
2 2

u y y

U
           

 

Кубическую параболу используют также для аппроксимации температурного пограничного 
слоя: 

3

0

0

3 1

2 2t

T T y y

T T t

  
             

 

Отношение толщины температурного и динамического пограничных слоев в произвольном 
сечении обозначим как у В. М. Кейса: 

tr





  или  t r   . 

Отметим, что использование уравнения кубической параболы возможно только для лами-
нарного пограничного слоя. Принимается, что распространение профиля скорости и распреде-
ление профиля температур в пограничном слое аппроксимируется следующими полиномами:

 

 

3 4(2 2 )
u

U
     ,  3 40

0

(1 2 2 )t t t
T T

T T


      


. 

В соответствии с работой В. М. Кейса, используем отношение температурного пограничного 
слоя к динамическому: 

t 


. 

В соответствии с работой Ю. А. Кошмарова, 
профили скорости и температуры в турбулент-
ном пограничном слое аппроксимируем степен-
ными функциями: 

1

mu y

U
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,   

1
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0

.
m

t

T T y

T T
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    

           (7) 

Рассмотрим толщину потери энергии: 

** 0

0 0

1 .
t

t
T Tu

dy
U T T






 
     

                 (8)

 
Профили распределения пограничных слоев 

показаны на рис. 1.  
Разобьём границы уравнения (8) на два само-

стоятельных участка интегрирования: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
 

 

Рис. 1. Профили распределения температурного  
и динамического пограничных слоев при Pr < 1 

 

Fig. 1. Distribution profiles of temperature  
and dynamic boundary layers for Pr < 1 
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– от соприкосновения потока с поверхностью тока до толщины динамического погранично-
го слоя  ; 

– от окончания толщины динамического пограничного слоя   до окончания толщины тем-
пературного пограничного слоя t . 

Отсюда уравнение (8) преобразуется к виду 

 ** 0 0

0 0 0

1 1
t

t

u uТ Т Т Т
dy dy

Т Т Т ТU U




 

    
            

.  (9) 

Выражение для толщины потери энергии при известных профилях аппроксимации погра-
ничных слоев принимает следующий вид: 

 

1 111
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0
1 1

tm mmm

t
t t

y y y y
dy dy
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   
                                   
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Произведём замену переменных: 
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. 

В первом члене введем замену через отношение толщины температурного и динамического 

пограничных слоев в произвольных сечениях tr



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, тогда 
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где r – отношение толщины температурного и динамического пограничных слоев. 
Границы интегрирования второго члена уравнения (10) находятся от толщины динамическо-

го пограничного слоя   до толщины температурного пограничного слоя t . При этом измене-

ния эпюры скорости вдоль оси Y  не происходит, а скорость равна скорости потока в ядре тече-
ния. В этом случае 
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С учетом выражения (12), толщина потерь энергии температурного пограничного слоя оп-
ределится как 
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            (13) 

 

Учитывая отношение толщины температурного и динамического пограничных слоев в про-
извольном сечении, второй член уравнения толщины потери энергии (12) преобразуется к виду 
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Отметим, что при r = 0, что характерно для Pr = 1, первый член уравнения (13) запишется 

как **
tA   , а второй член уравнения обнуляется, т. е. 0B  . 

Учитывая выражение (14), перепишем выражение для толщины потери энергии (13): 
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Запишем уравнение закона теплоотдачи в виде критерия Стантона: 
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(16) 

Для дальнейших вычислений найдем производную температурного пограничного слоя на 
стенке. Используем двухслойную модель турбулентности с ламинарным подслоем при коэф-
фициенте Прандтля Pr = 1. Тогда толщина температурного пограничного слоя и динамического 
пограничного слоя будут равны, т. е. t    [8; 9].  

В данном случае при Pr < 1 приняли t r   . Проведя аналогию между температурным и 

динамическим пограничными слоями с учетом коэффициента отношения толщины и выполнив 
соответствующие преобразования, получим производную температурного пограничного слоя 
на стенке: 
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Из уравнения (15) выразим толщину динамического пограничного слоя: 
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Полученное выражение для толщины динамического пограничного слоя (18) подставим  
в выражение производной температурного пограничного слоя на стенке (поверхности теплооб-
мена) (17): 
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           (20) 

Определив производную температурного пограничного слоя на стенке (поверхности тепло-
обмена) (20), а также закон теплообмена в виде критерия Стантона (16), получим 
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Для использования уравнения (21) в проектных расчетах требуется определить коэффициент 
ламинарного подслоя αл, который, исходя из двухслойной модели турбулентности, определяем 
из условия смыкания ламинарного подслоя и турбулентного профиля [10–11]. Определяем ко-
эффициент ламинарного подслоя αл аналогично, как и при Pr = 1, с использованием закона тре-
ния и производной на поверхности теплообмена для функции распределения температурного 
пограничного слоя [12]. Исходя из выражения для толщины потери энергии температурного 
пограничного слоя (15), запишем 

    

 

 

2

1

1

**

2 1

1

л 2
** 1

2 2
0,25

1 2

0,012 56

m

m

m

m

m
t

m
r m mr

r
m m r









     
 

    
 
   



 



 
 
 

Раздел 2. Авиационная и ракетно-космическая техника 
 

 443

     

  

 

2

1

1 0,25

2
2 1 1

1

1

2 2

1 2 1 2

.

2 2

0,012 56
1 2

m

m

m m
m

m

m
r m mr

mr
m m r m m

m
r m mr

r
m m



 


     
   
          

 
 

  
           
   
 
 
 

                             

(22) 

 

При 7m   выражение (22) преобразуется к виду 
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С использованием выражения (21) запишем интегральное соотношение уравнения энергии 
температурного пространственного пограничного слоя: 
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Рассмотрим случай реализации вращательного течения, когда направление потока определя-
ется кольцевой линией [13]. Выразим уравнение энергии (23) в цилиндрических координатах, 
учитывая, что для осесимметричного течения при   = const выполняются соотношения: 
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С использованием аффинноподобной модели температурного пограничного слоя, определе-
ние вида закона теплообмена становится тривиальной задачей. Использование уравнения (24) 
происходит после интегрирования с учетом принятых законов распределения. 

 
2. Локальная теплоотдача турбулентного потока при вращательном течении  
Представим течение в турбине ТНА и соответствующее ему вращательное движение по за-

кону твердого тела. Пренебрегаем диссипативным членом в интегральном соотношении урав-
нения энергии (24) при реализации вращательного течения: 
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Для вращательного течения по закону «твердого тела» распределение окружной составляю-

щей скорости по радиусу const
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Введем промежуточные обозначения:  
**
t y  , 

2

1

1

2 1
11 2

л

2 2

( 1)( 2)

m

m

m
mm

p

m
r m mr

r
m m

A

rJ C






  
          
    
 

        
 
 
 
 

, 

тогда 
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Уравнение решается методом подстановки y u v  : 

2 2 2

1 1 1
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m m m

du dv v A
v u u

dR dR R
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Функция v  должна удовлетворять условию 0
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Выведем критерий Стантона для вращательного течения по закону твердого тела для турбу-
лентного режима с учетом выражений (21) и (30). 

Задав Pr pC 
  

 и Re ,
U  

  
 выразим критерия Стантона для вращательного течения 

по закону твердого тела для случая Pr  < 1: 
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. (31) 

 

Рассмотри течение газового потока в магистралях подвода ТНА, которое осуществляется по 
закону свободного вихря ( constU R C   ) [15], тогда уравнение энергии (25) запишется как 
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Проведем замену:  
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Решение уравнения (27) ведем аналогично случаю вращательного течения по закону твердо-

го тела при Pr 1  методом подстановки y u v  , причем 
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Тогда толщина потери энергии определится в виде  
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С учетом полученного ранее выражения В запишем: 
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                      (35) 

 
Тогда критерий Стантона для вращательного течения по закону свободного вихря для слу-

чая Pr < 1 определится, как 
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  (36) 

Таким образом, выражены все переменные для определения локальных коэффициентов теп-
лоотдачи в виде критерия Стантона при различных законах течения по аффинноподобной мо-
дели температурного пограничного слоя [16]. 

На рис. 2 представлены значения безразмерного коэффициента теплоотдачи в виде критерия 
Нуссельта для турбулентного вращательного течения по закону «твердого тела» [17; 18]. 

 

 
 

Рис. 2. Коэффициента теплоотдачи при Pr = 0,7 
 

Fig. 2. Heat transfer coefficient at Pr = 0.7 

 
Заключение 
Для сопоставления полученных в исследовании результатов с работами других авторов, ис-

пользуем данные эксперимента для случая турбулентного вращательного движения воздуха по 

закону «твердого тела» с диапазоном изменения критерия Рейнольдса 5 6Re 5 10 1,4 10    , 

критерия Прандтля Pr 0,7  [17]. При сравнении со значениями модели с конвективной со-

ставляющей аффинноподобная модель показывает схождение результатов на уровне 1,5 %.   
Теоретические зависимости, полученные по моделям распределения температурного и ди-

намического пограничных слоев с конвективной составляющей и аффинноподобными профи-
лями при Pr = 0,7, дают достаточно близкие результаты в связи с близким подобием распреде-
ления температурного и динамического слоев и близки к случаю Pr = 1. 

Полученные результаты исследования и их соотношение с результатами других авторов по-
казали, что они пригодны для инженерных расчетов и анализа воздействия локальных коэффи-
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циентов теплоотдачи на высокотемпературные узлы ТНА. Необходимо отметить, что на без-
размерный коэффициент теплоотдачи в виде критерия Нуссельта существенно влияют гранич-
ные условия течения и теплообмена, такие как скорость, вязкость, плотность и градиент темпе-
ратур рабочего тела и поверхности теплообмена. 
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Российская Федерация, 662972, г. Железногорск Красноярского края, ул. Ленина, 52 

E-mail: kolgavv@yandex.ru 
 
В настоящее время глобальные системы связи развиваются в сторону освоения высоких диапа-

зонов частот для организации высокоскоростных каналов передачи информации, для чего необхо-
димы крупногабаритные антенные системы с рефлекторами до 50 м. Большинство используемых 
технических решений для сборки крупногабаритных рефлекторов базируются на технологических 
объемных шаблонах, геометрически полностью имитирующих необходимую отражающую поверх-
ность рефлектора. Масса таких шаблонов увеличивается в кубической зависимости относительно 
увеличения диаметра рефлектора, из-за чего использовать их при сборке крупногабаритных ан-
тенн становится всё более трудоемко из-за увеличения габаритов и массы шаблонов. 

Целью исследования является проектирование узла крепления оттяжек на силовой спице реф-
лектора для «бесшаблонной» сборки. Спица представляет собой композитную изогридную струк-
туру, на которой закреплены кронштейны для крепления силовых узлов. Узел крепления представ-
ляет собой сборочную единицу, состоящую из скобы и зажимов и позволяющую точно регулиро-
вать необходимую силу натяжения оттяжки для фиксации шнура в рабочем положении без ис-
пользования неразъемных способов скрепления.  

В качестве методов исследования были приняты аналитический подход и конечно-элементный 
анализ. С помощью аналитического расчёта была определена максимальная сила натяжения от-
тяжек в спроектированном узле, тем самым задана максимальная нагрузка для его эксплуатации. 
Коэффициент трения между шнуром и зажимом в каждом отдельном случае определяется экспе-
риментально. После упрощения расчетно-конструктивной схемы скобы аналитический расчет 
проводился для пространственной стержневой рамы.  

Для подтверждения результатов расчёта была построена конечно-элементная модель скобы и 
проведен её статический анализ. Для разработанной модели скобы определены максимальные на-
пряжения и проведен их сравнительный анализ с результатами, полученными аналитически.  

С помощью твердотельного моделирования определены массовые и габаритные характеристи-
ки узла крепления оттяжек. Были определены предельные диапазоны сил натяжения и материалы, 
используемые в узле, а также его прочностные характеристики. 

В заключении сделан вывод, что данный узел может применяться в «бесшаблонном» методе 
сборки рефлектора для широкого спектра крупногабаритных антенн, он обладает высокой техно-
логичностью и универсальностью. 

 
Ключевые слова: узел крепления, антенна, оттяжки, шнур, крупногабаритный рефлектор. 
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Currently, global communication systems are developing towards mastering high frequency bands for 

organizing high-speed information transmission channels, which requires large-sized antenna systems with 
reflectors up to 50 meters. Most of the technical solutions used for assembling large-sized reflectors are 
based on technological volumetric templates that geometrically completely imitate the necessary reflective 
surface of the reflector. The mass of such templates increases in cubic dependence on the increase in the 
diameter of the reflector, which is why it becomes more and more laborious to use them when assembling 
large-sized antennas due to the increase in the dimensions and weight of the templates. 

The purpose of the study is to design the attachment point for guy wires on the power spoke of the 
reflector for a "templateless" assembly. The spoke is a composite isogrid structure on which brackets are 
fixed for attaching power units. The fastening unit is an assembly unit consisting of a bracket and clips and 
allows you to precisely adjust the necessary pull tension force to fix the cord in the working position 
without the use of one-piece fastening methods. 

The analytical approach and finite element analysis were adopted as research methods. Using an 
analytical calculation, the maximum tensile force of the guys in the designed unit was determined, thereby 
setting the maximum load for its operation. The coefficient of friction between the cord and the clamp in 
each individual case is determined experimentally. After simplifying the design and construction scheme of 
the bracket, the analytical calculation was carried out for a three-dimensional rod frame. 

To confirm the results of the calculation, a finite element model of the bracket was built and its static 
analysis was carried out. For the developed model of the bracket, the maximum stresses were determined 
and their comparative analysis was carried out with the results obtained analytically. 

The results of the design of the bracing attachment point. With the help of solid modeling, the mass and 
overall characteristics of the braces fastening unit are determined. The limiting ranges of tension forces 
and the materials used in the knot, as well as its strength characteristics, were determined. 

Conclusion. This node can be used in the "templateless" method of assembling a reflector for a wide 
range of large antennas, it has high manufacturability and versatility. 

 

Keywords: attachment unit, antenna, guy ropes, cord, large-sized reflector. 
 
Введение 
На данный момент глобальные системы связи развиваются в сторону освоения высоких 

диапазонов частот для организации высокоскоростных каналов передачи информации. Для это-
го необходимы антенные системы с рефлекторами апертуры 10–50 м.  

Крупногабаритные рефлекторы – часть антенного комплекса, отвечающая за отражение и 
усиление сигнала широкого спектра от излучающей установки [1–8]. Проблемы сборки крупно-
габаритных рефлекторов сохраняют свою актуальность до настоящего времени [9]. Большинст-
во используемых технических решений базируются на технологических объемных шаблонах, 
геометрически полностью имитирующих необходимую отражающую поверхность рефлектора. 
Масса таких шаблонов увеличивается в кубической зависимости относительно увеличения 
диаметра рефлектора, из-за чего использовать их в сборке крупногабаритных антенн становит-
ся всё более трудоемко из-за увеличения их габаритов и массы. 

Примером такого технологического решения является способ, описанный в [10].  
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Анализ существующих способов изготовления крупногабаритного рефлектора 
Для изготовления крупногабаритного рефлектора космического аппарата используется рас-

тяжение металлизированного трикотажного сетчатого полота, раскрой его на фрагменты, 
сшивка по радиальным сегментам для получения необходимой формы, после чего раскроенные 
элементы сетеполотна крепят на силовом каркасе. Далее проводится формирование реперных 
знаков на рабочей поверхности сетеполотна с учётом припусков в виде лент. Готовые фрагмен-
ты складывают припусками внахлест, сшивают между собой и размещают на объемном шабло-
не требуемой формы, растягивая сетеполотно с требуемым рабочим усилием и выравнивая на 
шаблоне неровности поверхности. После получения требуемой формы и размера рабочей по-
верхности сетеполотно фиксируют скобами, предварительно разместив его на шаблоне и отре-
гулировав с использованием тангенциальных шнуров под требуемую форму поверхности. 

Исходя из формулы изобретения, можно выявить следующие недостатки: трудоемкость 
процесса сборки; чрезмерная массовая составляющая объемного шаблона, которая возрастает  
в кубической зависимости от диаметра рефлектора. Данный способ изготовления предполагает 
изготовление отдельных шнуров (нарезку по длине) и начальный монтаж без учета упругих 
свойств шнуров. Из-за этого необходимо создавать систему заданных усилий натяжения на ка-
ждом этапе сборки, образуя статическую неопределимость усилий в узлах [10; 11]. 

Для решения этой проблемы в АО «Информационные спутниковые системы» имени академи-
ка М. Ф. Решетнева» (АО «ИСС») разработано техническое решение «бесшаблонной» сборки 
рефлектора, позволяющее собрать рефлектор с помощью систем обезвешивания [12; 13]. В рас-
смотренном выше решении отсутствуют необходимые технические элементы детализации, кото-
рые необходимы для его реализации, что свойственно патентам. В частности, требуется разра-
ботка узла крепления и регулировки оттяжек, отвечающего следующим требованиям: возможно-
сти многоразового фиксирования шнура; удобного крепежа на силовую спицу; возможности точ-
но регулировать длину шнура по оси OZ; минимизации массогабаритных характеристик.  

 

Конструкция узла крепления оттяжек 
Для реализации данного решения [12] нами была предложена конструкция узла крепления, 

который отвечает указанным выше требованиям. Рассмотрим в качестве базового узла крупно-
габаритный рефлектор антенны разработки АО «ИСС» [12].  

В процессе проектирования было решено применить схему зажима, схожую с навесными 
защелками (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Общий вид узла крепления:  
1 – язычок; 2 – база; 3 – скоба; 4 – регулировочный болт;  

5 – кронштейн для закрепления узла в общем виде; 6 – крепежный болт 
 

Fig. 1. It is a general view of the fastening unit:  
1 – tongue; 2 – base; 3 – bracket; 4 – adjusting bolt;  

5 – bracket for fixing the unit in general; 6 – mounting bolt 
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Подобная схема проста в изготовлении и позволяет создавать достаточное усилие на скобе, 
прочно фиксируя шнур, при этом не требуя значительного прикладывания усилий за счёт пра-
вила рычага. Важным моментом для закрепления шнура является большая площадь контакта 
зажима со шнуром, позволяющая исключить потерю прочности шнура при натяжении из-за 
возможного перелома (рис. 1). 

Язычок (1) для надежного закрепления своего положения может фиксироваться болтом (4).  
На рис. 2 показаны элементы, обеспечивающие точную регулировку требуемой длины шну-

ра. Это регулировочный полый болт (4) и вырез для регулировочной петли шнура в базе (2),  
с помощью которой можно обеспечить резервный запас длины для регулировки.  

 

 
 

Рис. 2. Узел в снятом положении: 
1 – язычок (не виден на этом рисунке); 2 – база; 3 – скоба;  4 – регулировочный болт;  

5 – кронштейн для закрепления узла в общем виде; 6 – крепежный болт 
 

Fig. 2. The unit is in the removed position: 
1 – tongue (not visible in this figure); 2 – base, 3 – bracket; 4 – adjusting bolt;  

5 – bracket for fixing the unit in General; 6 – mounting bolt 
 

Разработанный узел крепления обеспечивает возможность снятия его с опорного кронштей-
на для установки на нем натяжного шнура (рис. 2). Ось крепежного болта (6) расположена мак-
симально близко к оси шнура для минимизации крутящего момента от усилий натяжения и 
возможного поворота базы. При этом сохраняется возможность удобного откручивания обоих 
болтов, как крепежного (6), так и регулировочного (4).  

Материалом для базы (2), язычка (1) был выбран АМг6, материалом для болтов – Сталь 45. 
Для скобы (3) будет произведён подбор материала, исходя из прочностных расчётов. Пример-
ный расчет позволил оценить массу узла, равную 0,018 кг. 

 

Аналитический расчет силы натяжения шнура в узле крепления оттяжек 
Для обеспечения надежного закрепления натяжного шнура в спроектированном узле требу-

ется определить величину и направление действия сил в узле. Исходя из расчетной силы трения 
внутри рабочей поверхности узла, необходимо оценить усилие зажима. Требуемое усилие на 
оттяжках силовой спицы зависит от материала и механических характеристик шнура (коэффи-
циента трения, модуля упругости, предела текучести и др.) [14].  

Схема приложения сил показана на рис. 3. 
Исходя из данного рисунка, сила трения равна 

трения тяги

трения

;

,

F F

F k N

 

 
 

где N – сила реакции шнура на силу, воздействующую со стороны зажима;  – коэффициент 

трения.  
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Предполагая деформации упругими, си-
ла зажима равна 

зажима

тяги
зажима

;

,

F N

F
F

k

 


. 

Коэффициент трения между шнуром и 
базой является уникальным в каждом от-
дельном случае и зачастую определяется 
экспериментально. Как видно из формулы 
выше, зажим держит оттяжку благодаря 
силе натяжения, которая меньше, чем сила 
зажима. Уменьшить разницу между ними 
можно обработкой скобы и паза, в котором 
будет находиться нить, тем самым увеличив 
коэффициент трения.  

При этом мы можем определить макси-
мальную силу тягиF , которую возможно 

приложить к скобе (3), с помощью аналити-
ческого расчёта тем самым определив мак-
симальную нагрузку для эксплуатации 
спроектированного узла.  

Упростив расчетно-конструктивную схему скобы, мы получаем пространственную раму, 
изображенную на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Расчетно-конструктивная схема скобы 

 

Fig. 4. The bracket in a simplified form 

 
Теперь необходимо найти максимальное значение силы тягиF , исходя из предела текучести 

материала скобы. По третьей теории прочности, запишем формулу эквивалентного напряжения 
и приравняем её к пределу прочности материала 

2 2
экв 4 ;А А      

где А  – нормальное напряжение в точке А; А  – тангенциальное напряжение в этой же точке. 

Распишем эти величины далее 

 
Рис. 3. Распределение сил в канавке зажима 

 

Fig. 3. Distribution of forces in the clamping groove 
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где изгибAM   – максимальный изгибающий момент в точке А; изгибM  – изгибающий момент  

в точке В; кручAM  – максимальный скручивающий момент в точке А; изгибW  – момент сопро-

тивления изгибу; кручW  – момент сопротивления кручению.  

Исходя из выведенных величин, запишем выражение эквивалентного напряжения 

2 2
тяги тяги тяги

экв 3 3

sin 16 ( cos ) 32
4 ;

F CB F AB F CB

d d

                       
. 

Отсюда мы можем выразить максимальную силу натяжения в узле тягиF , так как нам извест-

ны все характеристики скобы 
3

экв
тяги 2 232 2 cos

d
F

BC AB AB BC

  


     
. 

Задавшись диаметром скобы и видом материала, рассчитаем размеры скобы и определим 
максимально допустимые усилия для спроектированного узла. 

Анализ результатов расчетов для различных диаметров скобы d применительно к сплавам 
АМг6, ВТ14 и ВТ16, достаточно часто применяемым в ракетно-космической технике, пред-
ставлен в таблице.  

 
Вводные данные и результаты аналитического расчёта 

 

АМг6 ВТ 14 ВТ16 
d1, м d2, м d3, м d1, м d2, м d3, м d1, м d2, м d3, м 

 

0,0022 0,002 0,0018 0,0022 0,002 0,0018 0,0022 0,002 0,0018 
σв, Па 305000000 850000000 1030000000 
AB, м 0,021 
CB, м 0,007 
sin  0,78 
cos  0,62 

тягиF , Н 12,29 9,23 6,73 34,25 25,73 18,76 41,50 31,18 22,73 

 
Как видно из расчётов, допустимое усилие на шнуре может варьироваться от 6,73 до 41,50 Н, 

в зависимости от диаметра и материала скобы. Исходя из опытных данных, известно, что необ-
ходимые усилия на оттяжках равны 8–14 Н, поэтому оптимальными вариантами будут скобы 
АМг 6 с диаметром 2,2 мм, ВТ14 – с диаметром в 1,8 мм. 

 

Конечно-элементное моделирование несущей способности скобы в узле крапления  
оттяжек 

Для подтверждения результатов расчёта была создана конечно-элементная модель в САПР 
Catia для проведения статического анализа [15]. С помощью построенной модели мы рассчита-
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ем максимальные напряжения в скобе и сравним их с полученными в аналитическом расчете. 
Для расчёта была выбрана скоба с диаметром 0,0018 м из материала ВТ16. 

Как видно на рис. 5, критическое сечение в скобе соответствует аналитическому расчёту. 
Максимальные напряжения в скобе по данным статического анализа равны 100 МПа. 

Погрешность между аналитическим расчётом и расчётом по модели равна 

экв мод

экв

10,3 10
100 % 100 % 3 %.

10,3

  
     


 

Погрешность расчёта не превышает 3 %. 

 
Рис. 5. Распределение напряжений в скобе 

 

Fig. 5. Stress distribution in the bracket 

 
При проектировании узла крепления необходимо учитывать, что сила зажима, приложенная 

к шнуру не должна вызывать в нем пластических деформаций, что ограничивает максимальное 
усилие зажима только упругими деформациями. Для определения силы упругости, определим 
напряжения в поперечном сечении 

упругости жест ,

.

F k d

E

 

   
 

где упругостиF  – сила упругости, равная силе реакции опоры N; жестk  – коэффициент жесткости; 

σ – нормальные напряжения; E – модуль упругости первого рода;  – относительная линейная 
продольная деформация; Δd – линейная деформация. Однако конечные результаты во многом 
зависят от вида и материала шнура, который может варьироваться в зависимости от поставлен-
ных задач. 

 

Заключение 
В работе был разработан узел крепления оттяжек на силовой спице рефлектора. Узел может 

применяться в широком спектре крупногабаритных антенн, обладает высокой технологично-
стью и универсальностью. Были определены предельные диапазоны сил натяжения и материа-
лы, используемые в узле, а также его прочностные и массовые характеристики.   

В дальнейшем в конструкции можно улучшить эргономические характеристики для сниже-
ния массы узла. 

Рекомендуется использовать наиболее универсальный вариант исполнения скобы из титано-
вого сплава ВТ16 диаметром 22 мм, который выдерживает до 41,50 Н усилий натяжения, что 
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даёт значительный запас прочности для большинства расчетных случаев. Но, исходя из техно-
логических и экономических соображений, при более низких усилиях в оттяжках, можно также 
использовать скобы из АМг6, ВТ14 меньшего диаметра. 
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Аппроксимация значений коэффициентов опор балки 
при колебаниях и потери устойчивости* 

 
И. В. Кудрявцев1*, О. И. Рабецкая2, А. Е. Митяев1
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Рассмотрена проблема расчета первой собственной частоты колебаний и первой критической си-
лы для балки с упругими опорами. Аналитический обзор литературы по решению таких задач показал, 
что в теории колебаний и теории устойчивости стержней учет условий закрепления основан на ис-
пользовании коэффициентов опор, значения которых были получены после решения соответствующе-
го дифференциального уравнения. В рассмотренной литературе содержится только ограниченный 
набор значений этих коэффициентов, в основном для идеальных опор простых типов: шарниры, за-
делка и др. Учет жесткости опор можно найти только в отдельных изданиях и только для ограни-
ченного числа вариантов значений. В данной работе выполнен расчет коэффициентов опор в зависи-
мости от жесткости закрепления балки для первой собственной частоты колебаний и первой крити-
ческой силы. Полученные значения были разделены на три зоны жесткостей и аппроксимированы 
внутри каждой зоны квадратичными функциями. Использование квадратичной аппроксимации позво-
лило получить простые аналитические зависимости, пригодные для инженерных прикладных расче-
тов, а разбиение жесткости на зоны обеспечило приемлемую погрешность получаемых значений. 
Также квадратичные зависимости позволили решать обратные задачи по определению жесткостей 
опор для заданного значения первой собственной частоты колебаний или первой критической силы. 
Проведено подробное исследование погрешности полученных аппроксимирующих функций по всему 
рассмотренному диапазону жесткостей, которое показало, что погрешность определения коэффи-
циента опор при колебаниях составляет не более 2 %, а при потере устойчивости – 6 %. Погреш-
ность зависит от сочетания жесткостей опор и может увеличиться, если жесткости различаются 
более чем на порядок. Также была установлена высокая чувствительность решения обратной задачи 
к входным данным, что является следствием высокой нелинейности зависимости коэффициентов 
опор от жесткости. Полученные результаты можно использовать при инженерных расчетах первой 
собственной частоты колебаний и первой критической силы балки с упругими опорами. 

 

Ключевые слова: балка, колебания, устойчивость, коэффициент опор, жесткость опор, 
аппроксимация. 
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The problem of calculating the first natural frequency of vibration and the first critical force for a beam with 

elastic supports is considered. An analytical review of the literature on solving such problems showed that in the 
theory of vibrations and the theory of stability of beams, consideration of the support conditions is based on the use of 
support coefficients, the values of which were obtained after solving the corresponding differential equation. The 
reviewed literature contains only a limited set of values of these coefficients, mainly for ideal supports of simple types: 
hinges, fixed, etc. Consideration of the stiffness of supports can only be found in individual editions and only for a 
limited number of values. In this work, the calculation of the support coefficients depending on the stiffness of the beam 
supports for the first natural frequency of vibrations and the first critical force is made. The obtained values were 
divided into three zones and approximated within each zone by quadratic functions. The use of quadratic 
approximation made it possible to obtain simple analytical dependencies suitable for engineering applied 
calculations, and the division of stiffness into zones provided an acceptable error of the obtained values. Also, 
quadratic dependencies made it possible to solve inverse problems for determining the stiffness of supports for a given 
value of the first natural frequency of vibrations or the first critical force. A detailed study of the error of the obtained 
approximating functions over the entire considered range of stiffness was carried out, which showed that the error in 
determining the coefficient of supports during fluctuations is not more than 2 %, and in case of loss of stability – 6 %. 
The error depends on the combination of stiffness of the supports, and can increase if the stiffnesses differ by more 
than an order of magnitude. The high sensitivity of the solution of the inverse problem to the input data was also 
established, which is the result of the high nonlinearity of the dependence of the coefficients of the supports on the 
stiffness. The obtained results can be used in engineering calculations of the first natural frequency of vibrations and 
the first critical force of a beam with elastic supports. 

 

Keywords: beam, vibrations, stability, support coefficient, support stiffness, approximation. 
 

Введение 
С целью обеспечения требуемого динамического поведения заданной действительной 

конструкции на этапах ее проектирования или исследования широко используется балочная 
модель [1; 2]. С математической стороны расчет свободных колебаний или критической 
нагрузки для балок связан с решением дифференциальных уравнений, которое во многом 
определяется способом закрепления конструкции. В обоих случаях решение связано  
с определением собственных значений системы, полученной после подстановки функции 
формы в граничные условия задачи. Для задач колебаний квадраты собственных значений 
определяют величину частот свободных колебаний, а при исследовании устойчивости – 
величину критических нагрузок.  

Корректная постановка математической задачи и ее решение требуют определенных 
специальных навыков и времени, что затруднительно при проведении инженерных расчетов.  
С целью упрощения таких расчетов существует большое число книг и справочников по динамике 
балок, в которых предложены готовые решения по свободным колебаниям [3–27] и потери 
устойчивости [28–35] для простых случаев закрепления, которые полностью ограничивают или 
разрешают движение по какой-либо координате: шарнир, заделка, скользящая опора и др.,  
а также их комбинации. Для данных закреплений представлены готовые решения и величины 
корней из собственных значений, которые в теории устойчивости называют по-разному: 
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коэффициент приведения длины, коэффициент приведенной длины или коэффициент 
приведения. В теории колебаний отдельного названия для корней из собственных значений 
нами не обнаружено. Для общности данные коэффициенты при решении задач колебаний и 
устойчивости будем здесь называть коэффициентами опор. 

Однако реализовать на практике упомянутые выше идеальные опоры затруднительно, 
поскольку действительные опоры имеют некоторое промежуточное значение жесткости, 
которое влияет на динамическое поведение балки и вызывает расхождение между 
теоретическим расчетом и практическим результатом. В имеющейся литературе по динамике 
балок решения для промежуточных значений жесткостей представлены в очень ограниченном 
виде [36–41] или полученные решения не пригодны для прикладных инженерных расчетов [42–45]. 
Также справочные таблицы иногда содержат ошибочные значения, которые не всегда 
очевидны для неопытных расчетчиков. Например, в справочнике по динамике [41] в таблице 
коэффициентов опор на с. 168 указаны некорректные значения, из-за чего таблица даже потеряла 
симметричность относительно главной диагонали. Подобные неточности есть и в других 
изданиях [40; 46]. 

Целью данной работы является аппроксимация промежуточных значений коэффициентов опор 
балок при свободных колебаниях и потере устойчивости для широкого диапазона жесткости опор.  
С целью ограничения данной большой задачи рассматривается только изгибная форма балки при 
колебаниях на первой собственной частоте и при первой критической нагрузке, которые обычно 
являются наиболее опасными для протяженных конструкций. Многообразие закреплений балок для 
изгибной формы ограничим случаем шарнирных опор с некоторой жесткостью. Полученные 
результаты аппроксимируем с помощью аналитических функций, что позволит определять значения 
коэффициентов опор для любых заданных значений жесткости опор. В качестве аппроксимирующих 
функций примем квадратичные зависимости, что при необходимости позволяет решать и обратную 
задачу – определить требуемую жесткость опор для заданного значения коэффициента опор. 

Полученные результаты позволят инженерам рассчитывать первую собственную частоту 
колебаний и первую критическую силу для балочных конструкций с заданной жесткостью 
опор, а также решать обратную задачу по определению жесткости опор, обеспечивающей 
заданный динамический параметр. Аналитический вид предлагаемого решения позволяет легко 
оценить взаимовлияние различных параметров на решение и при необходимости преобразовать 
его в требуемом направлении. 

 

1. Математическая постановка задачи 
Будем рассматривать однородную балку, закрепленную по краям в шарнирных опорах, 

жесткость которых k1 и k2 может изменяться от нуля (шарнир) до бесконечности (заделка).  
В дальнейших расчетах в качестве жесткости опор также будем использовать не ее абсолютные 
значения k1 и k2 [Н*м], а относительные безразмерные величины 

1 1
min

l
C k

EJ
 ;  2 2

min

l
C k

EJ
 ,                                                      (1) 

где l – длина; E – модуль Юнга материала; Jmin – минимальный момент инерции поперечного 
сечения. 

Рассмотрим далее математическую постановку задачи свободных колебаний балки и потери 
устойчивости с учетом жесткости опор. 

 

1.1. Свободные колебания балки в упругих опорах 
На рис. 1 показана расчетная схема свободных колебаний балки в упругих опорах  

с жесткостью С1 и С2.  
Уравнение свободных колебаний имеет вид 

4 2

min 4 2
0

y y
EJ m

x t

 
 

 
,                                                         (2) 

где y = y(x) – функция изгибной формы балки; m – удельная масса. 
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y y(x) k2k1

Рис. 1. Балка с упругими опорами

Fig. 1. Spring-hinged beam.

Граничные условия закрепления балки имеют вид

   0, , 0y t y l t  ;   
   2

min 12

0, 0,y t y t
EJ k

xx

 



;

   2

min 22

, ,y l t y l t
EJ k

xx

 
 


.          (3)

Общее решение представим в виде

   
1

, sini i
i

y x t Y x t




  ,                                                         (4)

где  iY x  – i-я мода колебаний, общее решение для которой имеет вид

  sin cos sinh coshi i i i i i i i iY x A p x B p x C p x D p x    .                                (5)

Подставляя общее решение в граничные условия, получим частотное уравнение в виде [27]

 
2

4 2 2 2 2 21 2 1 2
2 2 2 2

min min

1
2 tan tanh tan tanh 1 0

cos cosh
i i i i i i

i i

k k k k l
l

EJ E J

 
                  

,      (6)

где i ip l   – коэффициент опор на i-й собственной моде колебаний.

Ограничиваясь рассмотрением первой собственной частоты колебаний (i=1) получаем
искомую зависимость с учетом (1) в виде

 1 1 1 2,C C   .                                                              (7)

Величина первой собственной частоты колебаний определится, как

   2 min
1 1 2 1 1 2 2

1
, ,

2

EJ
f C C C C

ml
  


.                                             (8)

Решение разрешающего уравнения колебаний (6) с помощью простых аналитических
функций практически невозможно, поэтому используем численные методы.

1.2. Потеря устойчивости балки в упругих опорах
Постановка и решение задачи потери устойчивости балки при сжатии во многом аналогична

задаче свободных колебаний. На рис. 2 показана расчетная схема балки в упругих опорах при
потере устойчивости от сжатия силой Р.

l

x

y y(x) k2k1 М2
М1

P

1 2

Рис. 2. Изгибная потеря устойчивости балки с упругими опорами

Fig. 2. Flexural buckling of the beam with spring-hinged supports
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При потере устойчивости в упругих опорах будут возникать реактивные моменты, которые 
прямо пропорциональны соответствующим углам их поворота, 

1 1 1 2 2 2;M k M k    .                                                       (9) 

Тогда уравнение устойчивости примет вид 
2

min 1 22

d y l x x
EJ P y M M

l ldx


       .                                           (10) 

Граничные условия определяются способом закрепления в виде ограничений на прогибы и 
углы поворота: 

       1 2
1 2

1 2

0 0; ' 0 ; 0; '
M M

y x y x y x l y x l
k k

              .            (11) 

Общее решение примем в виде функции 

     1 2sin cos
M M

y A x B x l x x
P l P l

          
  ,                                (12) 

где 

min

P

EJ
  .                                                                (13) 

Тогда уравнение упругой линии будет иметь вид 

         2 1 1 1 2sin cos
sin
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y x x l x x

P l P tg l P P l P l
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,          (14) 

в котором моменты в упругих шарнирах можно найти из системы двух уравнений: 
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.           (15) 

Ненулевое решение системы (15) найдем, приравняв к нулю ее определитель и решая транс-
цендентное уравнение [29], 
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tg tg sin sin
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,          (16) 

где i – номер критической силы. 
Ограничиваясь рассмотрением первой критической силы (i = 1), получим искомую 

зависимость с учетом (1) в виде  

   1 1 1 2
1 1 2

,
,

C C
C C l


   

  ,                                                 (17) 

где µ1 – коэффициент приведения длины или коэффициент опор при устойчивости. 
Первая критическая сила тогда определится по уравнению 

 
  

2
min

1 2 2
1 1 2

,
,

cr
EJ

P C C
C C l



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Решение разрешающего уравнения задачи устойчивости (16) аналитическими способами 
затруднительно, поэтому воспользуемся численными методами. 
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2. Аппроксимация коэффициентов опор 
Решение разрешающих уравнений (6) и (16) выполним численным итеративным методом 

последовательных приближений в специально созданных программах. Решение было 
выполнено для 500 вариантов сочетаний значений жесткостей опор балки в диапазоне от С = 0  
до С = 1000. Ограничение значений диапазона жесткостей было вызвано тем, что с одной 
стороны расширение диапазона требует использование более сложных аналитических 
зависимостей для аппроксимации, а с другой стороны жесткость С = 1000 фактически 
соответствует жесткой заделке и дальнейшее увеличение значений жесткости практически не 
влияет на изменение величины коэффициентов опор. 

 
2.1. Аппроксимация коэффициентов опор при свободных колебаниях 
В табл. 1 приведен ограниченный набор результатов для коэффициентов опор  при 

свободных колебаниях балки для выбранного диапазона жесткостей, включая значение С = . 
 

Таблица 1 
Значения коэффициентов опор 1(С1, С2) 

С1 С2 0 0,1 1 5 10 20 30 40 50 100 200 500 1000  
0 3,142 3,157 3,273 3,534 3,665 3,769 3,814 3,839 3,855 3,889 3,907 3,919 3,923 3,926 

0,1  3,173 3,288 3,548 3,678 3,783 3,825 3,852 3,868 3,902 3,921 3,932 3,936 3,940 
1   3,399 3,652 3,781 3,884 3,929 3,954 3,970 4,004 4,023 4,034 4,038 4,041 
5    3,897 4,026 4,131 4,177 4,202 4,219 4,254 4,273 4,285 4,289 4,292 
10     4,156 4,263 4,310 4,337 4,354 4,390 4,410 4,422 4,426 4,430 
20      4,374 4,422 4,449 4,467 4,504 4,525 4,538 4,542 4,546 
30       4,471 4,499 4,517 4,555 4,576 4,589 4,593 4,597 
40        4,527 4,545 4,583 4,604 4,617 4,622 4,626 
50  Symmetric      4,563 4,602 4,623 4,636 4,640 4,644 

100          4,641 4,663 4,676 4,681 4,685 
200           4,684 4,698 4,702 4,707 
500            4,711 4,716 4,720 
1000             4,721 4,725 
              4,730 
 
Полученные численные данные графически показаны на рис. 3 в виде плоскости 1(С1, С2) и 

графика 1(С) для случая опор с одинаковой жесткостью: С = С1 = С2. 
 

         

а                                                                         б 

Рис. 3. Графическое представление коэффициентов опор при свободных колебаниях: 
а – график функции 1(С1, С2);  б – график функции 1(С) 

 

Fig. 3. Graphs of support coefficients at free vibration: 
a – graph of the function 1(С1, С2);  b – graph of the function 1(С) 
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Результаты показали, что зависимость 1(С1, С2) является сильно нелинейной, что не
позволяет аппроксимировать ее одной простой аналитической функцией даже для принятого
диапазона С = 0…1000. Исследования установили, что высокая точность аппроксимации может
быть получена только при использовании полиномов высокой степени, однако это создает
большие вычислительные трудности и не позволяет решать обратную задачу по определению
требуемой жесткости опор для заданного значения коэффициента опор 1.

Учитывая симметрию данных в табл. 1, необходимость сохранения простых аналитических
зависимостей и возможность проведения обратного расчета, примем в качестве
аппроксимирующих зависимостей квадратичные функции. Неизбежное при этом снижение
точности аппроксимации компенсируем путем разбиения выбранного диапазона жесткостей на
три зоны: I – С = 0…10, II – С = 10…100, III – С = 100…1000. Внутри каждой зоны
аппроксимируем полученные числовые значения коэффициентов опор  отдельной
квадратичной функцией, коэффициенты которых определим методом наименьших квадратов
[47; 48]. В результате получаем решение для каждой зоны в виде:

     2 2
1 1 2 0 1 1 2 2 1 2,i i i iC C a a C C a C C        ,                                      (19)

где i – номер зоны, i= I, II, III.
Коэффициенты квадратичных функций для каждой зоны приведены в табл. 2.

Таблица 2
Коэффициенты функций 1i(С1,С2)

Зона i
I II IIIКоэффициент

C = 0…10 C = 10…100 C = 100…1000
a0i 3,1415 4,03 4,62
a1i 0,107 0,0075 1,25E-04
a2i –0,00563 –4,35E-05 –7,400E-08

Полученные коэффициенты квадратичных аппроксимирующих функций (19) позволяют
рассчитывать значения коэффициента опор  для уравнения (8) практически с любым
сочетанием жесткостей опор. Однако погрешность определения коэффициента существенно
увеличивается при большой разнице в жесткостях опор. Если же значения жесткостей опор
одного порядка, то погрешность расчета коэффициента опор составляет не более 2 % для всего
рассматриваемого диапазона жесткостей.

2.2. Аппроксимация коэффициентов опор при потере устойчивости
Используя аналогичный подход, выполним аппроксимацию коэффициентов опор µ при

потере устойчивости балки. В табл. 3 приведен ограниченный набор результатов для
коэффициентов опор µ1(С1, С2) для выбранного диапазона жесткостей, включая значение С = .

Полученные численные данные графически показаны на рис. 4 в виде плоскости µ1(С1, С2) и
графика µ1(С) для случая опор с одинаковой жесткостью: С1 = С2.

Зависимость µ(С1, С2) также является сильно нелинейной, что требует разбиения
рассматриваемого диапазона жесткости на зоны. Внутри каждой зоны аппроксимируем
значения квадратичными функциями

     2 2
1 1 2 0 1 1 2 2 1 2,i i i iC C b b C C b C C        ,                                    (20)

где i – номер зоны, i = I, II, III.
Используя метод наименьших квадратов, определим коэффициенты аппроксимирующих

квадратичных функций и результаты сведем в табл. 4.
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Таблица 3
Значения коэффициентов опор µ1(С1, С2)

С1С2 0 0,1 1 5 10 20 30 40 50 100 200 500 1000 
0 1,000 0,987 0,920 0,803 0,760 0,732 0,722 0,716 0,713 0,706 0,703 0,701 0,700 0,699

0,1  0,979 0,913 0,797 0,754 0,727 0,717 0,711 0,708 0,702 0,698 0,696 0,695 0,695
1   0,854 0,750 0,711 0,686 0,676 0,672 0,669 0,663 0,660 0,658 0,657 0,657
5    0,661 0,627 0,605 0,596 0,592 0,590 0,585 0,582 0,581 0,580 0,580
10     0,594 0,572 0,564 0,560 0,558 0,553 0,550 0,549 0,548 0,548
20      0,551 0,543 0,539 0,537 0,532 0,529 0,528 0,527 0,527
30       0,535 0,531 0,529 0,524 0,521 0,520 0,520 0,519
40        0,527 0,525 0,520 0,518 0,516 0,516 0,515
50  Symmetric      0,522 0,517 0,515 0,514 0,513 0,513

100          0,513 0,510 0,509 0,508 0,508
200           0,508 0,506 0,506 0,505
500            0,505 0,504 0,504
1000             0,503 0,503

              0,500

а                                                                                                 б

Рис. 4. Графическое представление коэффициентов опор при потере устойчивости:
а – график функции µ1(С1, С2);  б – график функции µ1(С)

Fig. 4. Graphs of support coefficients at buckling:
a – graph of the function µ1(С1,С2);  b – graph of the function µ1(С)

Таблица 4
Коэффициенты функций µ1i (С1, С2)

Зона i
I II IIIКоэффициент

C = 0…10 C = 10…100 C = 100…1000
b0i 1 0,623 0,516
b1i –0,0504 –0,0016 –1,81E-05
b2i 0,003 1,05E-05 1,2E-08

Полученные коэффициенты квадратичных аппроксимирующих функций (19) позволяют
рассчитывать значения коэффициента опор µ1 с погрешностью расчета не более 6,5 % для
жесткостей одного порядка.
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2.3. Решение обратной задачи
Использование аппроксимирующих квадратичных функций позволяет решать и обратную

задачу по определению жесткости опор, обеспечивающих требуемые коэффициенты опор 
или µ. Рассмотрим определение жесткости опор для известного значения коэффициента
опор 1 при свободных колебаниях, которое можно найти согласно (8) при заданном значении
первой собственной частоты колебаний f1 как

 
2

241 1 2 1
min

4
,

m
C C l f

EJ


    .                                                    (21)

Равенство (21) возможно при различном сочетании значений жесткостей опор С1 и С2, что
делает задачу нахождения жесткости опор неоднозначной. Для определенности свяжем эти
жесткости через заданный коэффициент n, определяющий отношение жесткостей опор:

2
1

C
C C

n
  .                                                                (22)

Подставив эти данные в уравнение (19), получим разрешающее уравнение относительно
общей жесткости опор С:

     2 2
2 1 0 11 1 0i i ia n С a n C a         .                                    (23)

Значения коэффициентов аij принимаются из табл. 2 для требуемой зоны i и решение
с учетом знаков имеет вид

      

 

22 2
1 1 2 0 1

2
2

1 1 4 1

2 1

i i i i

i

a n a n a n a
С

a n

        


  
.                             (24)

В случае решения обратной задачи для задачи устойчивости, требуемое значение
коэффициента опор µ при заданном значении критической силы определится по (18) как

 
2

min
1 1 2 2

,
cr

EJ
C C

l P


 


.                                                       (25)

Аналогично свободным колебаниям, общая жесткость опор в задаче устойчивости
определится из уравнения

      

 

22 2
1 1 2 0 1

2
2

1 1 4 1

2 1

i i i i

i

b n b n b n b
С

b n

        


  
,                              (26)

где коэффициенты bij определяются для i-й зоны, согласно табл. 4.
В обоих случаях решение будет корректным при определении жесткости опор внутри одной i-й

зоны. После определения неизвестной С, требуемые значения жесткости опор определятся как:

1 2;C C C C n                                                               (27)
и

min
1

EJ
k C

l
  ,  

min
2

EJ
k C n

l
   .                                               (28)

Найденные жесткости опор (25) будут обеспечивать заданное значение коэффициента опор
и, следовательно, первую частоту собственных колебаний балки или первую критическую силу
в зависимости от решаемой задачи.

Обсуждение
В работе получены наборы коэффициентов опор при свободных колебаниях балки на первой

собственной частоте и потери устойчивости при первой критической нагрузке для большого
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диапазона сочетаний жесткостей опор. Данные значения аппроксимированы квадратичными 
функциями, что позволило получить простые аналитические выражения, а также решение 
обратной задачи, но неизбежно внесло некоторую погрешность в определение их значений. 
Рассмотрим далее точность полученных аппроксимаций. 

Значения рассчитанных коэффициентов опор в табл. 1 и 3 сравнивались со значениями  
в известной литературе [36–41]. Сравнение показало, что найденные значения полностью совпадают 
по первым двум значащим цифрам и иногда различаются в третьей, что, по-видимому, вызвано 
способом округления. Прямое сравнения всех найденных в литературе значений показало, что 
отклонения не превышают 0,36 % для коэффициента опор  и 0,27 % для коэффициента µ.  

Погрешность аппроксимирующих квадратичных функций определяется используемыми 
значениями коэффициентов (табл. 2 и 4). В данной работе коэффициенты выбирались с учетом 
обеспечения минимальной погрешности на краях каждой зоны и равномерного отклонения 
внутри диапазона. Для наглядности, на рис. 5 приведено исследование погрешности определения  
коэффициентов опор по всему диапазону жесткостей при равной жесткости опор С = С1 = С2. 

 

 
Рис. 5. Погрешности аппроксимации квадратичными функциями 

 

Fig. 5. Approximation errors by quadratic functions 
 

Согласно графикам, погрешность аппроксимации коэффициента внутри каждой зоны  
распределяется по синусоиде и отклонения коэффициента  не превышают 2 %, а коэффициента µ  – 
менее 6,2 % во всем рассмотренном диапазоне жесткостей. Этого вполне достаточно для инженерных 
расчетов балочных конструкций в первом приближении, поскольку используемые в теории балок 
допущения могут приводить к таким же отклонениям в решении. 

Исследование погрешности аппроксимации при различных сочетаниях жесткостей С1 и С2 
показало, что если жесткости опор одного порядка, то отклонения значений коэффициентов 
опор  и µ не превышают значения, представленные на рис. 5.  

При разнице в жесткостях опор более чем в 10 раз погрешность увеличивается до 15 %, что 
может потребовать несколько итераций при определении требуемого значения коэффициента 
опор. Также следует отметить, что из-за высокой нелинейности функций 1(С1, С2) и µ1(С1, С2) 
результат решения обратной задачи (24), (26) напрямую зависит от точности входных данных. 

Предложенный подход можно применять для расчета коэффициентов опор при других типах 
закреплений с учетом их упругости, а также для определения второй и последующих 
собственных частот колебаний, критических сил потери устойчивости не только изгибной, но и 
других форм колебаний и потери устойчивости. 

 
Заключение 
В работе выполнен расчет значений коэффициентов опор балки для большого числа 

различных сочетаний жесткостей опор для изгибной формы свободных колебаниях на первой 
собственной частоте и первой формы потери устойчивости. По полученным данным методом  
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наименьших квадратов выполнена аппроксимация значений квадратичными функциями. 
Данные аналитические функции позволяют определять коэффициент опор балки при любых 
сочетаниях жесткостей опор и решать обратную задачу по нахождению необходимой 
жесткости опор при известном требуемом значении коэффициента опор. Исследование 
погрешности аппроксимации показало, что типичные отклонения составляют около 3 %, что 
можно считать достаточным для инженерных прикладных расчетов. 
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На базе составленной ранее физико-математической модели рабочего процесса вихревого 

эжектора было произведено ее решение. Решение этой модели позволило составить две методики 
расчета: методика расчета оптимальной геометрии вихревого эжектора для заданных термоди-
намических характеристик и методика расчета термодинамических характеристик вихревого 
эжектора при известных геометрических размерах [1; 2]. 

Во многих областях аэрокосмической техники применяют вихревые эжекторы. Составленная 
разработка метода расчета термодинамических характеристик вихревого эжектора при извест-
ных геометрических размерах позволит более широко применять вихревые эжекторы в аэрокосмиче-
ской промышленности. В основе методики расчета лежат понятия о касательных напряжениях, 
возникающих в вязкой среде, при взаимодействии двух потоков, движущихся с разными скоростями. 

Показан механизм передачи кинетической энергии от высокоэнергетического газа к низкоэнер-
гетическому.  

 
Ключевые слова: вихревой эжектор, вязкость, касательные напряжения, градиент скоростей, 

термодинамические характеристики. 
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Based on the previously compiled physical and mathematical model of the vortex ejector workflow, its 

solution was made. The solution of this model made it possible to compile two calculation methods:  
a method for calculating the optimal geometry of a vortex ejector for given thermodynamic characteristics 
and a method for calculating the thermodynamic characteristics of a vortex ejector with known geometric 
dimensions [1; 2]. 

Vortex ejectors are used in many areas of aerospace engineering. The compiled development of  
a method for calculating the thermodynamic characteristics of a vortex ejector with known geometric 
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dimensions will make it possible to use vortex ejectors more widely in the aerospace industry. The 
calculation method is based on the concepts of tangential stresses arising in a viscous medium when two 
flows moving at different speeds interact. 

The mechanism of kinetic energy transfer from a high-energy gas to a low-energy one is shown. 
 
Keywords: vortex ejector, viscosity, tangential stresses, velocity gradient, thermodynamic 

characteristics. 
 
Введение  
Вихревой эжектор (вихревой компрессор) – простейшая и распространенная газодинамиче-

ское устройство, применяемое в разнообразных отраслях промышленности, в вакуумной тех-
нике, авиа- и ракетостроении и различных экспериментальных аэродинамических установках. 
Эжектор – устройство, в котором полная энергия одного потока увеличивается за счет передачи 
энергии от другого потока, имеющего более высокую энергию. В результате взаимодействия 
потоков на выходе из эжектора образуется смесь, имеющая полное давление выше полного 
давления низкоэнергетического газа, но ниже полного давления высокоэнергетического газа. 

Основным достоинством вихревого эжектора является отсутствие движущихся деталей, что 
существенно при работе с агрессивными либо горячими средами.   

 
Постановка задачи 
Многие области техники применяют вихревые эжекторы. Создание замкнутой математиче-

ской модели, описывающей рабочий процесс вихревого эжектора, дало возможность разрабо-
тать методику расчета оптимальной геометрии при заданных термодинамических параметрах. 
Основной задачей данной работы является попытка создать методику расчета термодинамиче-
ских характеристик вихревого эжектора при известных геометрических размерах.  

 
Материал и методы исследования 
Методика расчета термодинамических характеристик вихревого эжектора при известных 

геометрических размерах основаны на решении математической модели. Математическая мо-
дель имеет следующий вид [2]: сумма энергий эжектирующего и эжектируемого газов равна 
энергии газа, выходящего из вихревого эжектора (рис. 1): 

1 2 3,  Вт,N N N                                                                 (1) 

где    

1 1 1,  ВтN G L  ;                                                                (2) 

1N  – энергия эжектирующего газа, Вт; 1G  – расход эжектирующего газа, кг/с; 1L  – удельная 

энергия эжектирующего газа, Дж/кг: 

1 01 1

1

1
1 ,P Pk

k
P

L c T 




 
 

    
  

                                                      (3) 

где 1P
  – степень понижения полного давления эжектирующего газа:  

 01 01 03P P P  ;                                                             (4) 

01T  – полная температура эжектирующего газа, К; Pc  – теплоемкость при постоянном дав-

лении (Дж/(кг*К)); P
  – КПД процесса расширения эжектирующего газа (берется на базе по-

следних достижений турбостроения, P
  = 0,92–0,94); 

2 2 2 ,  Вт,N G L                                                                 (5) 
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где 2G – расход эжектируемого газа, кг/с; 2L  – удельная энергия эжектируемого газа, Дж/кг; 

1

2 02
1

1 ,
k

k
P c

c

TL c





 
  
   

                                                         (6) 

где c
  – степень повышения полного давления эжектируемого газа за счет энергообмена сила-

ми вязкости с эжектирующим газом: 

03c HP P  ;                                                                  (7) 

02T  – полная температура эжектируемого газа, К; 03P  – полное давление смеси газов на выходе 

из вихревого эжектора, Па; HP  – давление среды, откуда поступает эжектируемый газ, Па; с
  – 

коэффициент полезного действия процесса сжатия эжектируемого газа (берется на базе по-

следних достижений компрессоростроения, с
  = 0,85–0,87). 

Полная энергия смеси газов на выходе из вихревого эжектора 

3 3 3,  Вт,N G L                                                                 (8) 

где 3G – расход газа на выходе из вихревого эжектора, кг/с; 3L  – удельная энергия смеси газов 

на выходе из вихревого эжектора, ДЖ/кг: 
1

3 03 31 1
k

k
P P PL c T


 

 
    
 
 

;                                                   (9) 

где 3P
  – степень понижения полного давления смеси газов на выходе из вихревого эжектора; 

3 03P HP P  ;                                                               (10) 

03T  – полная температура газа на выходе из вихревого эжектора, К; 3P
  – КПД процесса 

расширения смеси газов на выходе из эжектора; K – показатель адиабаты. 
Связь между расходами эжектирующего, эжектируемого и смеси газов на выходе из вихре-

вого эжектора 

1 2 3,  кг/сG G G  .                                                            (11) 

Степень эжекции определяется уравнением 

2

1

G

G
  .                                                                    (12) 

Тепловой поток, идущий от более нагретого компонента к менее нагретому, определяется 
функциональной зависимостью [3] 

( ),Г ХQ f T Т                                                               (13) 

где ГT , ХT  – статические температуры более и менее нагретых компонентов соответственно, К. 

Касательные напряжения, за счет которых передается кинетическая энергия от высокоэнер-
гетического к низкоэнергетическому компоненту, определяется выражением [4] 

01 03,  ПаP P   .                                                            (14) 

Касательные напряжения могут быть определены и по другому уравнению [4; 5] 
2

,  Па
2

l V

d
  ,                                                            (15) 

где   – плотность газа, кг/м3; l – длина пути взаимодействия высоко- и низкоэнергетического 

компонентов, м; d – эквивалентный диаметр, м; V – скорость движения потока, м/c; (Re)f   – 

коэффициент сопротивления трения; Re – число Рейнольдса. 
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Система уравнений (1)–(11) является математической моделью, описывающей рабочий про-
цесс вихревого эжектора. 

Производится решение математической модели для определения термодинамических пара-
метров смеси газов на выходе из вихревого эжектора. 

Формулы (2)–(10) подставляются в уравнения (1): 

   

 

1 1

1 01 03 01 2 02 03

1

3 03 03

1
1 1

                   1 .

k k

k kP P P H
C

k

kP H P

G c T P P G c T P P

G c T P P

 







   
           

 
   

 

                         (16) 

Уравнение (15) является уравнением энергии газа в механической форме. В тепловой форме 
это уравнение имеет вид [6–8] 

1 01 2 02 3 03,G i G i G i                                                             (17) 

где 0 0j Pj ji c T  – полная энтальпия газа, ДЖ/кг; Pjc  – теплоемкость при постоянном давлении j-

го газа, Дж/(кг*К); 0 jT  – полная температура j-го газа, К; 1 3j   – параметры газа на входе 

эжектирующего газа, эжектируемого газа и на выходе из вихревого эжектора соответственно. 
При constPj Pc c   и 2 1G G   уравнение (17) преобразуется к виду 

  03 02

01 01

1 1
T T

T T
    .                                                        (18) 

Полные температуры эжектирующего и эжектируемого газов на входе в эжектор в частном 
случае могут иметь одну и ту же температуру, т. е. 01 02T T . Тогда из уравнения энергии в теп-

ловой форме (18) следует, что 

01 02 03.T T T                                                                (19) 

С учетом уравнения (19), уравнение энергии в механической форме (15) можно преобразо-
вать следующим образом: 

 
1 11

03 03

01 03

1
1 1 1 1 .

k kk

k kk
H

P P
H C

P P P

P P P

 

 


    
                                     

                     (20) 

В уравнении (20) одна неизвестная величина. Это полное давление газа на выходе из вихре-
вого эжектора 03P . 

Определение полного давления газа на выходе из вихревого эжектора осуществляется рас-
крытием скобок уравнения (20): 

1 1 1

03 031 1 1

01 03

П 1 П 1
(П 1) (П 1) .

k k k
P k k k

P P P Hk k k
с сk k k

H

P P P

P P P

  
  

    


         

 
                  (21) 

После умножения всех членов на величину 
1

03

k

kP


уравнение (21) приводится к виду 

1 1 1
2

03 031 1

01

П 1 1
П (П 1) .

k k k
P k k k

P P Hk k
с сk k

Н

P P P

P P

  
 

   

 
  

             
 

                          (22) 

Уравнение (22) преобразовывается к виду 

2 0,ax bx c                                                                 (23) 
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где 
1 1

01

П 1
;P

k k
Ck k

H

a

P P



  


  


 

1
П ;P

C

b 


 
     

  
1

П 1 ;
k

k
C Hc P


    

1

03 .
k

kx P


  

Полное давление газа на выходе из вихревого эжектора находится из решения квадратного 
уравнения (23): 

12
1

03
4

.
2

k
k k

k b b ac
P x

a




     
 
 

                                               (24) 

В уравнении (24) знак плюс перед корнем квадратным взят потому, что полное давление га-
за на выходе из эжектора не может иметь отрицательное значение. 

На входе в вихревой эжектор скорости эжектирующего и эжектируемого газов имеют раз-
личные значения. В вязкой жидкости за счет разности скоростей возникают касательные на-
пряжения, приводящие к снижению скорости высоконапорного газа и к повышению скорости 
низконапорного газа. Следовательно, силами вязкости кинетическая энергия передается от вы-
соконапорного газа к низконапорному [1]. Таким образом, высоконапорный газ совершает ра-
боту над низконапорным газом, в результате чего полное давление высоконапорного газа пада-
ет, низконапорного – растет. Обмен работой приводит и к изменению полной температуры газа. 
Полная температура высоконапорного газа падает, низконапорного – растет [1; 9; 10]. 

Изменение полных температур высоконапорного и низконапорного газов можно определить 
с помощью уравнений термодинамики [10; 11] 

1

01 01 11 1 1
k

k
P T PT T


 

  
      

    
,                                                 (25) 

1

02 02
1

1 1
k

k
C C

C

T T





  
     
     

,                                                  (26) 

где 01PТ   полная температура высоконапорного газа после завершения обмена работой с низ-

конапорным газом, К; 02СТ полная температура низконапорного газа после обмена работой  

с высоконапорным газом, К. 
Обмен работой заканчивается тогда, когда полное давление высоконапорного и низконапор-

ного газов будут равны полному давлению их смеси на выходе из вихревого эжектора, т. е. 03P . 

В процессе обмена работой может оказаться, что статическая температура одного газа будет 
выше статической температуры другого. В результате возникает тепловой поток, идущий от потока 
с более высокой статической температурой к потоку с пониженной статической температурой, 

( ) ( ).Г ХQ f t f T Т                                                          (27) 

Тепловой поток и температуру 03Т  на выходе из вихревого эжектора можно определить по 

формулам теории теплопередач или по формуле (18). 
Вышеприведенная математическая модель замкнута. На базе решения этой модели можно 

составить методику расчета термодинамических характеристик вихревого эжектора при из-
вестных геометрических параметрах.  

 

Методика расчета термодинамических характеристик вихревого эжектора при извест-
ных геометрических параметрах 

Исходные данные для расчета: 

01P  – полное давление на входе в эжектор высоконапорного газа, Па; 

01Т  – полная температура высоконапорного газа на входе в вихревой эжектор, К; 
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1F  – площадь входа в вихревой эжектор высоконапорного газа, м2; 

02P  – полное давление низконапорного газа на входе в вихревой эжектор, Па; 

02Т  – полная температура низконапорного газа на входе в вихревой эжектор, К; 

2F  – площадь входа в эжектор низконапорного газа, м2; 

3F  – площадь выхода из вихревого эжектора смеси газов, м2; 

k  – показатель адиабаты газа; 

HP  – давление окружающей среды, Па; 

1 0,5
12 кг

, ;
1 Дж

k

kk K
m

R k


          

 

0,0404m   – для воздуха; 

0,0396m   – для продуктов сгорания керосина; 

P
  – КПД процесса расширения газа (берется на базе последних достижений турбинострое-

ния); 

С
  – КПД процесса сжатия газа (берется на базе последних достижений компрессорострое-

ния). 
Определить: 

03P  – полное давление газа на выходе из вихревого эжектора, Па; 

Π – степень эжекции 2

1

G

G

 
  
 

; 

2G  – расход низконапорного газа на входе в вихревой эжектор, кг/с; 

3G  – расход газа на выходе из вихревого эжектора, кг/с; 

1G  – расход высоконапорного газа на входе в вихревой эжектор, кг/с; 

03T  – полная температура газа на выходе из вихревого эжектора, К. 

 
Порядок расчета 
1. Газодинамическая функция давления высоконапорного газа на входе в вихревой эжектор 

 1
01

HP

P
   . 

2. Коэффициент скорости высоконапорного газа на входе в вихревой эжектор 

 
1

1 1
1

[1 ]
1

k

k
k

k

 
    


. 

3. Приведенный расход 

 
1 1

1 12
1 1 1

1 1
1 ,

2 1

k kk k
q

k

               
 

где  1 1q    при 01 / 1,89HP P  . 

4. Расход высоконапорного газа на входе в вихревой эжектор 

 1 01 1
1

01

,  кг/с
F P q

G m
T


 . 

5. Расход газа на выходе из вихревого эжектора определяется точкой пересечения графиков 

 3 ПG f  и  3 1 03П .G f P  

Расчет этих графиков осуществляется, как показано далее. 
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6. Определение коэффициента a  для огоi  количества степеней эжекции П: 

1 1
*

01

1
П ,P

i ik k

k k
C H

a

P P
 


 



 

где 1 5.i    

7. Определение коэффициента b  для огоi  количества степеней эжекции П: 

1
П ,i i P

C

b 


 
     

 

где 1 5.i    

8. Определение коэффициента с для огоi  количества степеней эжекции П: 

 
1

1 ,
k

k
i P Hc P


     

где 1 5.i    

9. Определение полного давление газа на выходе из вихревого эжектора для огоi  количества 
степеней эжекции П: 

12

03
4

,
2

k

k

i
b b ac

P
a

    
 
 

 

где 1 5.i    

10. Газодинамическая функция давления газа на выходе из вихревого эжектора для огоi  
количества степеней эжекции П: 

 3
03

,H
i

i

P

P
    

где 1 5.i    

11. Коэффициент скорости газа на выходе из вихревого эжектора для огоi  количества степе-
ней эжекции П: 

 
1

3 3
1

[1 ] ,
1

k

ki i

k

k

 
    


 

где 1 5.i    

12. Приведенный расход газа на выходе из вихревого эжектора для огоi  количества степеней 
эжекции П: 

 
1 1

1 12
3 3 3

1 1
1 ,

1 2

k k

i i i
k k

q
k

               
 

где 1 5.i    

13. Расход газа на выходе из вихревого эжектора для огоi  количества степеней эжекции П  
в функции полного давления и степени эжекции П: 

 
 3 03 3

3 03
03

П ,  кг/сi i
i i

F P q
G f P m

T


   

где 1 5.i    

14. Расход газа на выходе из вихревого эжектора для огоi  количества степеней эжекции П  
в функции от степени эжекции П: 

 3 1П 1 ,  кг/сi iG G  , 

где 1 5.i    
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15. Строятся графики  3 03 ,Пi i iG f P  и  3 Пi iG f  (рис. 1). 

 

  
Рис. 1. График изменения расхода газа на выходе из вихревого эжектора  

в зависимости от степени эжекции Пi  и в функции от  03 ,Пi iP  
 

Fig. 1. Graph of the gas flow rate at the outlet of the vortex ejector depending  

on the degree of ejection Пi  and as a function of  03 ,Пi iP   

 
Точка пересечения двух графиков дает истинное значение степени эжекции и полного дав-

ления газа на выходе из вихревого эжектора. 
16. Полная температура газа на выходе из вихревого эжектора 

01 02
03

01

1 П .
П 1

T Т
T

T

 
    

 

Расчет окончен. 
 

Обсуждение результатов 
Вышепроведенное исследование показало, что в вихревом эжекторе обмен работы и тепло-

ты происходит под действием сил вязкости, вызывающих возникновение касательных напря-
жений. Теплообмен между слоями газа идет за счет разности статических температур высоко-
напорного и низконапорного компонентов. 

Касательные напряжения в вихревом эжекторе появляются из-за разности угловых скоро-
стей высоконапорного и низконапорного газов. 

Процесс сжатия и расширения низконапорного и высоконапорного газов описывается из-
вестными уравнениями механики сплошной среды [12]. 

На базе разработанной замкнутой математической модели составлена методика расчета тер-
модинамических параметров вихревого эжектора при известных геометрических размерах.   

Совпадения теоретических и расчетных данных удовлетворительны (рис. 2–5) [13; 14]. 
 

Заключение 
Методика расчета термодинамических параметров вихревого эжектора составлена на базе 

математической модели, описывающей рабочий процесс вихревого эжектора с помощью урав-
нений механики сплошной среды. 

Изменение полного давления и полной температуры объясняется обменом работой и тепло-
той между высоконапорным и низконапорным потоками газа. Механизмом передачи кинетиче-
ской энергии от высоконапорного к низконапорному газу являются силы вязкости, возникаю-
щей за счет разности угловых скоростей. 

Тепловой поток возникает из-за разницы статических температур высоконапорного и низко-
напорного газов. 
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Совпадение расчетных данных, определенных по вышеприведенной методике, с экспери-
ментами других авторов удовлетворительное. 
 

 
 

Рис. 2. Влияние диаметра сопла эжектирующего  
потока на степень эжекции  

(    – расчет;   – эксперимент) 
 

Fig. 2. The effect of the ejecting flow nozzle on the 
degree of ejection 

(    – calculation;   – experiment) 

Рис. 3. Влияние диаметра сопла для ввода эжектируе-
мого газа на повышение его давления  
(   – расчет;    – эксперимент) 

 

Fig. 3. The effect of the nozzle diameter for the injection 
of the ejected gas on the increase in its pressure  

(   – calculation;    – experiment) 
  

 

 

 

 
 

Рис. 4. Влияние длины камеры смешения  
на коэффициент эжекции 

(    – расчет;    – эксперимент) 
 

Fig. 4. The effect of the mixing chamber length  
on the ejection coefficient 

(    – calculation;    – experiment) 

 

Рис. 5. Зависимость коэффициента эжекции П и пол-
ного давления 03P  на выходе из вихревого эжектора 

от конструкции сопла активного потока и полного 
давления высоконапорного газа от полного давления 

на входе в вихревой эжектор  

(  – сопло с вихревой струей;   – сопло с равномер-
ным полем скоростей) 

 

Fig. 5. Dependence of the ejection coefficient P and the 
total pressure at the outlet of the vortex ejector on the 
design of the active flow nozzle and the total pressure  

of the high-pressure gas on the total pressure at the inlet 

of the vortex ejector (  – vortex jet nozzle;   – nozzle 
with uniform velocity field) 
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В статье предлагается концепция эксперимента по проведению летной апробации различных 

образцов фотоэлектрических преобразователей. Целью исследования является изучение поведения 
новых типов солнечных элементов в условиях космического пространства. 

Исследование будет выполняться методом тестирования образцов на борту космического ап-
парата. Проведение эксперимента будет осуществляться устройством, производящим сбор дан-
ных об электрических свойствах солнечных элементов. Полученная информация будет представле-
на в виде вольтамперной характеристики. В ходе эксперимента также будет проведено изучение 
ее зависимости от внешних параметров. В частности, будет исследована корреляция вольтампер-
ной характеристики от значений температуры и освещенности солнечных элементов. Исходя из 
полученных данных, будет определен коэффициент полезного действия фотоэлектрических преоб-
разователей. Также будет изучена их деградация в результате воздействия космического ионизи-
рующего излучения. Перед авторами поставлена задача спроектировать и разработать экспери-
ментальную установку, которая будет представлять собой модуль полезной нагрузки малого кос-
мического аппарата класса CubeSat. 

По результатам работы был выработан облик эксперимента по проведению летного тестиро-
вания, определены требования к модулю полезной нагрузки и предложен проект по его созданию. 
На данном этапе схемотехническая и программная реализация самого модуля находятся в стадии 
разработки. В ходе работы также были сформулированы основные требования, которые данный 
модуль предоставляет основным системам космического аппарата. 

Для выполнения миссии эксперимента планируется интегрировать модуль полезной нагрузки на 
платформу аппарата ReshUCube-2 форм-фактора 3U. Этот спутник будет оснащен оборудова-
нием, обеспечивающим возможность проведения технологических экспериментов.  

 
Ключевые слова: фотоэлектрические преобразователи, полезная нагрузка, летный эксперимент, 

деградация, радиационная стойкость. 
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The article proposes the concept of an experiment for conducting flight testing of various samples of 

photovoltaic converters. The purpose of the experiment is to study the behavior of new types of solar cells 
in outer space. 

The research will be carried out by testing samples on board the spacecraft. The experiment will be 
carried out by a device that collects data on the electrical properties of solar cells. The information 
received will be presented in the form of a voltage characteristic. During the experiment, its dependence on 
external parameters will also be studied. In particular, the correlation of the current-voltage characteristic 
from the values of temperature and illumination of solar cells will be investigated. Based on the data 
obtained, the efficiency of photovoltaic converters will be determined. Their degradation as a result of 
exposure to cosmic ionizing radiation will also be studied. The authors are tasked with designing and 
developing an experimental installation that will be a payload module of a small CubeSat-class spacecraft. 

Based on the results of the work, the appearance of the flight testing experiment was developed, the 
requirements for the payload module were determined and a project for its creation was proposed. At this 
stage, the circuit design and software implementation of the module itself are under development. In the 
course of the work, the main requirements that this module provides to the main systems of the spacecraft 
were also formulated. 

To carry out the mission of the experiment, it is planned to integrate the payload module on the 
platform of the ReshUCube-2 form factor 3U. This satellite will be equipped with equipment enabling 
technological experiments. 

 
Keywords: solar cells, payload, on-orbit experiment, degradation, radiation hardness. 
 
Введение 
Фотоэлектрические преобразователи (ФЭП) наиболее часто используются на космических 

аппаратах (КА) в качестве первичного источника электроэнергии. Их основным недостатком 
является ухудшение работоспособности в условиях космической среды. Большое количество 
пролетающих высокоэнергетических заряженных частиц и ультрафиолетовое излучение Солн-
ца вызывают появление множественных дефектов. Деградация солнечных панелей является 
актуальной проблемой в сфере спутникостроения, поскольку время работы космического аппа-
рата на орбите главным образом определяется состоянием его системы энергопитания. Соглас-
но статье [1], наибольшая доля отказов, приводивших к провалу миссии спутников CubeSat, 
приходится именно на эту систему. 

Едва ли представляется возможным полностью защитить панели от губительных условий 
космоса. Однако, повысив эффективность солнечных элементов и снизив на какой-то порядок 
величину деградации, можно увеличить сроки службы космических миссий. Поэтому в на-
стоящее время во всем мире разрабатывается несколько перспективных концепций ФЭП с не-
сколькими p-n переходами для космических применений [2]. И все они нуждаются в тестирова-
нии, поскольку необходимо понимать их поведение на орбите. 

С помощью наземных имитаторов Солнца невозможно точно воссоздать спектр Солнечного 
излучения на орбите, соответствующий нулевой атмосферной массе (AM0) [3]. Величина атмо-
сферной массы определяет долю солнечного излучения, поглощаемого атмосферой Земли.  



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 23, № 3 
 

 488

Даже опыты, проводимые на стратостатах, не смогут рассказать нам о поведении солнечных 
элементов на борту КА. Кроме того, в земных условиях крайне тяжело воспроизвести спектр 
космического ионизирующего излучения. Поэтому летное тестирование на платформе нанос-
путников формата CubeSat, не облагающих разработчиков высокими экономическими затрата-
ми, будет являться рациональным способом получения данных о новых технологических реше-
ниях на ранних этапах тестирования ФЭП. 

Метод летной апробации имеет опыт применения в реальных миссиях спутников CubeSat.  
 таком формате проводились эксперименты по определению эффективности ФЭП и ее сниже-
ния с течением времени. 

Базовым методом исследования деградации солнечных панелей является измерение рабочего 
тока и определение снижения его значения с течением времени. В статье [4] предлагается альтер-
нативный метод мониторинга деградации солнечной батареи спутника с использованием фото-
электрической модели в качестве эталона. Этот метод может быть использован на любом спутни-
ке, на котором собираются данные о напряжении, токе, угле падения солнечного света и темпера-
туре солнечной батареи. Метод заключается в использовании моделей деградации, применении 
фотоэлектрических моделей. Существует две фундаментальные модели. Первой их них является 
модель переноса протонов (proton fluence model) [5], предложенная Лабораторией реактивного 
движения (JPL). Вторая – модель дозы повреждения от смещения (displacement damage dose, 
DDD) [6], разработанная Военно-морской исследовательской лабораторией (NRL). В качестве 
примера приводится эксперимент, который проводился на первом спутнике, произведенном Син-
гапуром – X-SAT [7]. В этом исследовании сравниваются теоретически и экспериментально опре-
деленные выходные характеристики солнечных панелей. В теоретических расчетах используется 
фотоэлектрическая модель, а экспериментальная проверка проводилась на борту аппарата X-SAT. 

Публикация [8] включает в себя вопросы о постановке экспериментов на орбите на примере 
миссии TacSat-4 [9]. Миссия заключалась в исследовании радиационной стойкости солнечных 
панелей, а также их эффективности в условиях комического пространства. TacSat-4 выведен на 
высокоэллиптическую орбиту (HEO) размером 12000×700 км, пересекая как электронный, так и 
протонный радиационные пояса [10]. Суровая среда электронного и протонного излучения слу-
жит отличной возможностью для тестирования новых фотоэлектрических технологий. В рамках 
эксперимента использовались ультратонкие (100 мкм) солнечные элементы с тройным переходом 
GaInP / GaInAs / GE, а также модуль солнечных элементов с концентратором растянутых линз. 

Также имеется опыт реализации университетами метода верификации на орбите. Целью 
технической миссии космического аппарата MOVE-II являлось измерение вольтамперной ха-
рактеристики новых многопереходных солнечных элементов [11]. Этот спутник был разрабо-
тан Мюнхенским университетом и запущен в начале 2018 г. на круговую солнечно-синхронную 

орбиту высотой приблизительно 500 км. Его 
внешний вид представлен на рис. 1. 

В модуле полезной нагрузки Zenith, установ-
ленном на данном спутнике, каждый ФЭП под-
ключен к считывающей цепи. Управление раз-
верткой напряжения осуществляется с помо-
щью цифроаналогового преобразователя. Сиг-
налы напряжений ячейки и шунта оцифровыва-
ются с помощью аналого-цифровых преобразо-
вателей. Температура каждого солнечного эле-
мента измеряется цифровым датчиком, который 
находится в прямом тепловом контакте с задней 
поверхностью солнечного элемента. 

В номинальном режиме спутник работает  
в положении, когда полезная нагрузка направ-

 

 
 

Рис. 1. Внешний вид спутника MOVE-II.  
Область ПН выделена красной рамкой [11] 

 

Fig. 1. The appearance of the MOVE-II satellite.  
The payload area is highlighted with a red border 
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лена в зенитном направлении (строго к Солнцу). Дополнительные данные, такие как угол  
наклона Солнца и видимость Земли, собираются системой ориентации и контроля (ADCS) и 
также включаются в передаваемые данные. Эти входные данные используются для последую-
щей обработки на Земле и для исследования влияния угла падения солнца и альбедо Земли  
на производительность солнечных элементов. 

Примером отечественной миссии исследования новых ФЭП в космосе является первый 
спутник Дальнего Востока «АмурСат» [12]. Это CubeSat формата 3U весом 3 кг, созданный 
Амурским государственным университетом (АмГУ) в рамках программы «Универсат-
СОКРАТ». Он запущен в июле 2019 г. на солнечно-синхронную орбиту высотой 530 км. На 
борту этого спутника был установлен модуль полезной нагрузки «Фотон – Амур», также разра-
ботанный АмГУ. Прибор «Фотон – Амур» позволяет проводить исследования вольтамперных 
характеристик новых фотоэлектрических преобразователейм. ФЭП для этого модуля были соб-
раны из гетероструктурных элементов, выращенных в собственной лаборатории университета. 

КА оснащен универсальной платформой для обеспечения работоспособности модуля. С уче-
том конструктивного исполнения платформы и особенностей подключения полезных нагрузок 
прибор «Фотон – Амур» выполнен на двух платах, одна является вычислительным устройст-
вом, а вторая – панелью фотоэлектрических преобразователей. Основу платформы составляет 
микроконтроллер с внутрисистемной флэш-памятью. Полученные во время эксперимента дан-
ные накапливаются в ПЗУ и передаются на Землю во время сеанса связи порциями по 256 бит. 
Формат отправляемых данных содержит название модуля, время отправки и блок параметров. 
В эти параметры входят значения, полученные датчиками тока, напряжения, температуры и 
освещенности ФЭП. По полученным данным на Земле будут вычисляться эффективность  
и мощность фотоэлектрических преобразователей, рассчитываться зависимости их характери-
стик от факторов окружающей среды – температуры, энергии светового потока, ионизирующе-
го излучения и времени работы. Энергопотребление модуля:  среднее – 50 мА, пиковое –  
не более 100 мА. Общий вес полезной нагрузки не более 100 г. 

Результаты испытаний на орбите не выявили существенных замечаний по работе ПН. Дан-
ные, полученные с приборов, установленных на спутнике, подтвердили работоспособность и 
пригодность модуля для ведения космического эксперимента. По результатам летной эксплуа-
тации спутника были сформулированы рекомендации по усовершенствованию параметров и 
режимов бортовых служебных систем и приборов ПН для применения в последующих аппара-
тах данного класса. 

Существует множество других примеров проведения тестирования технологических реше-
ний на борту малого космического аппарата. И накопленный опыт целесообразно использовать 
при проектировании новых подобных миссий. В приведенной статье представлен проект моду-
ля ПН для КА класса CubeSat для проведения летной апробации ФЭП различного типа. Разра-
батываемое устройство должно соответствовать требованиям и ограничениям, которые опреде-
лены форматом спутника. 

 
Параметры и характеристики ФЭП, определяемые в ходе эксперимента 
В качестве выходных данных будут выступать мгновенные значения тока, выдаваемого сол-

нечным элементом в зависимости от падающего на нем напряжения. Совокупность значений тока 
и соответствующих значений напряжения будут использоваться для построения точек кривой 
вольтамперной характеристики (ВАХ) солнечного элемента. Каждому полученному набору точек 
ВАХ будет определяться соответствующее значение угла положения Солнца. Этот угол поможет 
определить освещенность солнечных элементов. Проводя качественный и количественный ана-
лиз кривой ВАХ, пользуясь известными значениями освещенности и площади поверхности ФЭП, 
будет получено значение его коэффициента полезного действия (КПД). Наблюдение за КПД  
в течение некоторого времени позволит исследовать деградацию солнечного элемента. Также 
каждый цикл измерений будет сопровождаться измерением температуры ФЭП.  
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Методика летного эксперимента и рабочие циклы 
В качестве методологии эксперимента предлагается использовать методику, лежащую в ос-

нове миссии КА MOVE-II [11]. В рамках проведения эксперимента на орбите предлагаются 
опыты по определению зависимости ВАХ солнечных элементов от угла освещенности и темпе-
ратуры. 

Для реализации этих опытов модуль полезной нагрузки будет проводить эксперимент в двух 
режимах: 

1) режим измерения угла освещенности; 
2) режим изменения температуры. 
Последовательность этих двух режимов будет составлять рабочий цикл. 
Определение зависимости ВАХ от угла положения Солнца будет проводиться с помощью 

использования Системы Ориентации и Стабилизации, а также солнечного датчика. В режиме 
изменения угла освещенности космическому аппарату будет необходимо совершить поворот. 
В исходном положении модуль полезной нагрузки спутника будет ориентирован под углом 90° 
относительно направления на Солнце, как показано на рис. 2 слева. В конечном положении  
модуль будет ориентирован строго на Солнце (рис. 2 справа).  

 

 
 

Рис. 2. Схематичное представление начального и конечного положения КА  
в режиме изменения угла освещенности 

 

Fig. 2. Schematic representation of the initial and final position of the spacecraft 
in the mode of changing the illumination angle 

 
Во время маневра для предварительно заданных значений угла положения Солнца будут со-

бираться наборы точек ВАХ. Для проведения этого опыта есть необходимость в минимизации 
времени поворота с целью избегания резкого скачка температуры в ходе рабочего цикла. Вре-
менные рамки проведения данного этапа цикла работы будут уточнены. 

В режиме изменения температуры модуль будет ориентирован строго на Солнце в течение 
всего цикла измерений. Получение наборов точек ВАХ будет производиться для заранее задан-
ных значений температуры. Согласно источнику [13], во время прохождения малого космиче-
ского аппарата, расположенного на низкой околоземной орбите, температура на солнечных  
панелях, которые ориентированы на Солнце, может достигать до 80 ºС, а температура систем, 
на которые не попадают прямые солнечные лучи, составляет от 20 ºС. 

Если кривые I–V могут быть получены при разных температурах, то можно будет опреде-
лить соответствующие температурные коэффициенты. Знания о зависимости ВАХ от темпера-
туры также помогут провести калибровку в опыте с изменением угла положения Солнца. 

Очевидно, на результаты эксперимента будет оказывать ощутимое влияние свет, отражен-
ный от Земли. Для чистоты проведения эксперимента в статье [14] предлагается проведение 
измерений в заблаговременно предсказанный временной интервал, когда спутник будет нахо-
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диться около «полудня» орбиты, чтобы обеспечить оптимальное освещение солнечных элемен-
тов без альбедо Земли. Под «полуднем» орбиты понимается такая точка орбиты, которая нахо-
дится строго между Землей и Солнцем. 

 
Облик модуля полезной нагрузки 
Предлагается проект модуля полезной нагрузки, который будет сконструирован на одной 

плате. На внешней стороне платы будут располагаться верифицируемые фотоэлектрические 
преобразователи, а также датчик Солнца (который будет представлять собой совокупность фо-
торезисторов низкого сопротивления). Модуль будет установлен на торцевой стороне КА. 

Солнечные элементы будут иметь небольшие размеры (2–3 см). Их количество на экспери-
ментальном модуле составит 5–6 штук. Для экспериментального изучения эффектов деграда-
ции один из элементов будет установлен в виде голой ячейки, т. е. без защитного стекла.  
В дальнейшем габариты и количество ячеек будут уточнены.  

Каждый ФЭП будет подключен к считывающей цепи. Измерение температуры будет прово-
диться датчиком в месте прямого теплового контакта с задней поверхностью каждого ФЭП. Раз-
вертку кривой зависимости тока от напряжения планируется выполнять путем изменения сопро-
тивления блока цифровой нагрузки, который будет служить в качестве переменной электронной 
нагрузки. Управление переменным сопро-
тивлением будет осуществляться с помо-
щью микроконтроллера. Микросхема 
цифровой нагрузки имеет в своём составе 
63 резистора, соединенных последова-
тельно. С помощью управляющего сигна-
ла, подающегося на микросхему, можно 
изменять количество резисторов, участ-
вующих в электрической цепи. Напряже-
ние UC солнечного элемента измеряется 
непосредственно между положительным 
и отрицательным контактом солнечного 
элемента. Ток измеряется как падение 
напряжения на прецизионном шунти-
рующем резисторе R небольшого сопро-
тивления с низким температурным коэф-
фициентом.  

В качестве устройства, измеряющего 
ток и напряжение, а также оцифровы-
вающего их значения, будет удобно при-
менять готовую микросхему типа 
INA266. Связь этой микросхемы с внеш-
ними устройствами, а в частности, с мик-
роконтроллером (обозначен аббревиату-
рой MK на рис. 3), можно установить по 
интерфейсу I2C. Для общения микрокон-
троллера полезной нагрузки с платформой КА класса CubeSat принято использовать CAN-
шину. Это решение имеет широкий опыт применения. 

На рис. 3 представлена схема, показывающая связь между компонентами полезной нагрузки  
и платформой космического аппарата. Точечным пунктиром выделены считывающие цепи,  
снимающие ВАХ с солнечных элементов. На иллюстрации изображены лишь 2 блока  
считывающих цепей для наглядного представления взаимодействия этих блоков с микрокон-
троллером. 

 

 
 

Рис. 3 Функциональная блок-схема: 
DL – блок цифровой нагрузки; PM – Power monitor INA266;  

I2C – интерфейс I2C; TSs – датчики температуры;  
SS – датчик освещения; MC – микроконтроллер;  

CAN – интерфейс CAN; Pl – платформа ReshUCube-2 
 

Fig. 3 Functional block diagram: 
DL – digital load unit; PM – Power monitor INA266;  

I2C – I2C interface; TSs – temperature sensors;  
SS – light sensor; MC – microcontroller;  

CAN – CAN interface; Pl – ReshUCube-2 platform 
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Объем генерируемых данных 
Все вырабатываемые данные будут представлены в виде переменных типа float, имеющих 

объем 4 байта. 
Количество точек для графика ВАХ будет определяться точностью измерений тока и напря-

жения. Точность измерения, в свою очередь, определяется главным образом температурной и 
радиационной стабильностью элементов цепи. 

Планируется, что ВАХ будет содержать около 20 точек. Каждому набору данных ВАХ будут 
соответствовать значения температуры и угла положения Солнца в момент измерения.  

В случае использования солнечного датчика по типу QD фотодиода, чувствительный эле-
мент которого состоит из четырех независимых фотодиодов, будут получены соответствующие 
4 значения выходных напряжений фотодетекторов. Эти значения будут обрабатываться на Зем-
ле и из их соотношения будет однозначно определено положение Солнца. 

Информационный объем одного полного набора данных ВАХ будет составлять 420 байт. 
Умножив это значение на количество исследуемых солнечных ячеек (возьмем 5), получим 

2100 байт информации.  
Планируется по возможности последовательно совместить опыт с изменением угла наклона и 

опыт с изменением температуры. Предлагается провести 10 измерений для угла от 0 до 90° с ша-
гом в 10°, а также дополнительные измерения для углов 5° и 85° (для более точного определения 
возможного влияния отражательных эффектов). Всего: 12 измерений. Для эксперимента с изме-
нением температуры предварительно планируется провести 10 измерений, например: с шагом  
в 5 ºС в диапазоне от 25 до 75 ºС. В итоге предварительно мы имеем 12 + 10 = 22 цикла измере-
ний ВАХ, информационный объем которых составит 19 800 байт (около 19,3 Кб) (см. табл.). 

 
Генерируемый объем данных 

 
Набор данных ВАХ для одного ФЭП 
Измеряемые 
параметры 

Вес пара-
метра, байт 

Кол-во 
измерений 

Суммарный 
объем дан-
ных, байт 

Ток 4 20 80 

Напряжение 4 20 80 

Угол падения 4 4 16 

Температура 4 1 4 

Кол-во 
ФЭП 

Объем 
данных 
одного 
полного 
набора, 
байт 

Кол-во 
набо-
ров 

Объем 
пакета 
данных, 
получае-
мых за 
полный 
цикл из-
мерений, 
байт 

Итого 45 180 5 900 22 19800 

 
Планируется получать полный пакет данных от модуля полезной нагрузки с периодично-

стью раз в неделю, предварительно посылая по каналу связи из Центра управления полетами 
(ЦУП) к КА соответствующую телекоманду с привязкой по времени. 

 
Обеспечение связи с модулем полезной нагрузки и получение данных 
Управление началом рабочего цикла полезной нагрузки будет осуществляться с помощью ра-

диосвязи системы телекоммуникации КА с наземной станцией центром управления полетами. 
Процесс запуска проведения эксперимента на борту будет включать в себя следующие этапы: 

1. Отправка телекоманды из центра управления полетами на КА по восходящей линии кана-
ла связи [15] с привязкой ко времени. 

2. Прием телекоманды телекоммуникационной системой спутника и передача в бортовую 
систему управления. 

3. Послание из бортового компьютера в заданный момент времени команды начала экспе-
римента через мультиплексор по шине I2C в микроконтроллер полезной нагрузки. 

В микроконтроллер будет загружено программное обеспечение, реализующее проведение 
эксперимента. 



 
 
 

Раздел 2. Авиационная и ракетно-космическая техника 
 

 493

Принцип получения данных из модуля полезной нагрузки: 
1. Измерение набора значений токов и соответствующих напряжений, выдаваемых фото-

электрическим преобразователем. 
2. Получение из датчиков положения Солнца и температуры соответствующих значений  

угла положения светила и температуры. 
3. Измеренные параметры поступают в микроконтроллер, формирующий пакет данных 

в виде excel-таблицы или текстового файла. 
4. Микроконтроллер передает пакет через мультиплексор по интерфейсу I2C на бортовой 

компьютер. 
5. Во время появления канала связи пакет данных передается в ЦУП в виде телеметрии. 
 
Минимальные требования к платформе 
Разрабатываемый модуль полезной нагрузки будет установлен на торцевую сторону спутни-

ка CubeSat форм-фактора 3U [16]. Измерительная цепь будет напечатана на нижней стороне 
платы. На верхней стороне платы будут сделаны выводы контактов для припаивания ФЭП. 
Торцы направляющих должны иметь зоны для контакта с соседними аппаратами во время  
запуска. Минимальный размер этих зон: 6,5 мм (рис. 4). Эта зона накладывает ограничение  
по высоте установленных на плату компонентов. Под высотой понимается размер вдоль оси Z. 

 

 
 

Рис. 4. Торцевой и боковой виды 3U CubeSat 
 

Fig.4. End and side views of 3U CubeSat 

 
Плата имеет размеры 100100 мм и по углам 

имеет квадратные срезы глубиной не менее 8,5 мм 
для установки на направляющие (металлический 
каркас). Помимо солнечных элементов, на фрон-
тальной стороне платы будет размещен солнеч-
ный датчик (показан на рис. 5 в виде круга, раз-
деленного на 4 сектора). 

Также стоит отметить условия, предъявляе-
мые характером эксперимента к орбите космиче-
ского аппарата. Для реализации изучения эффек-
тов деградации орбита спутника должна тем или 
иным образом проходить через радиационные 
пояса Ван Аллена [10]. Планируется, что косми-
ческий аппарат ReshUCube-2 будет выведен на 
низкую околоземную орбиту. Нижняя граница 
возрастания интенсивности излучения заряженных 
частиц (протонов) начинается на высоте 500 км 

 
 

Рис. 5. Плата модуля полезной нагрузки 
 

Fig. 5. Payload Module board 
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(над Атлантикой). Поэтому целесообразно, чтобы орбита спутника была полярной и пролегала 
выше этой отметки. Кроме того, для чистоты проведения эксперимента необходимо моделиро-
вание орбиты для предсказания времени, когда спутник будет проходить около «полудня» 
орбиты. Это позволит обеспечить оптимальное освещение солнечных элементов без альбедо 
Земли. 

Характеристики служебных систем определяют тип и возможности полезной нагрузки [15]. 
19,3 Кб данных, генерируемый модулем полезной нагрузки, будут предоставлять отнюдь не 
высокие требования к интерфейсу и системе телекоммуникации. Время передачи такого объема 
данных по протоколу I2C (со скоростью 100 Кбит/с) составит приблизительно 1,5 с. Зачастую  
в бортовой телекоммуникационной системе спутников CubeSat используется передатчик 
VHF/UHF-диапазона. Минимальная скорость передачи телеметрии по нисходящему каналу 
связи составляет 9 600 бит/с. При такой скорости сгенерированные данные будут отправлены 
на Землю за 16,5 с. Если учесть, что 30 % сообщения займут протокольные данные (служебная 
информация), то отправка пакета данных в общей сложности займет 24,6 с. 

Во время режима изменения ориентации в ходе цикла работы модуля полезной нагрузки КА 
должен будет совершить маневр: поворот на 90°. Скорость поворота будет ограничена возмож-
ностями Системы Ориентации и Стабилизации. Предварительно оцененные требования к точ-
ности ориентации имеют стандартное значение: не более 10° отклонения от заданного положе-
ния. На этот параметр будет оказывать влияние точность Солнечного датчика. 

 
Реализация на платформе космического аппарата 
Предполагается реализация космической миссии модуля полезной нагрузки на борту спут-

ника ReshUCube-2. Аппарат в данный момент находится на стадии разработки. Он будет разви-
вать идеи, заложенные в первом ReshUCube, созданным СибГУ им. М. Ф. Решетнева [17].  
В первую очередь, это касается реализации реконфигурируемой космической лаборатории. По 
задумке проекта планировалось использование полученных данных в рамках учебно-научной 
деятельности. 

Принцип работы такой лаборатории заключается в управлении режимами работы полезной 
нагрузки путем загрузки на КА программного обеспечения в процессе полета. Управление уст-
ройствами осуществляется контроллером полезной нагрузки. ReshUCube оснащен широким 
набором оборудования для проведения различных научных технологических экспериментов. 
На платформе спутников этой серии устанавливается несколько модулей полезной нагрузки 
различного характера, в том числе выполняющих тестирование и летную апробацию новых 
технологических решений. 

 
Заключение 
Традиционно космические аппараты, в том числе и малые аппараты, в частности, наноспут-

ники класса CubeSat, используются для проведения научных и технологических экспериментов. 
В данной работе сформулирован облик эксперимента по апробации фотоэлектрических элемен-
тов, предназначенного для проведения на модуле полезной нагрузки наноспутника класса 
CubeSat. В рамках облика определена методика проведения тестирования фотоэлектрических 
преобразователей, описаны рабочие циклы эксперимента. С учетом основных требований, 
предъявляемых методикой эксперимента, разработан проект тестирующего устройства. В про-
екте раскрыт способ схемотехнической реализации устройства, представлена функциональная 
схема модуля, демонстрирующая его основные компоненты. В ходе разработки модуля полез-
ной нагрузки планируется использование коммерчески доступных решений при выборе ком-
плектующих, что соответствует общей философии наноспутников класса CubeSat. 

Проведение эксперимента в условиях космической среды позволит получить представление 
об истинном поведении солнечных ячеек на орбите. Эксперименты такого рода не могут иметь 
полноценных земных аналогов в связи с невозможностью моделирования всех действующих 
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факторов космического пространства. Поэтому проекты проведения подобных экспериментов 
притягивают внимание разработчиков, желающих получения летной истории для своей  
продукции.  

Формат CubeSat [16] способствует повышению удобства проведения эксперимента за счет 
конкретно определенных стандартов для спутников данного типа. К тому же, проведение экс-
перимента на борту CubeSat является бюджетным вариантом исследований. А концепция  
реконфигурируемой космической лаборатории ReshUCube не даст спутнику стать бесполезным 
после окончания заранее определенной экспериментальной программы и поможет использо-
вать ресурсы аппарата с максимальной эффективностью. 
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При проектировании ракетных двигателей решается задача обеспечения заданных основных 
конструктивных параметров. В связи с повышением требований к изделиям ракетно-космической 
техники, возрастают и требования к обеспечению энергетической эффективности всех входящих 
в него элементов. Как правило, задача повышения энергетических характеристик ракетного дви-
гателя осуществляется увеличением давления в камере сгорания и частоты вращения вала турбо-
насосного агрегата. Увеличение частоты вращения вала турбонасосного агрегата требует обес-
печения бескавитационного режима работы насоса с отсутствием кавитационного срыва. 

Данную проблему можно решить различными способами: конструктивным улучшением насоса 
или увеличением параметра давления на входе в насос. Однако слишком большое увеличение давле-
ния на входе невозможно, так как это приведет к увеличению толщины стенок топливных баков 
ракеты и соответствующему увеличению массы всей ракеты. Включение шнека хоть и не гаран-
тирует бескавитационной работы при любом входном давлении, однако является наиболее пред-
почтительным способом. 

Геометрия проточиной части как шнекового преднасоса, так и лопаток насоса проектируется с 
учетом обеспечения бескавитационного режима работы. При проектировании, на этапе экспери-
ментальной отработки режимов насоса, возможно применение методов вычислительной гидроди-
намики (Сomputational Fluid Dynamics, CFD). Данные методы применяются в различных областях 
общего машиностроения и хорошо себя зарекомендовали. Однако насос ракетного двигателя отли-
чается высоким перепадом давлений при относительно малых габаритах. Возникает вопрос об 
адаптации методов CFD к моделированию кавитационных испытаний. 

Данная работа направлена на выведение функции, аппроксимирующей группу данных об испыта-
нии насоса турбонасосного агрегата с целью ее дальнейшей адаптации для методов CFD.  

 
Ключевые слова: кавитация, турбонасосный агрегат, жидкостный ракетный двигатель, чис-

ленное моделирование. 
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When designing rocket engines, the problem of providing the specified basic design parameters is 

solved. In connection with the increase in requirements for products of rocket and space technology, the 
requirements for ensuring the energy efficiency of all its constituent elements are also increasing. As a 
rule, the task of increasing the energy characteristics of a rocket engine is carried out by increasing the 
pressure in the combustion chamber and the rotational speed of the turbopump shaft. An increase in the 
rotational speed of the shaft of a turbopump unit requires the provision of a cavitation-free operation of the 
pump with the absence of cavitation breakdown. 

This problem can be solved in various ways: by constructive improvement of the pump or by increasing 
the pressure parameter at the pump inlet. However, too much increase in inlet pressure is not possible, as 
this will increase the thickness of the walls of the rocket's fuel tanks and a corresponding increase in the 
mass of the entire rocket. Turning on the screw, although it does not guarantee cavitation-free operation at 
any inlet pressure, is the most preferred method. 

The geometry of the bore part of both the screw prepump and the pump blades is designed to ensure 
non-cavitational operation. When designing, at the stage of experimental testing of pump modes, it is 
possible to use the methods of computational fluid dynamics (Computational Fluid Dynamics, CFD). These 
methods are used in various areas of general engineering and have proven themselves well. However, the 
rocket motor pump has a high pressure drop with relatively small dimensions. The question arises of 
adapting CFD methods to modeling cavitation tests. 

This work is aimed at deriving a function approximating the THA pump test data set with a view to its 
further adaptation for CFD methods. 

 
Keywords: Cavitation, TNA, LRE, numerical simulation. 
 
Введение 
Одним из наиболее ответственных и энергонапряженных узлов жидкостного ракетного дви-

гателя является турбонасосный агрегат (ТНА), необходимый для обеспечения непрерывной по-
дачи компонентов топлива в камеру двигателя с заданным расходом и давлением. К ТНА, как  
к агрегату жидкостного ракетного двигателя (ЖРД), предъявляются следующие требования: 

– обеспечение работоспособности и основных параметров при заданном ресурсе с необхо-
димыми возможными паузами установленной продолжительности; 

– обеспечение на всех режимах работы двигателя подачи компонентов топлива требуемого 
расхода и давления при высокой степени надежности с приемлемым КПД всего агрегата и ми-
нимальной стоимости изготовления; 

– обеспечение минимальных размеров и массы всей двигательной установки (ДУ) за счет 
наименьших габаритных размеров и массы самого ТНА. 

При работе ТНА, в насосе может возникнуть явление кавитации, отрицательно влияющее  
на выполнение указанных выше требований. Кавитацией называют процесс роста пузырька  
в жидкости вследствие динамического понижения давления до давления насыщенного пара, 
происходящий при постоянной температуре [1]. Данный процесс схож с кипением (рост пу-
зырька, вызванный повышением температуры жидкости). При кавитации сам пузырек в жидко-
сти динамически меняется: сначала происходит рост, затем, если на него не будет действовать 
возрастающее давление, рост сначала прекратится и начнется сжатие пузырька. Затем пузырек 
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схлопнется и, вероятно, исчезнет вследствие растворения газов и конденсации пара. Схлопыва-
ние происходит «скачком», если паровые пузырьки, или каверны, содержат малое количество 
газа, и менее резко, если содержание в них значительно. Таким образом, кавитация включает 
целый ряд явлений от зарождения пузырька до его схлопывания [2]. Само же явление ведет  
к понижению рабочих параметров насоса, что может отразиться на работе жидкостного ракет-
ного двигателя в целом. При более длительном воздействии, вследствие местных повышений 
давления из-за схлопывания пузырьков, кавитация вызывает деформацию крыльчатки насоса – 
так называемую кавитационную эрозию. 

Вследствие воздействия кавитации возникает вопрос об учете данного явления при проекти-
ровании ТНА и разработке методики, позволяющей смоделировать кавитационное течение при 
работе насоса. Такие методики существуют, например они описаны в работах [3; 4]. Также суще-
ствуют методы вычислительной гидродинамики CFD, позволяющие численно смоделировать 
кавитационное течение в различных агрегатах (крыльчатка насосов, винт турбины, гидрокрыло, 
различные объекты в жидкости) и с применением сред с различной вязкостью и поверхностным 
натяжением, в том числе и криогенных. Данные методики представлены в работах [5–7]. 

С технической точки зрения, насосы окислителя и горючего предназначены для подачи ком-
понентов топлива в газогенераторы и коллектор подвода камеры двигателя. Основным рабочим 
элементом насоса является крыльчатка закрытого типа с односторонним входом, реже двусто-
ронним [8]. Для улучшения антикавитационных качеств насоса на входе перед крыльчаткой 
устанавливается шнек. Обычно крыльчатки отливают из высокопрочного алюминиевого спла-
ва, шнек изготавливают из нержавеющей стали.  

При изготовлении ТНА насосы подвергаются целому ряду испытаний на экспериментальное 
определение количественных и качественных характеристик объекта как результата воздейст-
вия на него сил при его функционировании, среди которых и испытание на определение кави-
тационного срыва. Как и в общем машиностроении, для испытаний насосов ТНА можно выде-
лить виды испытаний, которые можно классифицировать по организационно-юридическому 
признаку, их содержанию, составу, месту проведения и объектам испытаний [9]. Согласно дан-
ной классификации, испытания насосов на определение кавитационного срыва можно опреде-
лить к приемо-сдаточным по организационно-юридическому виду, параметрическим – по со-
держанию, кавитационным – по составу и стендовым – по месту проведения. 

Вследствие ряда допущений в различных моделях кавитации, теоретические и практические 
данные имеют определённое расхождение. Данное расхождение должно быть учтено с учетом 
специфики работы насоса ТНА, а именно высокого перепада давлений при малых габаритах 
рабочего колеса. Целью работы является разработка методики аппроксимации данных гидрав-
лического пролива насосов ТНА для дальнейшей верификации полученной модели с данными 
испытаний насоса с другой геометрией. Разработка и совершенствование новых методов чис-
ленного моделирования гидродинамических процессов ведет к повышению энергоэффективно-
сти и КПД ТНА и ЖРД в целом.  

 
Описание средств измерений 
Средства измерений (СИ) для данных испытаний выбиралась так, чтобы погрешность изме-

рения отдельных параметров на режиме испытаний, определяемая классом точности СИ, не 
превышала заданных значений: 

– для расходов ±1,5 %; 
– давлений ±1,0 %; 
– перепада давлений ±1,5 %; 
– температуры воды ±1 %. 
Для измерения давления используются образцовые манометры класса 0,4 по ГОСТ 65217–72. 

Также, при проведении натурных испытаний на определение кавитационного срыва, разреша-
ется применять манометры точных измерений класса 0,6 по ГОСТ 2405–88. Манометры выби-
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раются с таким диапазоном шкалы, чтобы измеряемые значения параметра находились во вто-
рой трети шкалы прибора. Подготовка манометров и эксплуатация при стендовых испытаниях 
осуществляется в соответствии с ОСТ 92-1608–80.  

Все приборы должны располагаться в правильном положении с обеспечением их устойчиво-
сти. Положение самого наблюдателя при всех его действиях не должно вызывать препятствий 
при записи показаний [10]. 

 

Определение и исключение промахов  
Обычно данные испытаний записываются в виде зависимости напора по оси Y, выраженно-

го в метрах или в Дж/кг, к давлению на входе по оси X, выраженному в Па или кгс/см2. Для 
возможности сравнения показаний кавитационных испытаний с аналогичными показаниями 
других насосов, а также определения функции приведем значения к безразмерным коэффици-
ентам. Для оси Х будем использовать число кавитации σ [2] записанное в следующем виде: 

2
 

2( )

*
вх v

вх ср

P P

v





 ,                                                               (1) 

где Рвх – давление на входе в МПа; Рv – давление насыщенного пара в МПа;  – плотность жид-
кости в кг/м3. Для оси Y будем использовать коэффициент напора Ψ (англ. head coefficient). 
Данный коэффициент применяется в достаточном большом числе работ, например в статьях 
[11–13]: 

2
2

2* *
H

g
v

  ,                                                               (2) 

где H – полный напор насоса в м; v2 – скорость на выходе из насоса в м/с2.  
Результаты гидравлических испытаний со снятием кавитационной характеристики модель-

ного (подобного натурному) насоса с полученными значениями давления входа, давления вы-
хода, расхода, числа оборотов крыльчатки заносятся в таблицу. Для каждого испытания сни-
маются показания параметров давления на входе и выходе из насоса, а также расхода в 12–13 
точках. В данной статье рассматриваются результаты 78 виртуальных испытаний с суммарным 
числом в 944 точках, представленных на рис. 1. Для определения точек промахов воспользуем-
ся критерием Шовене, основанном на распределении Гаусса. Для этого определяется число 
стандартных отклонений с учетом всех результатов, в том числе и потенциальных промахов,  
а затем сравнивается с вероятностью повторения данного события. Значение вероятности опре-
деляется с помощью распределения Гаусса. Для точного определения промахов, разобьём все 
точки, представленные на рис. 1 на группы справа налево по интервалам значений σ: 1-я группа 
σ = [0,26–0,25], 2-я [0,24–0,23], 3-я [0,22–0,21], 4-я [0,17–0,18], 5-я [0,15–0,16], 6-я [0,13–0,14],  
7-я [0,125–0,13], 8-я [0,12–0,125], 9-я [0,115–0,12], 10-я [0,11–0,115], 11-я [0,104–0,11],  
12-я [0,095–0,104], 13-я [0,09–0,095]. В каждой группе 78 точек данных, за исключением 13-й,  
в которой 8 точек. Для работы с критерием Шовене подсчитано для каждой группы значения 
среднего числа и среднеквадратического отклонения. Рассмотрим выполнения критерия Шове-
не для всех 13-ти групп. 

В первом приближении не подошли под критерий Шовене (значение числа точек значений 
испытаний, умноженное на вероятность повторения должно быть не ниже 0,5) нижние точки  
в группах с 12 по 5. Уберем из рассмотрения данные точки. Следовательно, число точек умень-
шится для этих групп с 78 до 77, соответственно. Повторно рассчитываем критерий Шовене 
для данных групп.   

По результатам второго приближения все точки 1–6 группы подошли под критерий Шовене, 
когда нижние точки групп 7–12 нет. Повторно убираем из рассмотрения точки испытания.  
В группах 7–12  число точек уменьшится с 77 до 76 соответственно.  

По результатам третьего приближения не подошли под критерий Шовене нижние точки 9-й, 
11-й и 12-й групп. Аналогично убираем из рассмотрения данные точки. После данного  
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приближения можно утверждать, что грубых промахов во всех группах нет, так как критерий 
Шовене выполняется для всех 12-ти групп. 

Отдельно рассмотрим точки 13-й группы. В данной группе грубых промахов нет, для учета 
испытаний подходят все 8 точек. По результатам отбрасывания промахов,  общее число точек 
для рассмотрения уменьшилось с 944 до 927. 

 

 
 

Рис. 1. График данных испытаний 
 

Fig. 1. Plot of test data 

 
Аппроксимация результатов испытаний 
Для определения функции, ее характера (линейная, степенная, логарифмическая и т. д.), не-

обходимо воспользоваться одним из методов математического анализа – аппроксимацией. Для 
аппроксимации полученных результатов с целью получения зависимости воспользуемся мето-
дом наименьших квадратов [14]. Метод заключается в рассмотрении суммы квадратов разно-
стей yi, полученных при кавитационном испытании и аппроксимирующей функции φ(x) в соот-
ветствующих точках. Параметры функции a, b, c…n φ(x) подбираются так, чтобы разность  
в квадрате была наименьшей. В зависимости от вида функции: линейная вида y = ax + b, трех-
члена второй степени y = ax2 + bx + c и т. д. – различаются системы линейных уравнений, необ-
ходимых для получения неизвестных a, b, c. 

При рассмотрении общего для всех 78 испытаний поведения значений коэффициента 
напора Ѱ от числа кавитации σ, можно сделать вывод о невозможности аппроксимации значе-
ний линейной зависимостью. В качестве аппроксимирующей функции необходимо рассмотреть 
логарифмическую, экспоненциальную и степенную функции. 

В случае аппроксимации логарифмической функцией, зависимость задается в виде  
F(x) = a + b * ln(x). В случае аппроксимации экспоненциальной функцией, зависимость задается 
в виде F(x) = a * eb

 
*

 
x. В случае аппроксимации степенной функцией, зависимость задается в виде 

F(x) = a * xb. Используя метод наименьших квадратов, получим следующие уравнения аппрок-
симации, описывающие все 927 точек значений испытаний: 

σ 
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   283.106 9.742*lnF x x  ;    (3) 

(0.213* )( ) 255.799* xF x e ;     (4) 

  0.0369283.78*F x x       (5) 

По полученным уравнениям построим график для каждого уравнения и сравним их со сред-
ними значениями групп 1–13 испытаний. График представлен на рис. 2. 

Наиболее близкие показания аппроксимации и значений испытаний насоса в режиме кави-
тации (крайние левые значения точек на графиках) показывает степенная функция (5). Для 
дальнейшей работы по приближению аппроксимирующей функции к показаниям испытаний 
будет взята за основу степенная функция. 

Чтобы приблизить значения аппроксимирующей функции (5) к графику средних значений 
испытаний, зададимся коэффициентами для функции Ѱ: a = 0,35, b = –0,092456 и c = 1,0239. 
Запишем, полученное аппроксимирующее уравнение и сравним его с данными средних значе-
ний испытаний (рис. 3): 

   *0,0369 0,35*0,0369
0,092456

283,78 283,78
1,0239

a
b

c

  
   .                           (6) 

 

  
 

Рис. 2. График средних значений групп испытаний и их аппроксимации 
 

Fig.2. Plot of means of test groups and their approximations 

 

 
 

Рис. 3. График средних значений групп испытаний и сравнение с аппроксимирующем уравнением,  
логарифмической, экспоненциальной и степенной аппроксимацией 

 

Fig. 3. Plot of test group means and comparison with fitted equation, logarithmic, exponential,  
and power approximation 
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Максимальная относительная погрешность уравнения (6) и средних значений испытаний 
групп 1–13 (рис. 1) равна 0,97 %. Однако, если сравнивать уравнение (6) со значениями каждого 
испытания из групп точек на рис. 1 по отдельности, то максимальная относительная погрешность 
будет равняться 4,59 %. Для более точного приближения уравнения к данным испытаний, рас-
смотрим отдельные испытания с минимальными и максимальными значениями Ψ. Введем новые 
коэффициенты для уравнения (6), чтобы понять характер смещения аппроксимирующего графика 
относительно значений Ψ. Коэффициент степени a оставим равным 0,35, а коэффициенты для 
значений b примем –0,094 и –0,0957, для значений c примем 0,998 и 1,07 для минимального и 
максимального испытания соответственно. Запишем полученные аппроксимирующие функции: 

 0,35*0,0369
0.094

283,78
0.998

 
  ;                                                (7) 

 0,35*0,0369
0.0957

283,78
1.07 

 
  .                                              (8)  

Для определения общей для всех испытаний аппроксимирующей функции, зависимой  
от номинального значения Ψ, представим зависимость Ψ от коэффициента в линейном виде  
y = a * x + c, получим систему уравнений для коэффициента b и c функций (6), (7) и (8): 

0,094 *277.2724

0.0957 *259.4448

a c

a c

  
  

;                                                    (9) 

0.998 *277.2724

1.07 *259.4448

a c

a c

 
  

                                                       (10) 

Запишем полученное аппроксимирующее уравнение для всей группы испытаний 

  
 

0,35*0,0369
Ψ*0,000093577 0,12044

283,78
Ψ*0,004038 2,11762  

  
 

 
.                           (11) 

Формула (11) приближает значения функции к данным испытаний, за исключением данных, 
находящихся в значениях испытаний близких к средним. Данное отличие становится очевид-
ным, если рассмотреть зависимость коэффициентов b и c от Ψ. Для еще более точного прибли-
жения функции (11) к данным испытаний обратимся к методу интерполяции функций при по-
мощи алгебраических многочленов (полиноминальная интерполяция). Воспользуемся интерпо-
ляционной формулой Ньютона для неравных промежутков [15]. Данная формула является ви-
доизменённой формулой Лагранжа и в общем виде ее можно записать 

          1 1 2 1 2 3 1 1 * * n nf x B x x B x x x x B x x x x B         .                (12) 

С помощью разделенных разностей, составляя интерполяционную таблицу, находим коэф-
фициенты B1, B2, B3…Bn. Для коэффициентов разности b и деления c получим уравнения 

   50.094 6.27205*10 * Ψ 277.2724разн нa       

     63.66748*10 * Ψ 277.2724 * Ψ 268.3439н н
   ;                             (13) 

 0.998 0.00290082* Ψ 277.2724дел нa      

   0.000127862* Ψ 277.2724 * Ψ 268.3439н н   .                               (14) 

Учитывая, что в данных восьми испытаний присутствуют 13 точек замеров вместо 12, изме-
ним коэффициент –0,094 в формуле (13) на коэффициент –0,092, окончательно формула коэф-
фициента разности b будет выглядеть: 
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       

 

5 60.092 6.27205*10 * Ψ 277.2724 3.66748*10 * Ψ 277.2724 *

Ψ 268.3439  

разн н н

н

a       


     (15) 

Запишем окончательную функцию аппроксимации испытаний 

 0,35*0,0369

283,78
 

разн

дел

a

a

 
                                                    (16) 

Максимальная относительная погрешность, при сравнении функции (16) с каждым графи-
ком испытаний по отдельности, не превышает значений 1,9 %. Преимущественно, погрешность 
находится в пределах 1 % для большинства точек. Данные значения можно считать удовлетво-
рительными. 

 
Заключение 
В ходе анализа результатов, выявлена общая хорошая сходимость данных испытания и 

функции (16). Аппроксимирующая функция может иметь расхождения в начале кавитационных 
испытаний, однако в области кавитационного срыва приближается к значениям испытаний. 
При рассмотрении относительной погрешности для всех испытаний (исключая грубые прома-
хи) функция показывает применяемость к данным испытаний. Дополнительный охват мини-
мальных и максимальных значений испытаний дал более точные приближения к данным испы-
таний. В некоторых сравнениях данные функции и испытаний могут отличаться сильнее, что 
объясняется учетом всех данных испытаний, в том числе вышедших за заданные конструктор-
ской документацией пределы.  

Для дальнейшей работы необходимо уточнить коэффициент b и c с целью увеличения диа-
пазона охвата значений σ и Ψ, а также увеличения точности приближения. При рассмотрении 
результатов аппроксимации в части возможности применения функции (16) к аналогичной ап-
проксимации значений испытаний других высоконапорных насосов, необходимо уточнить ко-
эффициенты a, b и c. Коэффициенты можно уточнить, применяя для функции (16) как данные 
кавитационных испытаний других насосов (особенно в данной части интересно приближение 
функции к результатам испытаний других высоконапорных насосов, характерных для ТНА), 
так и другие методы интерполяции и аппроксимации коэффициентов и функции. Таким обра-
зом, полученный способ позволит проводить анализ кавитационных свойств центробежного 
насоса с целью улучшения антикавитационых качеств ТНА, тем самым позволяя выполнить 
современные требования по энергоэффективности, предъявляемые к новым разрабатываемым 
ТНА ЖРД.  
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В данной статье сформулирована актуальная проблема формализации методических принципов 
поиска компромисса между повторяемостью и изменяемостью (новизной) свойств новых образцов 
космической техники – спутников связи. Основными методическими принципами преемственности 
развития является унификация изделий и их составных частей, средств технологического оснаще-
ния и технологических процессов, которая позволяет уменьшить их многообразие и номенклатуру. 
Упорядочение номенклатуры изделий и их составных частей достигается разработкой парамет-
рических и типоразмерных рядов с рационально выбранными интервалами между соседними чле-
нами ряда по комплексному критерию, связывающему показатель целевой эффективности изделия 
с затратами на его создание. В данной работе разработана проектная модель и определены кри-
терии выбора типоразмера универсальной космической платформы. При проектировании нового 
КА на основе унифицированной космической платформы возникает необходимость ее доработки 
для удовлетворения потребностей новой полезной нагрузки в ресурсах (по массе и энергопотребле-
нию). В статье изложены методические принципы оценки диапазона эффективного применения 
универсальной космической платформы для двух крайних случаев потребностей в ресурсах (по мас-
се и энергопотреблению) полезной нагрузки: ресурсы платформы избыточны или недостаточны. 
Разработаны методические принципы формирования ряда унифицированных космических плат-
форм. Используя методические принципы формирования ряда унифицированных космических 
платформ, проведена оценки диапазонов эффективности УКП и оценка полноты ряда геостацио-
нарных спутников связи разработки АО «ИСС».  

 

Ключевые слова: геостационарный спутник связи, космическая платформа, полезная нагрузка, 
методика оценки эффективности, унифицированный ряд. 
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This article formulates the topical problem of formalizing the methodological principles of the search 
for a compromise between repeatability and modification (novelty) of the properties of new models of space 
technology – communication satellites. The main methodological principles of continuity of development 
are the unification of products and their component parts, means of technological equipment and 
technological processes, which makes it possible to reduce their diversity and nomenclature. The order of 
the nomenclature of the articles and their component parts is achieved by the development of parametric 
and type-size series with rationally chosen intervals between the adjacent members of the series according 
to a complex criterion, a link to the target product performance with the cost of creating the product. The 
work developed a project model and defined criteria for selecting the size type of a universal space 
platform. In designing a new spacecraft on the basis of a unified space platform, there is a need to refine it 
to meet the resource requirements of the new payload (mass and energy consumption). The article sets out 
the methodological principles for assessing the range of effective applications of the universal space 
platform for the two most extreme cases of resource requirements (by mass and energy consumption) of the 
payload: the resources of   the platform are excessive or insufficient. Methodological principles have been 
developed for the formation of a number of unified space platforms. Using the methodological principles 
for the formation of a series of unified space platforms, the effectiveness ranges of USP were evaluated and 
the completeness of a number of geostationary communication satellites of the development of “ISS” was 
assessed.  

 

Keywords: Geostationary communications satellite, space platform, payload, performance evaluation 
method, unified series. 

 
Введение 
Создание изделий космической техники всегда осуществляется с использованием задела по 

техническим решениям и технологиям, т. е. повторяемость является неотъемлемым свойством 
нового изделия. В то же время от новизны изделия зависит его эффективность и конкуренто-
способность. Поэтому при разработке изделий космической техники необходимо найти ком-
промисс между повторяемостью и изменяемостью (новизной) их свойств, т. е. определить це-
лесообразный уровень преемственности развития [1].  

Основными методическими принципами преемственности развития является унификация 
изделий и их составных частей, средств технологического оснащения и технологических про-
цессов, которая позволяет уменьшить их многообразие и номенклатуру. Упорядочение номенк-
латуры изделий и их составных частей достигается разработкой параметрических и типораз-
мерных рядов с рационально выбранными интервалами между соседними членами ряда по 
комплексному критерию, связывающему показатель целевой эффективности изделия с затра-
тами на его создание. Эти методические принципы активно реализуется при создании космиче-
ских аппаратов (КА) информационного обеспечения [2; 3]. 

 

Проектная модель целевой эффективности КА  
При параметрическом анализе возможности размещения новой полезной нагрузки на уни-

фицированной космической платформе (УКП) реализуется принцип максимального удовлетво-
рения потребностей полезной нагрузки в ресурсах (масса, энергопотребление) КА в виде обоб-
щенной массы полезной нагрузки МПН.об [1–7]: 

ПН.об ПН ПН ПН ПНWM M K W M   ,   ПН
ПН

ПН

1 W
W

K
M

   ,                             (1) 

ПН.об
ПН М ПН

КА

M
K

M
    ,   ПН

М
КА

,
M

M
   

где MПН и WПН – масса и энергопотребление полезной нагрузки; αПН – коэффициент парциаль-
ных затрат ресурсов на обеспечение потребностей полезной нагрузки; KW  – средний коэффици-
ент парциальных затрат массы КА на генерирование электроэнергии и сброса тепла, кг/Вт;  
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KПН – удельный обобщенный коэффициент парциальных затрат ресурсов КА на решение целе-
вой задачи; МКА  – масса КА; αм – коэффициент затрат массы КА на полезную нагрузку. 

В этом случае обобщенная масса полезной нагрузки Мпн.об может использоваться в качестве 
показателя целевой эффективности КА [1; 3; 4]. 

Затраты на проведение опытно-конструкторских работ по разработке КА, согласно проект-
ным методикам [1], в первом приближении считаются пропорциональными затратам на изго-
товление КА (Cизг): 

ОКР ОКР изгC K C .                                                            (2) 

Значение коэффициента KОКР определяется новизной разрабатываемого КА и его составных 
частей, объемом наземной экспериментальной отработки КА и его составных частей (полезной 
нагрузки, космической платформы). 

Затраты на изготовление КА, как совокупность затрат на изготовление его составных частей 
и их интеграцию в составе КА, зависят от его целевой эффективности, надежности, массы, 
энергопотребления и т. д. Учитывая тот факт, что масса КА МКА ограничена энергетическими 
возможностями ракеты-носителя и полностью используется для реализации целевых задач  
с заданной эффективностью и надежностью, при проектных исследованиях ее используют  
в качестве эквивалента стоимости изготовления КА [1; 3; 4]: 

изг уд.и КАC C M  .                                                              (3) 

Значение удельного показателя Cуд.и определяется на основании обработки статистических 
данных по КА-аналогам. 

В результате получим функциональную зависимость стоимости затрат на проведение опыт-
но-конструкторских работ КА по созданию от его массы: 

ОКР ОКР уд.и КАC K C M  .     (4) 

Полученная система уравнений позволяет сформировать однокритериальную целевую 
функцию скалярного вида ЭКА, определяемый как отношение показателя целевой эффективно-
сти (МПН.об) к показателю финансовых затрат на создание КА (СОКР) [4; 8] 

ПН об ПН об
КА

ОКР ОКР уд.и КА

M M
Э

C K C M 
  .                                                 (5) 

В случае создания нового КА на основе УКП базового КА (индекс «б» относится к базовому 
КА, а индекс «н» к новому) введем относительный (безразмерный) критерий (полагая одинако-
вым значения Суд.и) [4] 

н б бн
ПН.об КА ОКРКА
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КА ПН.об КА ОКР

Э
Э
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M M K
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Э  1  

K

K K
    ,   м н н

об нб ЭK K K  ; 

н
н ОКР
Э б

ОКР

K
K

K
 .                                                                   (6) 

С помощью сформированного критерия проведем оценку диапазона эффективного примене-
ния модифицированной УКП для нового КА для различных вариантов конструктивной реали-
зации [9; 10]. 

 
Методика оценки диапазона эффективного применения УКП 
При проектировании нового КА на основе УКП возникает необходимость ее доработки для 

удовлетворения потребностей новой ПН в ресурсах (по массе и энергопотреблению). 
Для определения бюджета ресурсов нового КА в сравнении с базовым КА воспользуемся 

следующими уравнениями [3; 4]: 
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н б н
КА УКП ПН 0 УКП   M M M K M    ;                                                 (7) 

   б н б б н б
УКП ПН ПН ПН ПНМ wM M M K W W      , 

где б
УКПM  – масса базовой платформы, н

ПНM  и б
ПНW  – масса и энергопотребление полезной на-

грузки нового КА; 0K  – коэффициент глубины модернизации, 0 0 1.K     

После соответствующих преобразований получим следующее выражение для определения 
массы нового КА 

н н б
КА нб КА  M K M  , 

н
ПН

н б
ПН

1
M

M
M

   ,    
н

ПН
н б

ПН

1
W

W
W

   ,                                 (8) 

   н б б б б
нб 0 н 0 пн н1 1 1М М МK K M K W          . 

Аналогичные преобразования проведем для определения относительного показателя обоб-
щенных затрат ресурсов 

    
н

н б бПН.об
об н ПН н н ПН нб б б

ПН.об ПН ПН

1 1
1 1 1 1 1

M
K M W M W

M
                      

.         (9) 

Подставляя полученные зависимости н н
нб об и K K  в неравенство (6), получим 

   н б б б б н
н Э ПН 0 ПН Э1 1 1М МM K K K               б н б б

н ПН 0 Э ПН1 1 .МW K K          (10) 

С использованием предложенной проектной модели КА и выбранной однокритериальной 
целевой функции нδЭ  проведем оценку диапазонов эффективного применения базовой УКП 

для двух вариантов реализации полезной нагрузки. 

Вариант 1: потребности ПН в ресурсах удовлетворяются УКП с избытком 
м
ПН
б
ПН

 1,
M

M





  

м
ПН
б

ПН

1
W

W


 


, т. е. доработки УКП минимальны (создание интерфейсов с ПН), поэтому полагаем 

0 0, K   
ИР ИР
ПН ПН

ИР н ИРб б
ПН ПН

1 ,   1  
M W

M M W
M W

        = нδ .W   

Применение УКП базового КА с избыточным ресурсом (УКП-ИР) для ПН создает предпо-
сылки для ускоренного создания КА с новой ПН, снижает финансовые затраты на его разработ-

ку ир
Э( 1)K  , однако одновременно снижает целевую эффективность КА (ЭКА).  

С учетом вышеизложенного, уравнения (8)–(10) примут следующий вид: 
ИР б
НБ ИР1 МK M     ИР0 1M            ИР0 1W   ;                          (11) 

 б ИР б б
ПН об ПН ИР ПН ИР1K M W         ;                                      (12) 

     ИР б б ИР б б
Э ПН ПН ИР ИР Э ПН1 1  1 МK W M K          .                         (13) 

Оценим диапазон изменения параметров ИР ИР и , M W   исследуя неравенство (13) по кри-

терию ИР
ЭK : 

1) ИР 0W  ,         
 б ИР

ПН Э 0
ИР ИРИР б б

Э М ПН

1

1

K
M M

K

 
   

   
.                    (14) 

Полагая 0
ИР 1M  , получим 

 
б

ИР ПН
Э б б

ПН

1

1 М

K
 


 

 = ИР
Э.1K . 
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2) ИР 0M  ,       
 б ИР

ПН Э 0
ИР ИРб

ПН

1

1

K
W W

 
   

 
.                                 (15) 

Полагая 0
ИР 1W  , получим ИР ИР

Э Э.2б
пн

1
 K K 


. 

Решая совместно уравнения (13)–(15), получим обобщенное выражение для диапазона изме-
нения параметров 

ИР
0

ИР

1
W

W





 ИР
0
ИР.1

M

M





,   ИР0 1W   ,    ИР0 1M   . 

ИР
Э   K   

 
б б
ПН ИР ПН ИР

б б
ПН ИР

( 1)

1 М

M W

M

      

   
,   ИР ИР ИР

Э.2 Э.1 Э  1K K K   .                      (16) 

Если перевести неравенство (13) в равенство (одностороннее ограничение) и подставить по-
лученную зависимость ир ир  от   W M    в уравнение (12), то получим формулы для оценки зави-

симости интегральных показателей только от 0
ИР ИРM M   : 

ИР б
НБ ИР1 МK M   ,        ИР б ир ИР ир

об м ИР НБЭ Э1K M K K K    , 

б ИР
м НБ1 1,0 K   ,  

ир
б об
м ир

Э

1 1,0
K

K
   .                                          (17) 

 

Вариант 2: для удовлетворения повышенных потребностей ПН в ресурсах требуется дора-

ботка УКП (УКП-М), поэтому полагаем 0 1.K    

Применение УКП-М для ПН с увеличенным ресурсом создает предпосылки для увеличения 
целевой эффективности КА ( КАЭ ) с новой ПН, однако одновременно увеличивает финансовые 

затраты на его разработку ир
Э( 1)K  . 

В этом случае уравнения (8)–(10) примут следующий вид:  
м
ПН
б
ПН

δ 1M
M

M
M

  ,         
м

ПН
б

ПН

1M
W

W
W

   ; 

   м б б б б
нб ПН1 1 1   1М М M М MK M W            ;                               (18)  

 м б
об ПН

ПН

1
1 1 1M MK M W         

;                                       (19) 

   м б б б м
Э ПН ПН Э1 1 1M М МM K K                б м б б

ПН Э ПН1 1M МW K      .   (20) 

Анализ полученного неравенства (20) позволяет сформулировать следующую систему огра-
ничений: 

1) 0MW  ,     
 

 
б м
ПН Э 0

м б б б
Э ПН

1

1 1
M М

М М

K
M M

K 

 
   

    
.                                                        (21) 

Полагая 0 1МM  , получим 
 

М ПН
Э Э.1б б

1
1

1 1

М

М М

K K



 

   
; 

2) 0MM  ,     
 

  
б м
ПН Э 0

б м б б
ПН Э ПН

1

1 1
M М

М

K
W W

K 




 
  

    
.       (22) 
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0Полагая 1МW  , получим 
 

ПН
Э Э.2б б

пн

1
2

1 1
М М

М

K K



 

   
; 

3) полагая в формуле (21) положительное значение знаменателя 

 м б б б
Э ПН1 1 0М МK       , получим ограничение 

 
м
Э Э.3б б б

ПН

1

1

М

М М

K K 
   

. 

Решая совместно уравнения (20)–(22), получим обобщенное выражение для диапазона изме-
нения параметров 

м
0
м

M

M




   
0

м

1 мW

W





, м0 1M   ,   м0 1,0W   ,    м
Э Э.1 Э.2 Э.31 М М МK K K K    .           (23) 

Подставляя полученные ограничения в формулы (18), (19) определим двухстороннее огра-
ничение на диапазон изменения интегральных показателей с учетом их взаимосвязи, согласно 
формуле (6), 

   б б 0 м б б 0
ПН НБ1 1 1 1М М М М МW K M            ; 

б 0
0 мПН

обб б
ПН ПН

1
1  1 М

М
M

W K
  

    
 

.                                               (24)  

Если перевести неравенство (20) в равенство (одностороннее ограничение) и подставить по-
лученную зависимость м м  от   W M   в уравнения (18) и (19), то получим формулы для оценки 

зависимости интегральных показателей только от мM  

 
 

б м б
ПН Эм б

нб м б б
Э ПН

1   
1  1

1

M М
М

М

K M
K

K

   
   

 



 
;                                        (25) 

 
 

м м б б
Э Эм

об м б б
Э ПН

1   
1  1

1

M М М

М

K M K
K

K

     


  

  
.                                      (26) 

Полученные формулы для оценки диапазона эффективного применения модифицированной 
УКП для нового КА используем для разработки методических принципов формирования пара-
метрического ряда базовых КА и базовых УКП.  

 

Методические принципы формирования параметрического ряда базовых КА и УКП 
Упорядочение номенклатуры изделий и их составных частей достигается разработкой пара-

метрических и типоразмерных рядов с рационально выбранными интервалами между соседни-
ми членами ряда по комплексному критерию, связывающему показатель целевой эффективно-
сти изделия с затратами на его создание [1; 11; 12]. 

Параметрический ряд – это совокупность числовых значений главного параметра изделия.  
В типоразмерном ряде главным параметром является геометрическая размерность. На базе этих 
рядов создается ряд конструктивно-подобных (однотипных) исполнений изделий. 

Процесс определения оптимального состава и структуры параметрического ряда включает 
последовательное решение трех задач: 

– определение границ параметрического ряда, выделяющих диапазоны возможных измене-
ний параметров изделий; 

– установление закономерности построения рядов главного и соподчиненных параметров 
изделия с учетом выявленных границ; 

– определение оптимального построения параметрического ряда по критерию «эффектив-
ность – затраты». 
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Разработка параметрического ряда, как правило, базируется на данных комплексного инже-
нерного прогнозирования развития изделий, методов и средств производства и учитывает вы-
явленные при этом основные тенденции их развития. 

Оценка возможностей реализации параметрического ряда осуществляется с учетом доста-
точности технических и технологических решений, что позволяет сформировать стратегию 
реализации этого ряда. 

Границы параметрического ряда не являются стабильными и могут изменяться в обе сторо-
ны при желательном сохранении закономерностей построения ряда. 

Установление закономерностей построения параметрического ряда осуществляется на осно-
ве выбора номенклатуры главных параметров, которые слабо зависят от конструктивных осо-
бенностей и технологии изготовления изделия.  

Применение этих методических принципов для формирования параметрического ряда КА ин-
формационного обеспечения (КАИО) рассмотрим с использованием методики оценки диапазона 
эффективного применения УКП. На базе УКП создается ряд конструктивно-подобных (однотип-
ных) исполнений КА, поэтому типоразмерный ряд УКП позволяет на их основе создавать непре-
рывный ряд типоразмеров КА различного функционального значения, включая базовые КА, для 
которых разрабатывались эти УКП. В качестве главного параметра параметрического ряда КАИО 
предлагается принять массу базового КА и обобщенную массу полезной нагрузки. 

Геометрическая модель параметрического ряда приведена на рис. 1, на котором показаны 
два базовых КА, масса которых удовлетворяет условию 

БИР БМ
МИР КА КА 0M M M   .                                                      (27) 

Базовый КА с массой БИР
КАM  и обобщенной массой полезной нагрузки БИР

пн.обM  используется 

для создания  на основе его УКП с избыточным ресурсом нового КА с характеристиками 
ИР БИР ИР
КА КА НБM M K  ,       ИР БИР ир

пн.об пн.об обM M K  .                                       (28)  

Базовый КА с массой БМ
КАM  и обобщенной массой полезной нагрузки БМ

пн.обM  используется 

для создания на основе его УКП с недостаточным ресурсом нового КА с характеристиками 
М БМ М
КА КА НБM M K  ,         м БМ м

пн.об пн.об обM M K  .                                      (29) 

Величина запаса по массе между базовыми КА определяется из следующего уравнения:  

М ИР БМ М БИР ИР
u КА КА КА НБ КА НБM M M M K M K     ,    

М ИР
КА КА

БМ БИР
КА КА

100 %u
M M

M
M M


  


.           (30) 

Условие 0 uM   и 0uM     обеспечивает непрерывность ряда. 
 

 
 

Рис. 1. Фрагмент параметрического ряда КА ИО с УКП:  
М – числовое значение главного параметра 

 

Fig.1. Fragment of parameters series spacecraft 
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Величина запаса по обобщенной массе между базовыми КА определяется из следующего 
уравнения: 

М ИР БМ М БИР ИР
об пн.об пн.об пн.об об пн.об пн.обM M M M K M K     , 

 
ИР

пн.об пн.об
об БМ БИР

пн.об пн.об

100 %
МM M

M
M M


  


.                                                (31) 

Условие об 0 M   и об 0M   обеспечивает непрерывность ряда. 

Таким образом, использование в качестве главных параметров параметрического ряда КА 
информационного обеспечения (масса базового КА и обобщенная масса полезной нагрузки ба-
зового КА) позволяет сформировать двухпараметрический критерий непрерывности ряда по 
величине запаса по главным параметрам между соседними базовыми КА из ряда.  

Эффективность разработанных методических принципов формирования ряда унифициро-
ванных космических платформ оценим для спутников связи, разработанных на основе базовых 
УКП «Экспресс – 1000» и УКП «Экспресс – 2000» [13–15]. 

Оценочные характеристики диапазона эффективности применения различных базовых УКП 
геостационарных спутников связи приведены в табл. 1. 

При выборе значений относительного показателя затрат  н
ЭK  использовалась рекоменда-

ция из  [1]: м
ЭK  = 1,1, а ир

ЭK  = 0,8. Однако из-за наличия ограничений эти значения в ряде слу-

чаев уточнялись. 
 

Таблица 1 
Диапазон эффективности применения УКП геостационарных спутников связи 

 

№ 
п/п 

 Луч-5А Э-АТ2 Э-АТ1 Амос-5   

1 
Тип УКП, номер 

ряда 
Э-1000А 

(1) 
Э-1000К 

(2) 
Э1000НТВ 

(3) 
Э-1000Н 

(4) 
Э-2000В 

(5) 
Э-2000А 

(6) 

2 КАM  1200 1350 1672 2100 2700 3550 

3 ПНM  550 250 329 670 1193 1300 

4 ПНW  1200 3000 5792 5880 10000 12100 

5 ПН обM  670 490 712 1175 1775 2004 

6 м  0,458 0,185 0,197 0,319 0,442 0,366 

7 ПН  1,22 1,96 2,16 1,76 1,490 1,541 

8 м
ЭK  1,05 1,1 1,1 1,05 1,015 1,05 

9 0
МM  0,422 0,37 0,49 0,396 0,619 0,403 

10 м
нбK  1,28 1,08 1,116 1,166 1,395 1,202 

11 м
КАM  1536 1460 1866 2450 3766 4266 

12 м
обK  1,346 1,19 1,227 1,225 1,415 1,262 

13 м
пн обM  902 582 874 1439 2512 2528 

14 ир
ЭK  0,80 0,80 0,80 0,85 0,85 0,80 

15 0
ИРM  0,44 0,55 0,653 0,504 0,510 0,562 

16 ир
нбK  0,80 0,90 0,87 0,839 0,766 0,795 

17 ир
КАM  957 1215 1459 1762 2094 2820 

18 ир
обK  0,64 0,72 0,70 0,714 0,656 0,635 

19 ир
пн обM  428 352 497 838 1167 1273 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 23, № 3 
 

 516

Полученный массив информации из табл. 1 использован для построения графиков оценки 
диапазонов эффективности УКП  и оценки полноты ряда геостационарных спутников связи  
с УКП (рис. 2, табл. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Графики зависимости обобщенной массы ПН от массы КА  
для различных типоразмеров УКП и КА 

 

Fig. 2. Curve dependence payload mass of spacecraft mass 
 

Таблица 2 
Характеристики ряда геостационарных спутников связи с УКП 

 

№ 
п/п 

 Луч-5А Э-АТ2 Э-АТ1 Амос-5   

1 Тип, дата 
Э-1000А 

(2011) 
Э-1000К 

(2014) 
Э1000НТВ 

(2014) 
Э-1000Н 

(2011) 
Э-2000В Э-2000А 

2 КАM  1200 1350 1672 2100 2700 3550 

3 ПНM  550 250 329 670 1193 1300 

4 ПНW  1200 3000 5792 5880 10000 12100 

5 ПН обM  670 490 712 1175 1775 2004 

6 м
ЭK  1,05 1,1 1,1 1,05 1,015 1,05 

7 м
КАM  1536 1460 1866 2450 3766 4266 

8 м
пн обM  902 582 874 1439 2512 2528 

9 ир
ЭK  0,80 0,80 0,80 0,85 0,85 0,80 

10 ир
КАM  957 1215 1459 1762 2094 2820 

11 ир
пн обM  428 352 497 838 1167 1273 

12 МИРM   150 472 428 600 850 

13 uM   214 16 24 59 111 
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Анализ представленной в табл. 2 информации позволяет выявить следующее: 
– подтверждается полнота ряда геостационарных спутников связи разработки АО «ИСС»; 
– диапазон эффективного применения УКП «Э-1000К перекрывается УКП-М «Э-1000А» и 

УКП-ИР «Э-1000НТВ». 
 
Заключение 
1. Сформулирована актуальная проблема формализации методических принципов поиска 

компромисса между повторяемостью и изменяемостью (новизной) свойств новых образцов 
космической техники – спутников связи.  

2. Разработана  проектная модель и определены критерии выбора типоразмера универсаль-
ной космической платформы.  

3. Разработаны методические принципы оценки эффективности применения универсальной 
космической платформы, позволяющие оценить потребности в ресурсах (по массе и энергопо-
треблению) для полезной нагрузки в широком диапазоне значений. 

4. Разработаны методические принципы формирования параметрического ряда базовых КА 
и УКП с использованием двухпараметрического критерия оценки полноты (непрерывности) 
ряда по величине запаса по главным параметрам (масса КА и обобщенная масса полезной на-
грузки) между соседними базовыми КА из ряда. 

5. Разработанные методические принципы формирования ряда унифицированных космиче-
ских платформ позволили подтвердить полноту ряда геостационарных спутников связи разра-
ботки АО «ИСС». 
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Основными требованиями, предъявляемыми к газогенераторам жидкостных ракетных двига-
тельных установок (ЖРДУ), являются высокая стабильность работы, простота управления ра-
бочим процессом, а также высокая работоспособность генераторного газа. Особо сложная зада-
ча – обеспечение устойчивости рабочего процесса. Кроме вероятности возникновения поперечных 
колебаний во внутрикамерном объеме, из-за наличия присоединенных к реакционной камере допол-
нительных объемов различной конфигурации и протяженности могут возникать акустические ко-
лебания сложных продольных мод. Большая часть существующих методик испытаний газогенера-
тора носит критериально-эмпирический характер и основана на обработке экспериментальных 
результатов, что не всегда обеспечивает требуемую точность расчета динамических и тепловых 
характеристик. Необходимость экспериментально-теоретического уточнения расчетных мето-
дик термодинамических процессов газогенераторов является актуальной задачей, которая позво-
лит существенно снизить материальные и временные затраты на эскизное проектирование, ис-
пытания и доводку современных образцов двигателей и энергосиловых установок летательных ап-
паратов. Поэтому расчет и анализ газогенератора жидкостного ракетного двигателя (ЖРД) яв-
ляется важным этапом при проектировании и разработке современных образцов двигателей. При 
помощи метода конечных элементов программного пакета SOLID WORKS, построена модель двух-
зонного газогенератора наддува топливных баков ЖРДУ. Проведено исследование по моделирова-
нию рабочего процесса в газогенераторе, построена визуализация термодинамических процессов  
в изделии, получены числовые характеристики. Рассмотрена методика автономных стендовых 
(огневых) испытаний газогенераторов наддува топливных баков, методика верификации численных 
методов. 

 
Ключевые слова: двухзонный газогенератор, метод конечных элементов, огневые испытания, 

верификация расчетов. 
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Modeling and verification of working process parameters  
in gas generators for pressurizing fuel tanks of liquid propellant  

rocket propulsion systems 
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Reshetnev Siberian State University of Science and Technology 
31, Krasnoyarskii rabochii prospekt, Krasnoyarsk, 660037, Russian Federation 

*E-mail sheludkomax@yandex.ru 
 

The main requirements for LRE gas generators are high stability of operation ease of workflow 
management, as well as high efficiency of the generator gas. A particularly difficult task is to ensure the 
sustainability of the workflow. In addition to the probability of transverse vibrations in the in-chamber 
volume, due to the presence of additional volumes of various configurations and lengths attached to the 
reaction chamber, acoustic vibrations of complex longitudinal modes may occur. Most of the existing 
methods of testing a gas generator are criterion-empirical in nature and are based on the processing of 
experimental results, which does not always provide the required accuracy of calculating dynamic and 
thermal characteristics. The need for experimental and theoretical refinement of the calculation methods of 
thermodynamic processes of gas generators is an urgent task that will significantly reduce the material and 
time costs for preliminary design, testing and fine-tuning of modern models of engines and power plants of 
aircraft. Therefore, the calculation and analysis of the LRE gas generator is an important stage in the 
design and development of modern engine designs. Using the finite element method of the SOLID WORKS 
software package, a model of a two-zone gas generator for supercharging fuel tanks of the LRE was built. 
A study was conducted on modeling the workflow in a gas generator, visualization of thermodynamic 
processes in the product was built, numerical characteristics were obtained. The method of autonomous 
bench (firing) tests of gas generators of fuel tank boost, the method of verification of numerical methods is 
considered. 

 

Keywords: Two-zone gas generator, finite element method, fire tests, verification of calculations. 
 

Введение 
Стабильная и бесперебойная подача жидких компонентов топлива в топливные магистрали 

жидкостных ракетных двигательных установок (ЖРДУ) обеспечивается специальной системой 
наддува топливных баков летательных аппаратов (в частности, баллистических ракет и косми-
ческих ракет-носителей). Величина давления наддува баков обычно определяется из условия 
бескавитационной работы насосов турбонасосных агрегатов (ТНА), прочности и устойчивости 
оболочек баков. Давление компонентов топлива на входе в насосы двигателя Рвх складывается 
из давления столба жидкости Рст и абсолютного давления в баке над свободной поверхностью 
жидкости Рб. Учитывая потери давления  Рвх в трубопроводах и арматуре, расположенной  
на магистралях от баков до насосов, получим следующее выражение: 

 

Рвх = Рб + Рст –  Рвх.                                                           (1) 
 

Во время полета ракеты Рст будет изменяться в соответствии с законом движения ракеты по 
заданной траектории, при этом величина Рвх должна поддерживаться постоянной. 

Для вытеснения жидких компонентов из баков в газовые подушки баков подается горячий 
газ-вытеснитель, который во многих жидкостных ракетных двигателях (ЖРД) создается в спе-
циальных двухкомпонентных жидкостных газогенераторах (ЖГГ), которые называются газоге-
нераторами наддува. Наиболее рациональным считается применение в газогенераторах наддува 
компонентов топлива, одинаковых с топливом в основной (тяговой) камере ЖРД. 

Однако эти топлива при сгорании с соотношением расходов, близких к стехиометрическому, 
развивают высокую температуру, недопустимую для подачи в топливные баки. Поэтому  
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в газогенераторах наддува рабочий процесс должен быть организован таким образом, чтобы 
один из компонентов своим избытком балластировал топливную смесь и тем самым понижал 
температуру горения. 

Допустимая для наддува баков температура газа достигается избытком окислителя ( > 1) 
или избытком горючего ( < 1). Поэтому газ, полученный при  > 1 (окислительный газ), пода-
ется для наддува бака окислителя, газ, полученный при  < 1 (восстановительный газ), подается 
в бак горючего [1]. 

Результаты термодинамического расчета при малых и больших значениях соотношения 
компонентов  часто не согласуются с экспериментальными данными. Объясняется это тем, 
что химическое равновесие при относительно низких температурах не успевает устанавливать-
ся и имеет место большая неоднородность состава и температуры продуктов сгорания в объеме 
камеры газогенератора. 

Для двухкомпонентных газогенераторов наддува топливных баков целесообразно применять 
самовоспламеняющиеся топлива. Однако и в этом случае организация надежного воспламене-
ния и устойчивого горения при больших избытках одного из компонентов топлива представля-
ет большие трудности. Поэтому, помимо схемы прямого смешения компонентов топлива  
с нужным  в зоне головки, имеются и другие, ставящие целью более надежную и устойчивую 
работу камеры [2].  

Одной из возможных схем является двухступенчатый подвод топлива в камеру, изображен-
ный на рис. 1. Здесь в зону I головки подается горючее и окислитель, в соотношении, надежно 
обеспечивающем воспламенение и устойчивое горение, т. е. близком к стехиометрическому. 
Через дополнительный пояс в зону II подается необходимый для соответствующего понижения 
температуры избыток одного из компонентов (в зависимости от типа газогенератора). 

При этом происходит комплекс взаимосвязанных термогазодинамических процессов: рас-
пыление, испарение, смешение, тепломассообмен в двухфазном потоке, участие в химических 
реакциях дополнительно впрыснутого компонента. 

 

 
 

Рис. 1. Схема двухступенчатой подачи топлива в газогенератор 
 

Fig. 1. Diagram of two-stage fuel supply to the gas generator 
 
Следует отметить, что термодинамические показатели генерируемого этим способом газа на 

выходе из камеры будут отличаться от таковых для газа, полученного при том же общем значе-
нии  в одноступенчатой схеме. Для расчета схемы с двухступенчатым подводом топлива не-
обходимы экспериментальные данные о сложном процессе испарения и частичного сгорания 
избыточного компонента, а также о степени равновесности итогового состава газовой смеси. 
Теоретическое предсказание состава и температуры газа при использовании сложных углево-
дородных топлив затруднительно.  

I II
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Недостатком рассмотренного способа, кроме усложнения конструкции, является трудность 
получения равномерного поля температуры на выходе из камеры генератора. Возможны также 
местные пики температур и давления газа. 

Таким образом, задачей настоящей работы является моделирование течения рабочего тела  
в газогенераторе, получение распределения градиентов температур и предложение методики 
автономных стендовых испытании газогенераторов ЖРДУ для верификации данных.  

 
Методика исследования 
Для моделирования рабочего процесса использовалось программное обеспечение SOLID-

WORKS с добавлением пакета Flow Simulation, который обеспечивает построение модели тече-
ния рабочего тела в полости модели газогенератора с учетом теплофизических характеристик. 
Объектом исследования является двухзонный газогенератор наддува топливных баков ЖРДУ. 
Создана 3D-модель газогенератора (рис. 2) по алгоритмам трехмерного твердотельного моде-
лирования [3]. 

Задание начальных параметров выбиралось исходя из определения давления в газогенерато-
ре. А также с учетом материала и свойств рабочего тела. 

Давление в газогенераторе определяется следующей формулой: 
 

гг т гг гг кр.т/p m F   ,                                                      (2) 

где тm  – массовый расход компонентов топлива; 12 0
гг

1 0

T T

T T

 
 


 – коэффициент, характери-

зующий потери в сопле; гг  – расходный комплекс; кр.тF  – площадь критического сечения в 

газогенераторе. 
В ходе расчетов, для их точности, будет учтен каждый из параметров, входящий в данную 

формулу [4]. 
 

 
 

Рис. 2. Геометрическая модель газогенератора 
 

Fig. 2. Geometric model of the gas generator 

 
В качестве материала внутренней стенки использована сталь 12Х18Н10Т. Для оценки теп-

ловых параметров твердого тела выбрано среднее рабочее давление в камере сгорания, равное 
11МПа и температура 548 К. 

В проекте Flow Simulation выбраны следующие параметры. Тип задачи определялся внут-
ренней средой. Обязательным условием для решения задачи с учетом теплопроводности явля-
ется выбор опции «теплопроводность в твердых телах». Следующий шаг – выбор типа текучей 
среды и определение характеристики течения, в нашем случае течение смешанное. В системе 
«жидкость – тело» границы тела определяют поверхность, ограничивающую область распро-
странение жидкости, т. е. границы тела модели являются граничными условиями для системы 
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«жидкость – тело». Тепловое условие на внешней стенке по умолчанию задано коэффициентом 
теплоотдачи 25W/m2 K и температурой окружающей среды 20,05 ºC. 

Граничными условиями являются скорость входящего потока и статическое давление  
на выходе из расчетной области. На входных отверстиях задано граничное условие – скорость 
потока = 0,2 м/с. Следующий этап решения этой задачи – добавление источника тепла. Для это-
го зададим объемный тепловой источник – тепловую мощность 2000 Вт нагревательному эле-
менту. Входные данные проекта исследования представлены на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Входные данные проекта 
 

Fig. 3. Project input data 

 
Таким образом, в результате расчета будут определены значения температуры рабочего и 

твердого тела. Все основные этапы для решения «внутренней» задачи выполнены. 
Методика, представленная в данной работе, дает полную оценку термодинамических пара-

метров в ходе рабочего процесса в газогенераторе. 
В результате расчета получены не только численные значения температуры газа, но и на их 

основе построены градиенты распределения температуры на внутренней стенке камеры сгора-
ния газогенератора (рис. 4).  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4. Градиенты распределения температур 

 

Fig. 4. Temperature distribution gradient 
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В зависимости от задания целей проекта, программный комплекс позволяет определить тем-
пературу в любой точке модели. 

На градиенте распределения отчетливо виден характер нагрева рабочего тела относительно 
стенок, которые охлаждаются подводом второго компонента. 

 
Показатели процесса газогенерации 
Любое численное моделирование должно быть подтверждено или опровергнуто в ходе 

эксперимента. В данной работе предлагается методика для верификации данных с использова-
нием автономных стендовых испытаний газогенератора ЖРДУ и дальнейшим сравнением  
значений, полученных при испытаниях со значениями, полученными при численном моделиро-
вании. 

Назначение процесса газогенерации состоит в приготовлении такого количества рабочего 
тела (газа) определенных параметров, с помощью которого можно выполнить требующуюся 
для данной задачи суммарную работу L  [5]. При этом будет использовано следующее количе-

ство компонентов топлива: 

кт
т уд

,
η

L
M

L
                                                                   (3) 

 

где удL  – теоретическая удельная работа, которую может произвести 1 кг топлива; тη  – КПД 

использования топлива в газогенераторе. 
Требуемый секундный суммарный расход компонентов топлива на процесс газогенерации, 

при условии постоянства расхода по времени, составит 
 

кт
кт

т уд

,
τ τη

LM
m

L
                                                              (4) 

 

где τ  – время работы газогенератора в составе летательного аппарата. 
Относительный расход топлива, затрачиваемого на процесс газогенерации, равен 
 

кт

т уд

ε ,
τ η

Lm

m m L
 



 
                                                            (5) 

 

где m  – секундный расход топлива, подаваемого в основные камеры ЖРД.  
Относительный расход ε  является характеристикой экономичности системы газогенерации. 

Работа, необходимая для вытеснения топлива из бака объемом бV  при давлении бp ,  

составит 

б б .L p V                                                                      (6) 
 

Теоретическая удельная работа 1 кг газа при данных условиях в газогенераторе равна 
 

уд г г г( ) ,L pv R T                                                                (7) 
 

где г г,R T  – удельная газовая постоянная и температура газа. 

Выполнив подстановку выражений (6) и (7) в формулу (5), получим  
 

б б

т г г

ε .
τ η

p V

m R T



                                                                         (8) 

 

Из формулы следует, что важными характеристиками для процесса газогенерации являются 
КПД использования топлива в газогенераторе тη , удельная газовая постоянная гR  и темпера-

тура газа гT . Чем больше эти величины, тем меньше относительный расход топлива на процесс 

газогенерации. 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 23, № 3 
 

 526

Технология огневых испытаний 
Методика и технология огневых испытаний газогенераторов определяется конкретной кон-

струкцией ЖГГ и компонентами топлива. В данной статье рассматривается методика, разрабо-
танная на испытательном комплексе одного из предприятий ракетно-космической промышлен-
ности. Компоненты топлива – НДМГ (горючее) и N2O4 (окислитель). 

Стенды для автономных огневых испытаний газогенераторов состоят из топливных баков, 
трубопроводов и запорной арматуры, обеспечивающей выполнение циклограммы изменения 
режимов работы. Устройство и принцип действия элементов стенда аналогичны используемым 
на стендах для огневых испытаний ЖРД [6]. 

По значениям секундных объемных расходов компонентов гг1 гг2,V V   и ог1 ог2,V V  , измерен-

ным турбинными датчиками типа ТДР, рассчитывают секундные массовые расходы с исполь-
зованием известных данных о плотности жидкостей г оρ , ρ  [7; 8]. В общем случае массовый 

расход определяется формулой 

ρ,m V                                                                        (9) 

где 1 2

2

V V
V



 

  – среднее измеренное значение расхода [9]. 

При испытании измеряются параметры, которые представлены в таблице. 
 

Измеряемые параметры при огневых испытаниях газогенератора 
 

Наименование параметра Обозначение Тип датчика Предельная  
погрешность, % 

1. Давление наддува бака горючего 
бггp   ДТМ, ДТ 1,0 

2. Давление наддува бака окислителя 
богp  ДТМ, ДТ 1,0 

3. Давление горючего на входе в газо-
генератор 

ггp  ДДВ 0,25 

4. Давление окислителя на входе в 
газогенератор 

огp   ДДВ 0,25 

5. Давление в камере сгорания газоге-
нератора 

кгp   ДТМ, ДТ 1,0 

6. Секундный расход горючего через 
газогенератор 

гг1 гг2,V V   ТДР 1,0 

7. Секундный расход окислителя через 
газогенератор 

ог1 ог2,V V   ТДР 1,0 

8. Температура горючего на входе в 
газогенератор 

ггT  Термометр сопротив-
ления 

1,0 

9. Температура окислителя на входе в 
газогенератор 

огT  Термометр сопротив-
ления 

1,0 

10. Давление газа в потоке после газо-
генератора (в имитаторе магистрали 
наддува) 

0p  ДТМ, ДТ 1,0 

11. Температуры газа в потоке в вы-
ходном сечении 

01 02 03, ,T T T   Термометр сопротив-
ления 

1,0 

 
Измеренные в процессе испытания и рассчитанные параметры приводят к нормальным ус-

ловиям, заданным конструкторской документацией, по формулам приведения: 
1) расходы компонентов топлива через газогенератор 
 

 
 

 
 

гг ном кг ном ог ном кг ном
гг пр гг ог пр ог

гг кг ог кг

, ,
p p p p

m m m m
p p p p

 
 

 
                           (10) 

 

где номp  – номинальные значения давлений, заданные конструкторской документацией; 
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2) температура газа в потоке 
1

о.ном
пр ср

о

,

n

np
T T

p



 
  

 
                                                         (11) 

 

где n  – показатель политропы газогенераторного газа; срT  – средняя температура в потоке, рас-

считанная по результатам испытаний 

01 02 03
ср .

3

T T T
T

 
                                                            (12) 

 

Для оценки работоспособности газогенератора определяют: 
1) суммарное значение приведенных расходов 

 

пр гг пр ог пр.m m m                                                                 (13) 
 

Эта величина является определяющей для оценки работоспособности газогенератора, так 
как характеризует его производительность [10; 11]; 

2) равномерность температурного поля в сечении потока через отклонения температур 

01 02 03, ,T T T  от средней температуры в потоке срT , используя 0 ср ТУiT T T    [12–14]; 

3) соответствие результатов испытаний интервалу допустимых значений, регламентируемых 
конструкторской документацией, 

 

 пр 0 ср ТУТУ
; .im m m T T T                                                   (14) 

 

Заключение 
Стендовые огневые испытания ЖРДУ и их агрегатов относят к процессам повышенной 

опасности [15], так как они связаны с производственной вредностью и возможностью травма-
тизма, поэтому при проектировании конструкций и систем стенда, составлении программ и 
проведении испытаний уделяют особое внимание вопросам промышленной безопасности с це-
лью исключения возникновения аварийных ситуаций на стенде [16]. Предложенная методика 
численного моделирования рабочего процесса методом конечных элементов в пакете  
Flow Simulation программного обеспечения Solid Works позволит, не прибегая к постоянным 
стендовым испытаниям, минуя факторы опасности и снизив затраты, получить значения  
исследуемых параметров. Результат позволит снизить вероятность ошибок, допущенных при 
проектировании, и не допустить возникновения отрицательных показателей при огневых испы-
таниях. 

Однако нельзя полностью исключать эмпирический подход к исследованию рабочего про-
цесса в газогенераторе. Сделав определенные заключения на основе численных методов, следу-
ет перейти к этапу стендовых (огневых) испытаний. Особенности автономных стендовых ис-
пытаний газогенераторов наддува топливных баков также описаны в ходе работы. 

Таким образом, результаты автономных огневых испытаний позволяют сделать заключение 
о работоспособности газогенератора системы надува топливных баков в части производитель-
ности и эффективности энергетических параметров. 
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Изучение фактора потерь льда наледи из пресной воды  
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В работе измерено затухание микроволнового излучения в искусственно образованной наледи на 
ледяном покрове пресноводного озера в миллиметровом диапазоне. Измерения выполнены с исполь-
зованием микроволновой радиометрии на частотах 22, 34, 90 и 125 ГГц при циклическом изменении 
температуры окружающей среды в интервале от –19 до –31 °C. Использована специальная мето-
дика, позволяющая по приращениям радиояркостной температуры между наледью и покровом без 
наледи определить затухание в ней микроволнового излучения. В предложенной методике находили 
фактор потерь при условии, если затухание в наледи определяется электромагнитными потерями 
в среде. Измерения проводили на ледяном покрове пресного озера с минерализацией вод около 
100 мг/л. В результате исследования установлено, что на формирование излучения наледью сильно 
влияет рассеяние на неоднородностях среды. Этот вывод сделали из сравнения расчетов ожидае-
мого фактора потерь льда наледи и полученных данных из измерений по используемой методике. 
Наибольшее различие фактора потерь (в несколько десятков раз) обнаружено на частотах 90 и 
125 ГГц. Высказано предположение, что рассеяние излучения возникает на кристаллогидратах 
солей и может быть вызвано повышенной электропроводностью тонких пленок воды на поверхно-
сти кристаллов. Эта особенность может возникать, как было недавно установлено, при образо-
вании в среде кристалликов льда 0. Этот лед образуется из глубоко переохлажденной воды  
при температурах ниже –23 °С. Обнаруженный эффект представляет интерес для развития  
радарных измерений пресных природных льдов при низких температурах и малых концентрациях  
в них солей (порядка 100 мг/кг). Такие льды могут образовываться из слабосоленой воды с содер-
жанием солей до нескольких граммов на литр или при замерзании воды с минерализацией ~ 100 мг/л 
в замкнутом пространстве. Полученные результаты интересны для микроволнового аэрокосмиче-
ского определения областей ледяного покрова с его нарушениями структуры, через которые вода 
водоема может проникнуть на поверхность льда с последующим замерзанием. При этом радары 
могут быть эффективными при температурах наледей ниже –20 °С, когда жидкие включения 
практически полностью вымерзают. Для области температур выше точки эвтектики, где появ-
ляются жидкие включения, достаточно эффективными могут быть пассивные радиометрические 
измерения. 

 
Ключевые слова: наледь, микроволновая радиометрия, радарные измерения, диэлектрическая 

проницаемость, лед 0. 
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Studying the factor of ice of icing field loss from fresh water in the 
millimeter range 
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In this work, the attenuation of microwave radiation in an artificially formed icing field on the ice cover 

of a freshwater lake was measured in the millimeter range. The measurements were made using microwave 
radiometry at frequencies of 22, 34, 90, and 125 GHz with a cyclic change in the ambient temperature in 
the range from –19 to –31 °C. A special technique was used, which makes it possible to determine the 
attenuation of microwave radiation in it from the increments of radio brightness temperature between ice 
cover and without icing field. In the proposed method, the loss factor was found under the condition that 
attenuation in ice is determined by electromagnetic losses in the medium. The measurements were carried 
out on the ice cover of a fresh lake with a water salinity of about 100 mg/l. As a result of the study, it was 
found that the formation of radiation by ice is strongly influenced by scattering on inhomogeneities of the 
medium. This conclusion was made from a comparison of the calculations of the expected ice loss factor of 
icing field and the data obtained from measurements by the method used. The greatest difference in the loss 
factor (several tens of times) was found at frequencies of 90 and 125 GHz. It has been suggested that 
radiation scattering occurs on crystalline hydrates of salts and can be caused by increased electrical 
conductivity of thin water films on the surface of crystals. This feature can arise, as was recently 
established, during the formation of ice 0 crystals in the medium. This ice is formed from deeply super-
cooled water at temperatures below –23 °C. The observed effect is of interest for the development of radar 
measurements of fresh natural ice at low temperatures and low concentrations in salts (about 100 mg/kg). 
Such ice can form from slightly salty water with a salt content of up to several grams per liter or when 
water with a salinity of ~ 100 mg/l freezes in a confined space. The results obtained are of interest for 
microwave aerospace determination of areas of the ice cover with its structural disturbances, through 
which the water of the reservoir can penetrate to the ice surface with subsequent freezing. At the same time, 
radars can be effective at icing field temperatures below –20 °C, when liquid inclusions almost completely 
freeze out. For the temperature range above the eutectic point, where liquid inclusions appear, passive 
radiometric measurements can be effective. 

 
Keywords: icing field, microwave radiometry, radar measurements, permittivity, ice 0. 
 
Введение 
Изучение характеристик природной среды с использованием аэрокосмических методов из-

мерений в миллиметровом диапазоне представляется перспективным из-за достижения более 
высокого пространственного разрешения по сравнению с широко используемыми системами 
дециметровых и сантиметровых волн [1]. Большой интерес представляет знание характеристик 
льда и мерзлых структур в связи с их быстрой изменчивостью и возможностью определения 
динамики природных структур, в том числе их использования как индикаторов состояния при-
родной среды [2]. При этом изменение электромагнитных характеристик, определяемых значе-
ниями диэлектрической проницаемости льда, позволяет определить влияние температуры сре-
ды, диффузию загрязнений, характеристики включений и иных воздействий на объект исследо-
вания и, следовательно, его более разнообразные характеристики (предысторию роста и дегра-
дации структуры, фазовый состав, влияние метеорологических параметров и др.). 

Частным примером являются характеристики замерзших слоев ледяных образований – ле-
дяных и снежных покровов, а также наледей на реках, водохранилищах, карьерах и иных обра-
зований, где наблюдаются выходы подземных вод [3]. 
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Микроволновые характеристики льда в зависимости от частоты и температуры достаточно 
хорошо исследованы [4–6]. Изучено влияние минерализации на относительную диэлектриче-
скую проницаемость (  ). Вместе с тем исследование изменений ее мнимой части, фактора по-
терь ( '' ) для разнообразных объектов изучено недостаточно. В работе [7] было замечено, что 
при циклическом изменении температуры пресного льда от –5  до –24 °C за три месяца измере-
ний значение фактора потерь пресного льда на частотах 13 и 37 ГГц испытывало гистерезис. 
Эта величина могла медленно изменяться в 1,5 раза, что связано с трансформацией жидких со-
левых включений в среде. Однако детально этот механизм не исследован. Вопрос о значении 
потерь свежеобразованного льда в микроволновом диапазоне представляет особый интерес для 
радиометрии ледяных структур (наледей, ледяных покровов в начальной стадии их образова-
ния, при перемерзании талых структур) из-за сильного влияния малых концентрацией жидко-
сти на радиояркостную температуру [4; 6; 8]. Особенно сильные вариации фактора потерь 
можно ожидать в миллиметровом диапазоне из-за повышенного погонного затухания излуче-
ния и влияния на него структурной трансформации солевых включений. 

В настоящей работе выполнено измерение затухания микроволнового излучения в милли-
метровом диапазоне искусственной наледи, образованной в зимнее время на поверхности пре-
сного ледяного покрова озера (с минерализацией вод водоема около 100 мг/л) при экстремаль-
но низкой температуре. Такие исследования, насколько нам известно, ранее не выполнялись. 
Наблюдения проводили в течение двух суток с момента образования наледи при температуре 
воздуха ниже –19 °C и при циклическом суточном изменении температуры льда с минималь-
ным значением –31 °С. 

 
Методика измерений 
На рис. 1 представлена схема измерений фактора потерь искусственной наледи (1)  на по-

верхности ледяного покрова (2) с использованием измерений радиояркостной температуры 
микроволновым радиометром (3). Особенность методики заключалась в том, что из-за равенст-
ва действительной части диэлектрической проницаемости льда ледяного покрова и наледи ко-
эффициент отражения мощности излучения (R) одинаков от поверхностей раздела (4) и (5).  
В результате имеется возможность достаточно точно определять электромагнитные потери и их 
изменение от температуры и во времени льда наледи по измерениям приращений радиояркост-
ной температуры. 

 

 
 

Рис. 1. Схема измерений фактора потерь искусственной наледи на поверхности ледяного покрова:  
D – толщина наледи; α – угол наблюдения, равный углу преломления;  

β – угол падения теплового излучения из льда на границу наледь – воздух 
 

Fig. 1. Scheme for measuring the loss factor of artificial icing field on the surface of the ice cover:  
D is the icing field thickness; α is the observation angle equal to the angle of refraction;  
β is the angle of incidence of thermal radiation from ice onto the ice – air boundary 



 
 
 

Раздел 3. Технологические процессы и материалы 
 

 535

Наледь образовывали из воды озера путем заливки водой соответствующего ограждения. 
Для этого устанавливали ограничители по периметру квадрата, на дно которого помещали по-
лиэтиленовую пленку для предотвращения миграции солевых включений из воды наледи при 
их возможной миграции в нижележащий слой. Сигналы приборов и температуру наледи ( 0Т ) 

регистрировали при помощи системы сбора информации Agilent. Точность измерения темпера-
туры составляла 1°C. 

Измерения выполнены на частотах 22, 34, 94, 125 ГГц на наледи с плоскими границами и 
площадью поверхности 1 м2. При этом минерализация верхнего слоя ледяного покрова озера 
составляла значение порядка 10 мг/кг. Четыре радиометра с флуктуационной чувствительно-
стью 0,05 К при постоянной времени 4 с размещали на передвижной платформе, которую по-
следовательно передвигали между участками с наледью, ледяным покровом без снега и метал-
лическим листом. Для калибровки радиометров использовали открытую водную поверхность 
проруби и отраженное излучение неба от металлического листа, площади и размеры которых 
соответствовали наледи. Измерения были выполнены при безоблачной атмосфере. В этой схеме 
проводили сравнение радиояркостной температуры наледи ( НT ), образованной на поверхности 

ледяного покрова (т. е. суммарного излучения слоя наледи и ледяного покрова на воде) и очи-
щенного от снега ледяного покрова ( ЛT ). Отметим, что снежный покров перед образованием 

наледи был тщательно удален, а поверхность льда выравнена от шероховатостей. Фотография 
установки показана на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Фотография установки для измерения фактора потерь искусственной наледи 
 

Fig. 2. Photo of the installation for measuring the loss factor of artificial icing field 

 
Как отмечалось выше, идея эксперимента заключалась в определении значения приращения 

радиояркостных температур Н Л( )T T , по которому определяли коэффициент передачи мощ-

ности радиотеплового излучения ( G ) через наледь. По значениям G , находили потери ( L ): 

1
L

G
  в слое D , который определяется законом преломления Снеллиуса: 

cos

D
D 


. В на-

стоящей работе сравнивали ''  для 'D , поэтому использовали данные для L , отнесенные  
к этой длине. Угол наблюдения   и поляризацию принимаемого излучения задавали исходя из 
целей измерений. 

По близкой методике, с использованием приращения радиояркостной температуры, опреде-
ляли значение ��� пресного льда, например, в работах [4; 2].  
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ЛT  связана с мощностью излучения, распространяющегося через границу (4), причем ниже 

этой границы (в среде) Л
Л 1

T
T

R
 


, где R  - коэффициент отражения по мощности от границы 

лед – воздух. 
Для экстремально малых значений   пресного льда и равенства   для наледи и ледяного 

покрова отражение на границе между покровом и наледью отсутствует (т. е. R  одинаков для 
границ наледь – воздух и ледяной покров – воздух), а для границы ледяной покров – наледь он 
равен нулю. Так как интерференционные явления в наледи отсутствуют, то выходящее под уг-
лом α излучение можно представить формулой 

 

   Л
Н 0  1 1

1

T
T G T G R

R
      

.                                                  (1) 

 

Здесь первое слагаемой в квадратных скобках соответствует температуре излучения, посту-
пающего на границу лед – воздух в наледи. Второе слагаемое характеризует собственное ра-
диотепловое излучение наледи, поступающее на ту же границу (излучение аттенюатора [9]) 

Сомножитель  1 R  определяет прошедшую через границу раздела в верхнее полупростран-

ство мощность радиотеплового излучения. 
После преобразований находим коэффициент передачи мощности через наледь под углом  : 
 

 
я

0 Л

1
 1

T
G

T R T


 

 
,   где  я Н ЛT T T   .                                         (2) 

 

Из этой формулы следует отсутствие необходимости учета отраженного излучения неба, так 
как оно автоматически обнуляется (при равенстве R  для ледяного покрова и наледи). Фактор 
потерь определяем из (2) для случая     из формулы [10] для поглощения: 

 
0

дБ 10 8,68 'N lgL D
         

, где 0  – длина волны в свободном пространстве. После 

преобразований 

0

0,868

lgL

D

  


                                                                  (3) 

 

Фактор потерь определяется толщиной наледи и потерями в слое, в котором распространя-
ется излучение под углом  . И для случая 0,04 мD   и 45   , используемые в эксперименте, 

014,3 lgL   . 

В предложенной методике при определении приращения яT  удается повысить точность 

измерений  , так как в значительной мере устраняется влияние дрейфа параметров радиомет-
ров, а также изменений температуры излучения неба. Знаменатель второго члена уравнения (2) 
имеет значение несколько десятков градусов. Ошибка в определении ЛT  в несколько градусов 

дает погрешность G  не более 10 %. 0T  – определяли с помощью температурного датчика, по-

мещенного в наледь с точностью ~0,1 °С. 
 
Результаты измерений 
Исследования проводили с 1 по 3 февраля 2019 г. на пресном озере Арахлей (Забайкальский 

край) в регионе с резкоконтинентальным климатом. Толщина льда при измерениях 117 см. 
Толщина наледи 4 см. Измерения выполняли на горизонтальной поляризации при угле наблю-
дения 45º. Для этого случая 0,14R   при   льда 3,15. Расстояние от антенн радиометров нале-

ди ~ 0,5 м. Температура льда наледи в дни измерений изменялась в пределах от –19  до –31 ºC, 
скорость ветра 3…5 м/с. 
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Эксперименты начинали после девятичасовой выдержки воды в матрице для образования 
наледи. Измерения выполняли с интервалом 1 ч, регистрировали приращения радиояркости от 
температуры и времени. Изменение температуры определялось ее суточным ходом. Результаты 
измерений в виде зависимостей потерь пропускания в наледи приведены на рис. 3 для частот  
34 и 125 ГГц. 

 

 
 

                                           а                                                                                           б 
 

Рис. 3. Зависимости потерь пропускания от времени (последовательность отмечена цифрами:  
1 – начало измерений; 29 – завершение измерений) на частотах: а – 34 ГГц; б – 125 ГГц 

 

Fig. 3. Dependences of transmission losses on time (the sequence is marked with numbers:  
1 – beginning of measurements; 29 – completion of measurements) at frequencies: a – 34 GHz; b – 125 GHz 

 

 
Представляет интерес сравнение имеющихся в литературе данных   пресного льда [11] 

с полученными результатами. На рис. 4 приведены средние значения   в слое льда наледи, най-
денное с использованием формулы (3) по значениям L  в зависимости от логарифма частоты. 

Также приведены результаты измерений фактора потерь на третьи сутки наблюдений, когда 
произошла стабилизация L . Его значения, представлены для температуры льда –25 °С. 

 

 
 

Рис. 4. Средние значения   льда наледи за время наблюдения в зависимости  
от натурального логарифма частоты (сплошная линия); значения фактора потерь  

при температуре –25 °С через 2,5 суток после образования наледи (штриховая линия) 
 

Fig. 4. Mean values of   of icing ice during the observation time depending  
on the natural logarithm of the frequency (solid line); values of the loss factor  

at a temperature of –25 °C 2.5 days after the formation of ice (dashed line) 
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Обсуждение результатов 
При постановке экспериментов использовали представление о том, что затухание радиотеп-

лового излучения определяется потерями в среде. Однако во многих случаях требуется учет 
рассеяния излучения на внутренних неоднородностях объекта [2]. Зависимость   от частоты 
(рис. 4) показывают уменьшение этой величины по мере возрастания частоты. Расчеты по фор-
мулам работ [6; 12] дали значение фактора потерь для чистого льда приблизительно в 3 раза 
выше на частоте 22 ГГц, в 10 раз выше для 34 ГГц и в 20…100 раз выше на частотах 90–
125 ГГц, т. е.   однородного льда возрастает с частотой. Кроме того, следует учитывать, что 
лед наледи исследуемого озера приблизительно на порядок больше содержит солевых включе-
ний, поэтому в природной среде ожидается еще более высокое значение  . Однако оно будет 
проявляться при температурах выше –21,4 °С (температура эвтектики хлорида натрия) – основ-
ного солевого компонента воды озера, когда включения солей присутствуют в виде жидких 
капсул и пленок между кристаллитами. В случае образования кристаллогидратов считается, что 
потери среды близки случаю чистого льда.  

Очевидная причина обнаруженной особенности связана с существенным рассеянием излу-

чения. При измерениях наблюдали положительное приращение  Н ЛT T  в большинстве слу-

чаев, что указывает на преобладание вклада от электромагнитных потерь в формировании по-
тока радиотеплового излучения. Эффекты рассеяния, очевидно, ослабевают при понижении 
частоты, и наиболее контрастной при данном механизме формирования излучения наледь будет 
на частотах ниже 22 ГГц. Это наблюдали на частоте 13,5 ГГц в работе [3], где приращения ра-
диояркостной температуры на льду (с наледями) карьера в береговой зоне в зимнее время при 
температурах выше –20 °С достигали десятков градусов Кельвина. 

Для объяснения сильного рассеяния на частотах 90–125 ГГц высказано предположение, что 
рассеяние возникает на мелких кристалликах кристаллогидратов из солей, имеющихся в исход-
ной воде [13] наледи. То, что образование кристаллогидратов приводит к рассеянию, следует из 
рис. 3, где вблизи температуры эвтектики хлорида натрия (–21…–22 °С) наблюдали уменьше-
ние L . Предполагаемый конкретный механизм этого эффекта следующий. При понижении 
температуры ниже точки эвтектики в среде из жидкой воды возникает переходная фаза от пе-
реохлажденной воды ко льду Ih, названная льдом 0 [14]. Для наноразмерных кристаллов льда 
0 температуры его образования оказываются ниже –23 °С. Это значение может варьироваться  
в некоторых пределах в зависимости от объема и геометрии мерзлого образования. То же  
для процесса нагревания такого льда, когда выше точки фазового перехода он превращается  
в лед Ih.  

Эта модификация льда была экспериментально обнаружена в [15]. Лед 0 сегнетоэлектрик и 
на границе этого льда с диэлектриками возникает слой с высокой электропроводностью, что 
было установлено [16]. Малые частицы, покрытые проводящим слоем, являются сильными рас-
сеивателями из-за плазмонного резонанса в слоях проводника наноразмерной толщины [17]. 
Причем рассеяние возникает на частотах ниже плазменной частоты и простирается до нулевых 
частот. В связи с этим высказана, например, гипотеза, что свечение «серебристых» облаков, 
образующихся в атмосфере на высотах 80–90 км, связано с конденсацией на пылевых частицах, 
покрытых льдом 0 [18]. На них и происходит рассеяние солнечного излучения. Если после  
образования льда 0 в структуре льда наледи температура повысится от точки его образования, 
то в среде будет проявляться трансформация кристаллогидратов и возникнут жидкие включе-
ния (слабо проводящие). При этом и рассеяние будет ослаблено, а потери возрастут [19].  
Поэтому для теплого льда (с температурами выше –20…–18 °С) даже с небольшой концентра-
цией солей у наледи будет иметь место повышенное значение L , определяемое поглоще- 
нием. Соответственно, будет наблюдаться также и повышенное значение радиояркостной  
температуры. 

Наличие снежного покрова усложняет анализ и требует специального исследования. 
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Заключение 
1. Выполненное исследование микроволновых характеристик пресноводной наледи санти-

метровых толщин при температурах ее существования –19…–31 °С в миллиметровом диапазо-
не на частотах 22–125 ГГц выявило сильное рассеяние излучения, особенно в высокочастотной 
части данного участка. 

2. Эффект связывается с образованием кристаллогидратов хлорида натрия, основного ком-
понента воды исследуемого водоема, при температуре –21,4 °С и возникновением тонких слоев 
воды на поверхности кристаллогидратов с их последующим замерзанием с образованием мел-
ких кристаллов льда 0. Также кристаллы (даже нанометровых размеров) при контакте с диэлек-
трической средой (воды или кристаллов льда Ih и кристаллогидратов) образуют нанометровые 
слои с весьма высокой электропроводностью, что приводит к сильному рассеянию излучения  
в миллиметровом диапазоне. 

3. На частотах ниже 20 ГГц эффект рассеяния на включениях малых размеров (микро и на-
но) в пресных льдах должен существенно уменьшаться, поэтому «холодная» наледь будет сла-
бо выделяться на фоне ледяного покрова. Однако при температурах выше точки эвтектики со-
лей радиояркостная температура наледи будет возрастать во всех диапазонах из-за существова-
ния включений в жидком состоянии. Температурная граница между двумя областями опреде-
ляется химическим составом воды, т. е. точками эвтектики солей. Для хлорида натрия это зна-
чение находится вблизи –21…–22 °С (в зависимости от влияния других солей). 

4. Рассеяние излучения для «холодной» наледи при температурах образования льда 0 (т. е. 
ниже –23 °С) позволяет использовать для обнаружения наледей из пресной воды радары мил-
лиметрового диапазона (на частотах 90–125 ГГц). 
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Алюминий и сплавы на его основе являются основными материалами для космического машино-

строения, как при производстве деталей аппаратов, так и в организации электроснабжения и 
электроники. Сырьем для получения алюминия является глинозем. 

Производство глинозема – это многостадийный процесс, включающий в себя переработку сырья 
различными способами: механически, термически, химически. Механическая переработка сырья явля-
ется первой стадией производства, в нее входят отделение дробления и приготовления шихты. Под-
готовка шихты из нефелиновой руды к дальнейшим стадиям производства происходит в мельницах  
с добавлением известняка и оборотного раствора. Соотношение компонентов, поступающих в мель-
ницы, напрямую влияет на состав шихты и качество конечного продукта. При этом требуемое ка-
чество шихты не всегда обеспечивается, так как расходы компонентов задаются человеком по ре-
зультатам редкого химического анализа, выполняемого лабораторией с запаздыванием.  

Целью работы является совершенствование управления мельницей при получении шихты нефе-
линовой руды. Разработана программа виртуального управления мельницами и мнемосхема в про-
граммной среде TIA Portal с применением микропроцессорного контроллера S7-1500. Разработана 
система автоматического регулирования известкового и щелочного модулей сырьевой шихты. 

Программа управления построена на основе расчета влажности шихты, а также щелочного и 
известнякового модулей в зависимости от состава руды, известняка, а также скоростей подачи  
в мельницу оборотной воды, руды и известняка. Мнемосхема включает в себя индикацию важных 
параметров процесса, тренды входных и выходных характеристик и инструменты для задания 
управляющих воздействий. 

 
Ключевые слова: приготовление шихты, размол нефелиновой руды, виртуальное управление, 

мнемосхема. 
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Aluminum and alloys based on it are the main materials for space engineering, both in the production 
of vehicle parts, and in the organization of power supply and electronics. The raw material for producing 
aluminum is alumina. 

Alumina production is a multi-stage process that includes the processing of raw materials in various 
ways: mechanically, thermally, chemically. Mechanical processing of raw materials is the first stage  
of production, it includes a crushing department and a batch preparation department. The preparation  
of the charge from nepheline ore for further stages of production takes place in mills with the addition of 
limestone and recycled solution. The ratio of the components entering the mills directly affects  
the composition of the charge and the quality of the final product. At the same time, the required quality  
of the charge is not always ensured, since the costs of the components are set by a person based on the 
results of a rare chemical analysis performed by the laboratory with a delay.  

The aim of the work is to improve the control of the mill when receiving a mixture of nepheline ore. A 
virtual mill control program and a mnemonic diagram were developed in the TIA Portal software 
environment using the S7-1500 microprocessor controller. A system for automatic control of the lime and 
alkaline modules of the raw charge has been developed. 

The control program is built on the basis of calculating the moisture content of the charge, as well as the 
alkaline and limestone modules, depending on the composition of the ore, limestone, as well as the feed rates  
of circulating water, ore and limestone to the mill. The mnemonic diagram includes an indication of important 
process parameters, trends in input and output characteristics, and tools for setting control actions.  

 

Keywords: batch preparation, nepheline ore grinding, virtual control, mnemonic diagram. 
 
Введение 
Глинозем (Al2O3) – это основной исходный материал, используемый в производстве первич-

ного алюминия, который, в свою очередь, является основным материалом для космического 
машиностроения, как при производстве деталей аппаратов, так и в организации электроснаб-
жения и электроники. В большинстве случаев, в качестве рудной базы при создании глинозема 
выступают бокситы, но также применяется нефелиновые и иные содержащие глинозем руды. 
Одним из самых распространенных способов производства глинозема является щелочной спо-
соб путем спекания. Суть этого способа состоит в связывании Аl2О3 в алюминат натрия путем 
спекания и последующего выщелачивания полученного спёка [1–7]. Такой способ производства 
глинозема используется на Ачинском глиноземном комбинате (АГК) – крупнейшем предпри-
ятии в области алюминиевой промышленности в России [8]. 

Подготовкой сырья для спекания занимается отделение приготовления шихты. Процесс под-
готовки шихты нефелиновой руды является одним из важнейших этапов получения глинозема, 
и при совершенствовании схемы управления можно добиться значительного экономического 
эффекта за счет снижения затрат энергии и материалов [9; 10].  

Достичь такого эффекта можно, решив некоторые проблемы автоматизированной системы 
управления технологическим процессом (АСУ ТП): 

– отсутствие автоматического контроля и индикации работы основного технологического 
оборудования (режим включения/отключения, индикация аварийного состояния); 

– отсутствие вывода в АСУ ТП важных параметров оперативного контроля работы оборудо-
вания (температура подшипников, давление масла и др.); 

– осуществление контроля параметров только по месту; 
– отсутствие системы автоматического регулирования известкового и щелочного модулей 

сырьевой шихты; 
– осуществление вывода на целевые показатели шихты в ручном режиме на основе резуль-

татов химического лабораторного анализа. 
 

Описание технологического процесса 
Отделение приготовления шихты предназначено для приготовления шихты из нефелиновой 

руды и известняка с заданными характеристиками. Состав шихты характеризуют:  
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– известняковый модуль – молярное отношение суммы оксида кальция к диоксиду кремния 
(Мизв = 1,07(СаО/SiO2)); 

– щелочной модуль – молярное отношение суммы оксидов натрия и калия в пересчете  
на Na2O к оксиду алюминия (Мщел = 1,645 (Na2O + 0,659K2O) / Al2O3);  

– крупность помола, содержание фракции +0,08 мм, %;  
– влажность (W), %;  
– постоянство состава.  
Размол нефелиновой руды и известняка с добавлением оборотного раствора производят  

в трубчатых шаровых мельницах.  
На АГК существует четыре стадии приготовления шихты (рис. 1):  
I стадия – размол нефелиновой руды с добавлением оборотного раствора (мельницы № 15–22);  
II стадия – домол нефелиновой пульпы (мельницы № 11–14);  
III стадия – размол известняка совместно с нефелиновой пульпой (мельницы № 1–8); 
IV стадия – домол нефелиновой шихты, известняка (мельницы № 9–10, 23–28, 31–35).  
 

 
 

Рис. 1. Стадии приготовления шихты 
 

Fig. 1. Stage of the mixing processes 
 
 

После домольных мельниц четвертой стадии размола шихта собирается в сборную мешалку 
и насосами перекачивается в схемы проточного усреднения шихты в коррекционных 
бассейнах.  

Из схем проточного усреднения шихта перекачивается в расходные бассейны, откуда насо-
сами подается на печи спекания. Избыток шихты по кольцевым трубопроводам возвращается  
в расходные бассейны. 
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Каскад мельниц как объект автоматизации 
На рис. 2 изображен каскад мельниц как объект автоматиза-

ции, где X(t) – вектор управляющих воздействий; F(t) и M(t) – 
векторы контролируемых и неконтролируемых возмущений, со-
ответственно; Y(t) – вектор выходных параметров. Таблица со-
держит векторные переменные каскада мельниц. 

После четвертой стадии шихта попадает в коррекционные бас-
сейны, где путем лабораторного анализа измеряются главные вы-
ходные показатели каскада щелочной и известняковый модуль: 

Mщел – щелочной модуль, 1,120,02 ед.; 
Мизв – известняковый модуль, 2,040,02 ед. 
Корректировка этих параметров заключается в регулировании 

входных показателей мельниц в каскаде (изменение расхода ру-
ды, раствора и т. д.). Это дает дополнительную сложность для 
автоматизированного управления, так как модули зависят не 
только от расхода входных показателей, но и от состава компо-
нентов. Поэтому для достижения необходимых показателей ще-
лочного и известнякового модуля можно иметь вариации показа-
теля влажности в диапазоне 30–35 %. 

 
 

Векторные переменные четырехстадийного каскада 
 

Векторные переменные 

С
та

ди
и 

Управляющие  
воздействия X(t) 

Выходные  
параметры Y(t) 

Контролируемые  
возмущения F(t) 

Неконтролируемые 
возмущения M(t) 

С
та

ди
я 

1 х1.1 – подача нефелино-
вой руды, 0–160 т/ч; 
х1.2 – подача оборотного 
раствора, 0–63 м3/ч 

y1.1 – влажность шихты, 28–35 %; 
y1.2 – уровень шихты в шалке,  
1,5–4,5 м; 
y1.3 – пульпа на выходе с мешал-
ки,  
0–200 т/ч 

С
та

ди
я 

2 х2 – подача пульпы с 
первой стадии помола, 
0–200 т/ч 

y2.1 – влажность шихты, 30–35 %; 
y2.2 – уровень шихты в мешалке, 
1,5–4,5 м; 
y2.3 – пульпа на выходе с мешал-
ки,  
0–125 т/ч 

С
та

ди
я 

3 

х3.1 – подача нефелино-
вой пульпы, 0–125 т/ч; 
х3.2 – подача известняка, 
0–160 т/ч; 
х3.3 – подача оборотного 
раствора, 0–63 м3/ч 

y3.1 – влажность шихты,  
26,5–27 %; 
y3.2 – уровень шихты в мешалках, 
1,5–4,5 м; 
y3.3 – пульпа на выходе с мешал-
ки,  
0–200 т/ч 

С
та

ди
я 

4 х4 – подача пульпы с 
третьей стадии помола, 
0–200 т/ч; 

y4.1 – влажность шихты, 30–35 %; 
y4.2 – уровень шихты в мешалках, 
1,5–4,5 м; 
y4.3 – пульпа на выходе с мешал-
ки,  
0–200 т/ч 

 
f1 – перегрев подшип-
ников привода и ре-
дуктора мельницы,  
до 75; 
 
 
f2 – перегрев подшип-
ников цапф мельни-
цы, до 65; 
 
 
f3 – забитие загрузоч-
ной воронки мельни-
цы, до 3 м; 
 
 
f4 – отсутствие мате-
риала в бункере руды; 
 
 
f5 – засорение масло-
фильтра (повышение 
давления) 

m1 – выход из  
строя датчиков; 
m2 – износ обору-
дования 

 
 

Рис. 2. Каскад как объект  
автоматизации 

 

Fig. 2. Cascade as automation 
object 
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Для того чтобы отвечать требованиям процесса сразу по нескольким показателям и при этом 
делать это автоматически, необходимо разработать программу управления, содержащую кон-
тур автоматического регулирования химического состава шихты, и мнемосхему на основе со-
временного программного обеспечения (ПО). Из ряда различных SCADA-систем была выбрана 
WinCC, так как она имеет мощный набор инструментов для любых задач в области автоматиза-
ции. Имитационные возможности ПО WinCC позволяют в реальном времени следить за изме-
нениями технологического процесса, описанного с помощью программных и функциональных 
блоков, а также воздействовать на выходные переменные в ходе процесса [11; 12]. 

 

Разработка мнемосхемы для управления каскадом 
Разработан проект виртуального управления, который включает несколько экранов. 
Экран «Мельница 1» (рис. 3) является главным экраном управления мельницей первой ста-

дии приготовления шихты. Верхняя часть экрана является общей панелью управления. Она 
включает в себя тумблеры управления мельницами, выбор режимов работы мельниц 1 и 3 ста-
дии и задание расходов материалов на входе в мельницы и выходе из мешалок [13]. 

 

 
 

Рис. 3. Экран «Мельница 1» 
 

Fig. 3. Screen «Mill 1» 

 
В левой части экрана «Мельница 1» показана мельница, бункер руды, конвейер, трубопро-

вод с раствором, мешалка и насос на выходе из мельницы. Также здесь расположены текущие 
показания датчиков. В нижней части расположена навигационная панель. Справа находятся 
тренды, на которых показаны расходы материалов текущий и заданный, а также тренд уровня 
пульпы в мешалке. 

 

Имитация работы мельницы 
Управление каскадом мельниц осуществляется в несколько этапов, которые во время работы 

могут повторяться. На рис. 4 отображена очередность работы блоков программы управления. 
Входные показатели на блок-схеме включают в себя управляющие воздействия и состав сырья. 

Имитация показаний датчиков реализована при помощи скриптов на языке VBS.  
Изменение значений расхода материалов в мельницу может изменить также и влажность по-

ступающей смеси. Чтобы показать это на мнемосхеме, был разработан скрипт. Работа скрипта 
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заключается в том, что непрерывно происходит проверка равенства между текущей влажно-
стью в мешалке и влажностью поступающей смеси и, если равенство нарушено, то происходит 
уменьшение либо увеличение значения текущей влажности до необходимого значения [14]. 

 

 
 

Рис. 4. Блок-схема управления каскадом 
 

Fig. 4. Block-diagram of the cascade control 

 
Автоматический режим работы мельницы предполагает, что отклонение значения текущей 

влажности от заданного будет приводить к изменению значений расхода материалов, посту-
пающих в мельницу. Например, если значение текущей влажности меньше заданного, необхо-
димо повысить расход раствора, но при этом снизить расход руды, чтобы общая производи-
тельность мельницы не изменилась. Ниже на панели трендов показан такой случай (рис. 5) [15]. 

 

 
 

Рис. 5. Панель трендов расхода 
 

Fig. 5. Bar of the flow trends 
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На рис. 6 показана панель задания состава сырья и расчета модулей. Перейти к ней можно 
через навигационную панель – вкладка «Анализ». Для имитации работы лабораторных анали-
заторов была разработана программа расчета щелочного и известнякового модулей на языке 
FBD. Благодаря программе, можно изменить состав сырья и увидеть изменение значения моду-
лей в реальном времени. Известняковый и щелочной модули вычисляются на основе расчетных 
формул согласно технологическому регламенту, описанному выше. 

 

 
 

Рис. 6. Панель задания состава входного сырья и расчета модулей 
 

Fig. 6. Bar for specifying the raw material composition and module calculation 

 
Заключение 
Автоматизация процесса приготовления шихты при производстве глинозема имеет некото-

рые проблемы, которые были описаны выше. Разработанные мнемосхема и программы в 
SCADA-системе WinCC позволяют частично решить эти проблемы, а именно: осуществить 
контроль технологических параметров, вывод их значений в АСУ ТП и индикацию работы 
оборудования; реализовать автоматическое управление каскадом на основе сбора данных в 
АСУ ТП; рассчитать выходные показатели шихты на основе данных о составе входного сырья 
и объема входных потоков на каскад мельниц. Последнее позволяет задавать и регулировать 
соотношение подачи руды, известняка и воды для обеспечения нужного качества шихты. 
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Освоение Солнечной системы человеком подразумевает создание долгосрочных обитаемых баз 

на ряде космических тел: Луне, Марсе и др. Поддержание на таких базах среды благоприятной для 
экипажа возможно благодаря системам жизнеобеспечения (СЖО), в которых реализуется замк-
нутый массообмен продуктов и отходов между экипажем, звеном высших растений и другими 
звеньями. Замкнутость повышает надежность и автономность системы, снижает стоимость ее 
снабжения. Управление таким массообменом представляется трудной технической задачей, тре-
бующей затрат многих человеко-часов, что является ценным ресурсом при осуществлении пило-
тируемых космических миссий. В общем случае эта задача решается средствами автоматики, 
однако, необходимо учитывать специфику процессов, поддерживающих массообмен, так как это 
позволит найти пути упрощения аппаратной и логической составляющих, повысить их универ-
сальность и надежность. 

В данной статье представлен анализ технологических процессов экспериментального блока вы-
деления NaCl из растворов минерализованных метаболитов человека и предложен простой алго-
ритм управления, который без принципиальных изменений может быть использован для всех про-
цессов блока. Без разработки цикла превращений NaCl становится практически невозможным соз-
дание долгосрочно функционирующей биолого-технической системы жизнеобеспечения – опти-
мального варианта СЖО для инопланетных баз. В таких системах происходит массообмен между 
экипажем и звеном высших растений и существует опасность накопления NaCl в ирригационных 
растворах и последующего отравления растительного звена. Поэтому проблема управления цик-
лом превращений NaCl в массообменных процессах высокой степени замкнутости является акту-
альной, а универсальные принципы автоматизированного управления могут быть использованы  
не только в космических, но и земных приложениях: в замкнутых агротехнических циклах и научно-
образовательных стендах. 

 
Ключевые слова: управление технологическим процессом, системы жизнеобеспечения, утилиза-

ция органических отходов, обессоливание, растительное звено. 
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The development of the Solar system by humans implies the creation of long-term habitable bases on a 

number of cosmic bodies: the Moon, Mars, etc. Maintaining an environment favorable for the crew on such 
bases is possible thanks to life support systems (LSS), in which a closed mass transfer of products and 
waste between the crew, the unit of higher plants and other links is implemented. Closure increases the 
reliability and autonomy of the system, and reduces the cost of its supply.Controlling such mass transfer 
appears to be a difficult technical task requiring many man-hours, which is a valuable resource in the 
implementation of manned space missions. In the general case, this problem is solved by means of 
automation, however, it is necessary to take into account the specifics of the processes that support mass 
transfer, since this will allow finding ways to simplify the hardware and logical components, increase their 
versatility and reliability. 

This article presents an analysis of the technological processes of the experimental unit for the 
separation of NaCl from solutions of mineralized human metabolites and proposes a simple control 
algorithm that can be used for all processes of the unit without fundamental changes. Without the 
development of a NaCl transformation cycle, it becomes almost impossible to create a long-term 
functioning biological and technical life support system – the optimal LSS option for alien bases.In such 
systems, mass transfer occurs between the crew and the link of higher plants and there is a danger of NaCl 
accumulation in irrigation solutions and subsequent poisoning of the plant link. Therefore, the problem  
of controlling the NaCl transformation cycle in mass transfer processes of a high degree of closure is 
relevant, and the universal principles of automated control can be used not only in space, but also in 
terrestrial applications: in closed agrotechnical cycles and scientific and educational stands. 

 

Keywords: process control, life support systems, utilization of organic waste, desalination, plant link. 
 
Введение 
Замкнутые искусственные экосистемы, включающие человека и высшие растения, пред-

ставляют научный интерес в исследованиях круговоротных процессов естественных и искусст-
венных экосистем. Технологии, разрабатываемые для организации массообмена между экипа-
жем и звеном высших растений, планируется использовать при создании биотехнических сис-
тем жизнеобеспечения (БТСЖО) планетарных баз, в том числе лунной и марсианской [1–3]. 
Одним из ключевых моментов в организации массообмена является быстрая и экологически 
чистая переработка органических отходов, в том числе метаболитов человека, в удобрения. 
Существует ограниченное число методов такой утилизации [1–12], каждый из которых имеет 
недостатком высокое относительное содержание NaCl в продуктах переработки. Постоянное их 
использование в качестве удобрений приведет к засолению ирригационных растворов и сниже-
нию производительности космической оранжереи при ее долговременном многомесячном 
функционировании. В итоге экипаж начнет испытывать дефицит растительной пищи, а затем 
воды и кислорода. В этой связи представляется актуальным развитие технологий обессолива-
ния [13; 14], в том числе развитие автоматизированного управления соответствующими техно-
логическими процессами. 

Очевидно, что разработку технологии извлечения NaCl рациональнее всего выполнять  
в комплексе с технологией переработки отходов, так как основным источником NaCl в массо-
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обмене являются метаболиты человека. В Институте биофизики СО РАН ведется разработка 
комплекса физико-химической переработки отходов растительного и животного происхожде-
ния, в том числе метаболитов человека, для вовлечения элементов, содержащихся в данных от-
ходах, в круговорот массообменных процессов БТСЖО. Данный комплекс основывается на 
минерализации отходов методом «мокрого» сжигания, суть которого заключается в окислении 
органических отходов в водном растворе перекиси водорода под действием переменного элек-
трического тока [12; 15; 16]. В результате такой переработки образуется минерализованный 
раствор, который может быть использован для приготовления ирригационного раствора звена 
высших растений [15; 16]. Данный метод имеет большое преимущество в скорости утилизации 
и экологической безопасности получаемых продуктов (раствор и газ) [16]. 

Помимо опасности засоления, получаемая реакторная жидкость не может быть непосредст-
венно внесена в ирригационный раствор для растений, так как метод «мокрого» сжигания прак-
тически не способен утилизировать мочевину, что повышает риск развития в системе условно 
патогенных уробактерий [16]. Поэтому комплекс физико-химической переработки органиче-
ских отходов включает в себя несколько процессов [12]: 

1) «мокрое» сжигание отходов; 
2) разложение мочевины; 
3) выделение NaCl. 
Для налаживания надежного массообменного цикла БТСЖО необходимо, чтобы все процес-

сы комплекса переработки отходов протекали в течение технологически приемлемого времени 
(не более 1–2 суток). Предпочтительнее всего было бы иметь возможность переработать суточ-
ную норму жидких выделений человека в течение суток. 

Данная работа посвящена разработке принципов управления технологическими процессами 
разложения мочевины и выделения NaCl из раствора минерализованных метаболитов человека, 
полученных методом «мокрого» сжигания. В разрабатываемом блоке выделения NaCl осущест-
вляется несколько физико-химических последовательных и параллельных процессов. Несмотря 
на различия в химии процессов, их динамика схожа, а условия  протекания обеспечиваются 
аналогичными физико-химическими методами. Это позволяет выстроить аппаратную и про-
граммную часть элементов блока таким образом, чтобы имелась возможность взаимной замены 
комплектующих. Благодаря этому будет повышена живучесть и надежность БТСЖО, снижены 
риски успешного выполнения миссии. 

 
Технологические процессы блока обессоливания 
Общая схема экспериментального комплекса физико-химической переработки органических 

отходов представлена на рис. 1. Согласно этой схеме, после переработки в реакторе «мокрого» 
сжигания, минерализованные экзометаболиты поступают в реактор ферментативного разложе-
ния мочевины с помощью уреазы [16; 17]. Также в этот реактор происходит периодическое по-
ступление HCl, синтезируемого в реакторе синтеза HCl [18], для коррекции уровня pH раство-
ра. Процесс гидролиза мочевины в растворе завершается при снижении уровня ее концентра-
ции до определенного значения. 

Далее раствор поступает в выделитель Cl2, где вследствие электролиза происходит образо-
вание газообразного Cl2, который поступает в реактор синтеза HCl [18], необходимой для полу-
чения NaCl на последнем этапе технологического процесса. Выделение Cl2 происходит за счет 
электролиза раствора и завершается при снижении уровня концентрации Cl- в растворе до оп-
ределенного значения. 

Синтез HCl [12] протекает до тех пор, пока весь газообразный хлор, образованный на пре-
дыдущем этапе, не будет конвертирован в кислоту и зафиксирован в воде, то есть процесс ос-
танавливается при достижении определенного значения концентрации HCl в водном растворе. 

После разложения мочевины и выделения хлора раствор поступает в электролизер, в кото-
ром осуществляется выделение щелочной части из минерализованных метаболитов, содержа-
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щей в себе основную долю металлов. Кислая и нейтральные части возвращаются в ирригаци-
онный раствор. Процесс выделения щелочной части направлен на понижение концентрации 
Na+ в растворе, поэтому сигналом к его окончанию служит снижение уровня этой концентра-
ции до определенного значения, определяемого оператором. 

Далее в реакторе синтеза карбоната натрия происходит выделение Na2CO3 из щелочного 
раствора, а остальные компоненты щелочного раствора в виде раствора карбонатов возвраща-
ются в ирригационный раствор. Синтез Na2CO3 многоступенчатый: 

1) барботаж воздухом и нагрев до определенной температуры щелочного раствора, пока он 
не будет сконцентрирован до определенного объема (уровня); 

2) барботаж CO2 раствора NaHCO3 и KHCO3, до достижения определенного давления газа 
над раствором; 

3) охлаждение до определенной температуры и раствора Na2CO3 и K2CO3 и поддержание 
пониженного давления над раствором определенное время. 

На последнем физико-химическом этапе в реакторе синтеза NaCl происходит смешивание 
Na2CO3 и HCl с образованием раствора NaCl. Процесс протекает в жидкой фазе и завершается 
при достижении требуемого уровня pH. Далее полученный раствор с высоким содержанием 
NaCl может быть доочищен для непосредственного получения пищевой соли либо использован 
для культивирования галофитов в фототрофном звене, обеспечивающих человека NaCl. 

 

 
 

Рис. 1. Цикл NaCl в массообмене БТСЖО 
 

Fig. 1. Cycle of NaCl in the mass transfer of BTLSS 

 
Экспериментально показано, что разрабатываемая физико-химическая технология обессоли-

вания минерализованных метаболитов человека в перспективе позволит менее чем за сутки 
удалять из раствора до 80 % NaCl, который в дальнейшем может быть использован для получе-
ния пищевой соли экипажа [19]. Выявление аналогичных моментов в технологических процес-
сах блока обессоливания позволит применить универсальные, взаимозаменяемые элементы  
аппаратного обеспечения и логического управления процессами, что поможет значительно со-
кратить массу блока, повысить его надежность, а оператору проще сохранять контроль, пере-
ходя от одного технологического этапа к другому. 



 
 
 

Раздел 3. Технологические процессы и материалы 
 

 555

Принципы управления блока обессоливания 
Каждый из технологических процессов блока обессоливания можно охарактеризовать моно-

тонным достижением целевым параметром определенного значения, интересующего операто-
ра. На этапе разложения мочевины о завершении процесса можно ориентироваться по измене-
нию концентрации мочевины, или продукта ее гидролиза – NH4

+, что технологически проще 
реализуется измерительными электродами [19]. Окончание процессов выделения Cl2 и синтеза 
HCl определяется по показаниям концентрации Сl– в растворе, процесса выделения щелочной 
части – по показаниям концентрации Na+ в растворе. Выделение карбоната натрия и синтез 
NaCl завершаются при достижении определенного времени или значения pH, или уровня рас-
твора. Во всех случаях оператор должен получать данные, в том числе графические, по дина-
мике и текущему значению, только одного целевого параметра процесса, чтобы снизить веро-
ятность ошибки и риски успешного завершения работы блока. 

Соответствующие условия для технологических процессов блока обессоливания должны 
обеспечиваться поддержанием в оптимальном диапазоне ряда параметров среды: температуры 
и давления газа над раствором, температуры, pH и уровня раствора. Эти параметры могут кор-
ректироваться методом релейной автоматики путем  включения/отключения исполнительного 
устройства (нагревателя, насоса кислоты или воздушного насоса) в зависимости от показаний 
датчиков. Также необходимо отслеживать критические отклонения от оптимальных парамет-
ров, способные привести к разрушению технологической линии. 

Исходя из изложенных характеристик процессов, управление блоком обессоливания можно 
разделить на две автоматизированные подсистемы, контролирующие достижение целевого па-
раметра и параметры условий соответственно (см. таблицу). Первая подсистема отслеживает 
факт достижения целевым параметром определенного значения (сигнал о завершении техноло-
гического этапа), а также динамику этого процесса для контроля скорости его течения. Дина-
мику может контролировать оператор, ориентируясь по характеру тренда значений целевого 
параметра, или автоматика, удерживая значения производных целевого параметра в заданных 
диапазонах. Вторая подсистема поддерживает параметры среды в требуемом диапазоне либо 
экстренно останавливает процесс при их выходе за критическое значение. 

 
Контролируемые параметры этапов обессоливания 

 

Контролируемые параметры Этап 
Целевой параметр Параметры условий 

Разложение мочевины Концентрация NH4
+ tº раствора, pH 

Выделение Cl2 Концентрация Сl– tº раствора, V раствора 
Синтез HCl Концентрация Сl– tº раствора, V раствора 
Выделение щелочного раствора Концентрация Na+ tº раствора, V раствора 
Синтез Na2CO3 V раствора/ P газа/ Время tº раствора 
Синтез NaCl pH tº раствора 

 

Примечание. tº – температура; V – объем; P – давление. 
 
Подобие задач управления технологическими процессами позволяет использовать одинако-

вую логику работы алгоритма управления (рис. 2) на всех этапах обессоливания. Работа алго-
ритма должна начинаться с блока предопределенного процесса: проверки подключения датчи-
ков и исполнительных устройств для оценки технического состояния агрегатов. Далее необхо-
дим блок данных: ввод оператором значений целевых параметров и параметров условий про-
цесса – для возможности использования одного устройства управления на всех этапах обессо-
ливания. Также это позволит применять систему управления для проведения опытов с физико-
химическими процессами в настраиваемых экспериментальных условиях. 

После ввода значений параметров работу начинает подсистема, контролирующая текущие 
параметры условий технологического процесса. Блок процессов считывает и записывает дан-
ные о параметрах условий. Далее блок принятия решений сравнивает значения этих параметров 
с требуемыми диапазонами значений. Если значение параметра находится внутри диапазона, 
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включая его граничные значения, то процесс протекает нормально и контроль переходит под-
системе, отслеживающей достижение целевым параметром заданного значения. Если значение 
параметра условий находится вне требуемого диапазона, то следующий блок принятия решений 
сравнивает текущее значение параметра условий с критическим диапазоном значений. Если зна-
чение параметра находится внутри критического диапазона, включая его граничные значения, 
то блок процессов выполняет акт корректировки условий исполнительными устройствами, после 
чего цикл алгоритма возвращается на этап работы блока процессов, который считывает и запи-
сывает данные об обновленных параметрах условий. Если значение параметра условий находится 
вне критического диапазона, то блок предопределенного процесса проводит подготовку реактора 
к экстренному отключению и алгоритм завершает работу, отключая реактор. 

Подсистема контроля целевого параметра начинает работу, если значения параметров усло-
вий находятся в заданном диапазоне. Блок процессов считывает и записывает данные о теку-
щем значении целевого параметра. Далее блок принятия решений сравнивает текущее значение 
с требуемым. Если значение параметра меньше требуемого, то процесс продолжается, и цикл 
возвращается к блоку процессов, который считывает и записывает данные об обновленных па-
раметрах условий. Если значение целевого параметра больше либо равно заданному, то блок 
предопределенного процесса проводит подготовку реактора к планомерному отключению  
и алгоритм завершает работу, отключая реактор. 

 

 
 

Рис. 2. Алгоритм работы программы автоматики 
 

Fig. 2. Algorithm of the automation program 
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Функциональная схема автоматики представлена на рис. 3. Элементы схемы являются уни-
версальными и могут принимать участие в нескольких этапах работы блока выделения NaCl. 

 

 
 

Рис. 3. Функциональная схема автоматики блока выделения NaCl 
 

Fig. 3. Functional scheme of the NaCl extraction block automation 

 
 
Заключение 
Разрабатываемый блок обессоливания растворов является частью подсистемы физико-

химической утилизации органических отходов БТСЖО. В эту подсистему также входит реак-
тор «мокрого» сжигания, процесс минерализации в котором многостадиен и имеет цепной ха-
рактер. Принципы его автоматизации, изложенные в [12; 19; 20], базируются на многократном 
изменении целевого параметра и требуют введения дополнительного параметра – температуры – 
при масштабировании процесса. Вследствие этого применение подхода, изложенного в данной 
статье, невозможно при разработке алгоритма управления реактором «мокрого» сжигания. Тем 
не менее он имеет ряд преимуществ. 

Представленный алгоритм может обслуживать 6 из 7 технологических этапов подсистемы 
физико-химической утилизации органических отходов. Использование только одного целевого 
параметра в качестве индикатора завершения процесса поможет оператору в сохранении кон-
троля при переходе от одного технологического этапа к другому. Возможность внесения кон-
трольных значений параметров условий и целевого параметра позволяет применить автомати-
ческое управление в научно-образовательном приложении. Например, при создании опытных 
или образовательных стендов для изучения процессов ферментации, электродиализа и кристал-
лизации. 

В целом можно заключить, что описанные принципы управления блоком обессоливания по-
высят надежность БТСЖО. Во-первых, за счет снижения нагрузки на оператора благодаря ав-
томатизации. Во-вторых, за счет дублирования аппаратной части. Ряд параметров, контроли-
руемых алгоритмом на разных технологических этапах, измеряют принципиально одинаково: 
измерительными электродами, датчиками уровня, давления и температуры. Это означает, что 
от одного технологического этапа к другому могут быть использованы одни и те же вычисли-
тельные устройства. Отмеченные преимущества повышают перспективность применения 
БТСЖО в будущих планетарных базах, что благоприятно отразится на освоении человеком 
Солнечной системы. 
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Пиростаннат висмута Bi2Sn2O7 является диамагнетиком и относится к структурному типу 

класса пирохлора А2В2О7. В этом классе соединений, при наличии магнитных ионов, проявляются 
очень интересные магнитные свойства. Хром- и железозамещенные пиростаннаты висмута 
Bi2(Sn0.9Ме0,1)2O7, Ме = Cr и Fe синтезированы методом твердофазного синтеза. Рентгенострук-
турный анализ показал, что образцы соответствуют моноклинной ячейке Pc в α-фазе Bi2Sn2O7 при 
комнатной температуре. Изучены магнитные свойства до 1100 К в магнитных полях до 0,86 Т и 
электрическая поляризация на частотах 10, 3 и 1 mHz в интервале температур 80–550 К. Исследо-
вано влияние гетерогенного замещения ионами Cr3+ и Fe3+ на магнитные свойства и электрическую 
поляризацию. Анализ экспериментальных данных выявил зависимость магнитных свойств от сте-
пени заполнения электронных оболочек ионов хрома и железа. Соединение Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 прояв-
ляет ферромагнитные свойства, а Bi2(Sn0,9Fe0,1)2O7 – антиферромагнитные. В хромзамещенном 
пиростаннате висмута при α→β переходе парамагнитная температура Кюри возрастает в 3 
раза. Температурная зависимость обратной магнитной восприимчивости характеризуется гисте-
резисом в районе температур 400–900 К. Обратная магнитная восприимчивость Bi2(Sn0,9Fe0,1)2O7 
во всем температурном интервале удовлетворительно описывается законом Кюри–Вейсса. Иссле-
дования магнитных свойств установили, что ионы Fe3+ находятся в высокоспиновом состоянии. 
Найден гистерезис поляризации в Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7, который смещается по оси поляризации и зави-
сит от температуры. Bi2(Sn1–хFeх)2O7, х = 0,1 характеризуется линейной полевой зависимостью.  
С увеличением концентрации ионов железа возникает гистерезис полевой зависимости электриче-
ской поляризации. Нелинейная полевая зависимость поляризации в Bi2(Sn0,8Fe0,2)2O7 объяснятся 
взаимодействием дипольной и миграционной поляризаций. Для соединения Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 обна-
ружен переход в состояние дипольного стекла. В β-фазе Bi2(Sn0,8Fe0,2)2O7 выше Т = 400 К гистере-
зис поляризации не наблюдается и преобладает электронно-релаксационная поляризация. Механизм 
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возникновения электронной поляризации объясняется с возникновением анионных вакансий при ге-
терогенном замещении ионов олова. 

 

Ключевые слова: рентгеноструктурный анализ, электрическая поляризация, магнитная воспри-
имчивость, гистерезис электрической поляризации. 
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Bismuth pyrostannate Bi2Sn2O7 is a diamagnet and belongs to the structural type of the A2B2O7 pyro-

chlore class. In this class of compounds, in the presence of magnetic ions, very interesting magnetic prop-
erties appear. Chromium- and iron-substituted bismuth pyrostannates Bi2(Sn0.9Me0.1)2O7, Me = Cr, and Fe 
were synthesized by solid-phase synthesis. X-ray diffraction analysis showed that the samples correspond to 
the Pc monoclinic cell of the Bi2Sn2O7 α-phase at room temperature. The magnetic properties up to 1100 K 
in magnetic fields up to 0.86 T and the electric polarization at frequencies of 10, 3, and 1 mHz in the 
temperature range 80–550 K have been studied. The effect of heterogeneous substitution by Cr3+ and Fe3+ 
ions on the magnetic properties and electric polarization of bismuth pyrostannate is investigated. An analy-
sis of the experimental data revealed the dependence of the magnetic properties on the degree of filling of 
the electron shells of chromium and iron ions. The Bi2(Sn0.9Cr0.1)2O7 compound exhibits ferromagnetic 
properties, while Bi2(Sn0.9Fe0.1)2O7 exhibits antiferromagnetic properties. In chromium-substituted bismuth 
pyrostannate during the α→β transition, the paramagnetic Curie temperature increases by a factor of 3. The 
temperature dependence of the inverse magnetic susceptibility is characterized by hysteresis in the 
temperature range of 400–900 K. The reverse magnetic susceptibility of Bi2(Sn0.9Fe0.1)2O7 in the entire 
temperature range is satisfactorily described by the Curie-Weiss law. Studies of the magnetic properties 
have established that the Fe3+ ions are in a high-spin state. The polarization hysteresis in Bi2(Sn0.9Cr0.1)2O7 
is found, which shifts along the polarization axis and depends on temperature. Bi2(Sn1-xFex)2O7, x=0.1 is 
characterized by a linear field dependence. With an increase in the concentration of iron ions, a hysteresis 
arises in the field dependence of the electric polarization. The hysteresis of polarization in Bi2(Sn0.9Cr0.1)2O7 
which depends on temperature was found. The nonlinear field dependence of the polarization in 
Bi2(Sn0.8Fe0.2)2O7 can be explained by the interaction of the dipole and migration polarizations and the 
presence of oxygen vacancies. For the Bi2(Sn0.9Cr0.1)2O7 compound, a transition to the dipole glass state was 
found. In the β-phase of Bi2(Sn0.8Fe0.2)2O7 above T = 400 K, no polarization hysteresis is observed and the 
electron-relaxation polarization predominates. The mechanism of the occurrence of electronic polarization 
is explained with the appearance of anionic vacancies upon heterogeneous substitution of tin ions. 

 

Keywords: x-ray diffraction analysis, electric polarization, magnetic susceptibility, electric polarization 
hysteresis. 

 
Введение 
Материалы, используемые в современных электронных устройствах, должны обладать од-

новременно сегнетоэлектрическими, ферромагнитными или антиферромагнитными свойства-
ми. К таким материалам относятся сложные оксиды, имеющие в своем составе ионы железа.  
В них проявляется магнитоэлектрический эффект и свойства мультиферроиков 1–5. Магнито-
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резистивные эффекты, возникающие в результате взаимодействия магнитной подсистемы со 
спинами электронов проводимости, исследовались в рамках s-d модели и модели взаимодейст-
вия орбитальных магнитных моментов со спиновыми на основе сульфидов марганца. Магнито-
сопротивление может быть обусловлено спин-орбитальным взаимодействием в топологических 
изоляторах 6–11. 

Сочетание магнитных и электрических свойств, характерное для мультиферроиков, показы-
вают соединения на основе структурного типа пирохлора А2В2О7. Этим материалам присущи 
как спонтанная намагниченность, магнитострикция, спонтанная поляризация и пьезоэлектриче-
ский эффект, так и магнитоэлектрический эффект (индуцированная магнитным полем электри-
ческая поляризация и индуцированная электрическим полем намагниченность), а также эффект 
магнитоэлектрического контроля (переключение спонтанной поляризации магнитным полем и 
спонтанной намагниченности электрическим полем). Магнитоэлектрические эффекты могут 
быть обусловлены как магнитоупругим взаимодействием [12], так и в результате эффекта Мак-
свелла–Вагнера [13–14]. Катионы А и В в структуре пирохлора А2В2О7 образуют подрешетку 
связанных углами тетраэдров, что может приводить к интенсивной фрустрации магнитного 
взаимодействия и низкотемпературным свойствам 15. В Cd2Ti2O7 сильные фрустрации приво-
дят к разупорядоченному состоянию спинов ниже температуры Кюри–Вейсса ТCW ≈ 10 К. Фру-
стрированные обменные взаимодействия могут привести к уменьшению намагниченности [16–
17] и к образованию спинового стекла [18–19]. Переход в упорядоченную фазу, обусловлен ди-
поль-дипольным взаимодействием при Т ≈ 1 К 20. Отсутствие полного упорядочения сопро-
вождается полным разрушением дальнего порядка и образованием парамагнитного состояния 
типа спиновой жидкости [21–26]. Это вызывает магнитокалорический эффект, востребованный 
в криотехнике.  

Катионное окружение в кристаллической структуре пирохлоров делает невозможным анти-
ферромагнитное взаимодействие между катионами одноосных направлений 27. По-видимому, 
по этой причине многие пирохлоры характеризуются отсутствием дальнего магнитного поряд-
ка. Как правило, сложные оксиды со структурой пирохлора демонстрируют спин-стекольное 
состояние. Однако такие соединения могут быть и ферромагнитными, например Ln2V2O7  
(Ln = Lu, Yb, Tm) 28. Марганецсодержащие пирохлоры обнаруживают сложную зависимость 
магнитных характеристик от природы А-катиона. Так, если в А-позиции находятся Sc, Y, Lu,  
то соединения характеризуются спин-стекольным поведением и проявляют полупроводнико-
вые свойства 29, а Tl2Mn2O7 и In2Mn2O7 – ферромагнетики 30. Пиростаннат висмута  
Bi2(Sn1–хMnх)2O7, х = 0,05 и 0,1, проявляет антиферромагнитные свойства. С увеличением кон-
центрации n4+ наблюдается увеличение антиферромагнитного обмена.  

В кристаллической структуре пиростанната висмута Bi2Sn2O7 отсутствуют магнитные ионы. 
Замещая ионы Sn4+ 3d элементами, можно получить новые соединения, относящиеся к мульти-
ферроикам. Изовалентное замещение ионами n4+ привело к антиферромагнитизму. При гете-
ровалентном замещении ионами Cr3+ и Fe3+ будут наблюдаться искажения кислородных  
октаэдров, что приведет к возникновению спонтанной поляризации и магнитного порядка.  
Различная степень заполнения электронных оболочек ионов (Cr3+1s22s22p63s23p64s03d3 и 
Fe3+1s22s22p63s23p64s23d3) отразится на магнитных и электрических свойствах. 

Цель работы: установить влияние гетерогенного замещения ионами Cr3+ и Fe3+ на возникно-
вение магнитного порядка и поляризации в пиростаннате висмута Bi2Sn2O7. 

 

Методика эксперимента 
Синтез пиростанната висмута, замещенного 3d-элементами Bi2(Sn0,9Ме0,1)2O7, Ме = Cr и Fe, 

выполнен методом многоступенчатого твердофазного синтеза. Рентгеноструктурные данные 
говорят, что синтезированные образцы соответствуют моноклинной ячейке Pc в α-фазе 
Bi2Sn2O7 при комнатной температуре [31–35]. Кристаллическая структура Bi2Sn2O7 содержит 32 
иона Bi3+, 32 иона Sn4+ и 112 ионов O2− в независимой части ячейки (рис. 1). Все ионы Bi3+ 
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имеют в ближайшем окружении восемь ионов O2− и формируют искаженные кубы, а Sn4+ окру-
жены шестью ионами O2− и формируют октаэдры, которые соединяются между собой верши-
нами. Замещая ионы Sn4+, ионы Cr3+ и Fe3+ создают дефекты в кислородном октаэдре SnО6 
(вставка на рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Кристаллическая структура Bi2Sn2O7. Отдельно показаны дефектный  
кислородный октаэдр SnO6 с замещением ионами Fe3+ и полиэдр BiO8 

 

Fig. 1. Crystal structure of Bi2Sn2O7. The defect oxygen octahedron SnO6 substituted 
by Fe3+ ions and the polyhedron BiO8 are shown separately 

 
Магнитные свойства Bi2(Sn0,9Ме0,1)2O7, Ме = Cr и Fe изучены на высокотемпературной уста-

новке методом Фарадея в интервале температур до 1100 K и магнитных полей до 0,86 Т. Поле-
вые зависимости электрической поляризации исследованы квазистатическим методом на час-
тотах 10,3 и 1 mHz в интервале температур 80–550 К. Проведены два цикла измерений  
на образцах, на которые нанесены контакты из серебра, между контактами и образцом нахо-
дится лак для предотвращения токов утечки. 

 
1. Магнитная восприимчивость 
Температурная зависимость магнитной восприимчивости для Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 представлена 

на рис. 2, а. Величина обратной магнитной восприимчивости меняет наклон (вставка рис. 2, а) 
при переходе из α→β фазу при Т = 370 К. Парамагнитная температура Кюри возрастает  
в 3 раза. Так, для α-фазы θα = 50 K в интервале 150 < T < 300 K, а β-фазы θβ = 150 K при T > 400 K. 
Температурная зависимость 1/χ характеризуется гистерезисом в районе температур 400–900 К, 
соответствующим границам существования β-фазы. 

 

 
Рис. 2. Температурная зависимость магнитной восприимчивости Bi2(Sn0,9Ме0,1)2O7:  

a – Me = Cr; б – Me = Fe. На вставках приведены температурные зависимости обратной восприимчивости 
 

Fig. 2. The temperature dependence of the magnetic susceptibility of Bi2(Sn0,9Me0,1)2O7:  
a – Me = Cr; b – Me = Fe. The insets show the temperature dependences of the reciprocal susceptibilities 
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Магнитная восприимчивость в магнитном поле 600 Ое для Bi2(Sn0.9Fe0.1)2O7 проявляет пара-
магнитный характер и представлена на рис. 2, б. На вставке (рис. 2, б) показана температурная 
зависимость обратной магнитной восприимчивости, которая во всей температурной области 
удовлетворительно описывается законом Кюри – Вейсса 1/χ = (T – ) / C, где  – магнитная вос-
приимчивость,  – парамагнитная температура Кюри, С – постоянная Кюри. Величина пара-
магнитной температуры имеет отрицательное значение Θ = –10 К. Используя формулу 

  

μeff  = (8C / n)1/2,                                                                (1) 
 

был определен эффективный магнитный момент Fe3+. Здесь C – постоянная Кюри; NA – посто-
янная Авогадро; n – количество ионов железа в Bi2(Sn0,9Fe0,1)2O7. Эффективный магнитный мо-
мент Fe3+ вычислен по уравнению (1) и равен μeff = 5,76μB. В пиростаннате висмута ионы Fe3+ 
находятся в высокоспиновом состоянии [35]. В соответствии с уравнением  

 

µS = g(S(S + 1)µB)1/2,                                                          (2) 
 

где S – спин Fe3+ = 5/2; g – фактор = 2, теоретическое значение эффективного магнитного мо-
мента μS = 5,92μB. Используя полученные экспериментальные данные магнитных характери-
стик, по формуле (2) рассчитан g – фактор для Bi2(Sn0,9Fe0,1)2O7, g = 1,95. 

Экспериментальные данные показывают различное влияние замещающих ионов на магнит-
ное обменное взаимодействие Bi2Sn2O7. Соединение Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 проявляет ферромагнит-
ные свойства, а Bi2(Sn0,9Fe0,1)2O7 – антиферромагнитные. Такое различие связано с различной 
степенью заполнения электронных оболочек, у Cr3+ 4s0, а Fe3+ 4s2. 

 
2. Поляризация 
Электрическая поляризация Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 линейно растет во внешнем электрическом по-

ле, наблюдается гистерезис малой величины в -фазе. При циклировании ширина гистерезиса 
линейно растет с ростом числа циклов. Полевые зависимости поляризации Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 для 
температур выше 400 К представлены на рис. 3, б. Диэлектрическая восприимчивость χ = P/ε0E, 
определенная в электрическом поле 800 V/cm, увеличивается при нагревании в -фазе и обна-
руживает максимум в области температуры перехода в состояние дипольного стекла (рис. 3, а). 
Для дипольных стекол характерен широкий максимум восприимчивости в области «замерза-
ния» дипольных моментов и необратимое поведение восприимчивости при нагревании и охла-
ждении в электрическом поле. 

 

 
 

Рис. 3. Температурная зависимость диэлектрической восприимчивости Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 (а);  
полевая зависимость поляризации Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 (б). Кривая 1 соответствует Т = 400 К  

с серебряными контактами, 2 – Т = 400 К, 3 – Т = 450 К, 4 – Т = 500 К. 2, 3, 4 – лаковые контакты 
 

Fig. 3. Temperature dependence of the dielectric susceptibility of Bi2(Sn0.9Cr0.1)2O7 (a).  
The field dependence of the polarization of Bi2(Sn0.9Cr0.1)2O7  (b). Curve 1 corresponds to T = 400 K  

with silver contacts, 2 – T = 400 K, 3 – T = 450 K, 4 – T = 500 K. 2, 3, 4 – varnish contacts 
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Соединение Bi2(Sn1–хFeх)2O7 (х = 0,1) проявляет параэлектрические свойства, поляризация ли-
нейна до Т = 300 К и соответствует закону P = ε0 χE, где ε0 – диэлектрическая проницаемость; χ – 
восприимчивость; E – электрическое поле. С увеличением концентрации ионов железа, х = 0,2, пи-
ростаннат висмута показывает симметричные петли гистерезиса во внешнем электрическом поле. 

На рис. 4 показаны полевые зависимости поляризации при различных температурах в маг-
нитном поле 12 kOe для Bi2(Sn1–хFeх)2O7, х = 0,2. На вставке (рис. 4) приведена полевая зависи-
мость поляризации в магнитном поле Н = 0 и 12 kOe при Т = 160 К. Выше комнатной темпера-
туры электрическая поляризация возрастает в результате появления дополнительного вклада  
в виде миграционной электронной поляризации. 

Делокализация дырок в α-фазе в окрестности замещающих ионов приводит к диффузии и 
накоплению заряда в ловушках на междукристаллических доменных границах. Под действием 
внешнего электрического поля носители тока диффундируют к поверхности домена и локали-
зуются в ловушках. В результате межкристаллические границы становятся заряженными, что 
приводит к гистерезису поляризации и росту ширины петли гистерезиса. Образование заря-
женных границ и частичное экранирование приводит к неравномерному распределению потен-
циала по объему образца. В результате перестройки кристаллической структуры меняется 
плотность дефектов, например, понижается концентрация кислородных вакансий [37; 38] и ин-
дуцируется объемный заряд в образце. 

 

 
Рис. 4. Полевая зависимость поляризации Bi2(Sn0,8Fe0,2)2O7 в магнитном поле Н = 12 kOe при различных 
температурах. Кривая 1 соответствует Т = 120 К, 2 – 160 К, 3 – 200 К, 4 – 280 К. На вставке приведена  

полевая зависимость при Т = 160 К. Сплошная линия соответствует Н = 12 kOe, пунктирная – Н = 0 
 

Fig. 4. Field dependence of the polarization of Bi2(Sn0.8Fe0.2)2O7 in a magnetic field H = 12 kOe at different 
temperatures. Curve 1 corresponds to Т = 120 K, 2 – 160 K, 3 – 200 K, 4 – 280 K. The inset shows  

the field dependence of the polarization at Т = 160 K. The solid line corresponds to Н = 12 kOe,  
the dashed line corresponds to Н = 0 

 
В β-фазе выше Т = 400 К преобладает электронно-релаксационная поляризация. Этот вид 

поляризации характерен для твердых диэлектриков, содержащих дефекты или примесные ио-
ны, способные захватывать электроны с образованием ловушек. Во внешнем электрическом 
поле будут происходить переходы ловушек в направлении поля и возникает электрическая по-
ляризация. Наиболее вероятный механизм электронной поляризации связан с возникновением 
анионных вакансий при гетерогенном замещении ионов олова. Кислородные вакансии являют-
ся эквивалентными положительными зарядами, вблизи которых для их компенсации в соответ-
ствии с принципом электронейтральности локализуются квазисвободные электроны, обуслов-
ливающие тепловую электронную поляризацию. 
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Заключение 
Установлено, что ионы Cr3+ и Fe3+ оказывают различное влияние на магнитные свойства:  

в Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 проявляются ферромагнитные обменные взаимодействия, а Bi2(Sn0,9Fe0,1)2O7 – 
антиферромагнитные. 

В β-фазе Bi2(Sn0,9Cr0,1)2O7 установлен гистерезис поляризации, смещенный по оси поляриза-
ции. Ширина гистерезиса растет при нагревании. 

Для Bi2(Sn0,8Fe0,2)2O7 найден нелинейный вид электрической поляризации от поля с отсутст-
вием гистерезиса в β-фазе, что объясняется взаимодействием дипольной и миграционной поля-
ризаций.  
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