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Обнаружение информационного взаимодействия объектов  

информационной системы с DGA доменами 
 

В. Г. Жуков, Я. В. Пигалев* 
 

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 
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*E-mail: pigalevyan1998@mail.ru  
 

В настоящее время разработчики вредоносного программного обеспечения активно применяют 
технику генерации доменных имен DGA для установления информационного взаимодействия меж-
ду вредоносным программным обеспечением и их командными центрами управления. Генерация до-
менных имен в соответствии с заданным алгоритмом позволяет вредоносному программному 
обеспечению обходить блокировки средств защиты информации, делая их малоэффективными  
и устанавливать канал связи для получения команд управления и их параметров, а также для пере-
дачи информации из информационной системы на внешние ресурсы, контролируемые злоумышлен-
никами. Таким образом, необходимо разрабатывать новые подходы к решению задачи обнаруже-
ния сгенерированных с помощью DGA доменных имен в DNS трафике информационной системы. 

В рамках проведенного исследования авторами разработано решение для обнаружения инфор-
мационного взаимодействия объектов информационной системы с DGA доменами, основанное  
на применении машинного обучения. Обнаружение информационного взаимодействия происходит 
в два этапа. На первом этапе методами машинного обучения решается задача классификации для 
каждого DNS имени из общего потока DNS запросов информационной системы. На втором этапе 
для каждого DNS имени, классифицированного как DGA, осуществляется обогащение данными из 
внешних источников и принятие окончательного решения о вредоносном характере запроса на раз-
решение данного DNS имени с последующим оперативным уведомлением администратора безопас-
ности по каналам электронной почты. 

В работе приведено описание процесса разработки классификатора на основе машинного обу-
чения, определены входные характеристические данные DNS имени, необходимые для классифика-
ции, представлены результаты обучения классификатора на представительном множестве тес-
товых данных. Обоснована логика принятия решения о вредоносном характере DNS запросов. Раз-
работанное решение было апробировано в рамках экспериментального стенда. Предложены реко-
мендации по поддержке корректной работы классификатора на основе машинного обучения. 

Применение разработанного решения сделает возможным апостериорное обнаружение ин-
формационного взаимодействия вредоносного программного обеспечения со скомпрометированных 
объектов информационной системы с серверами командных центров управления злоумышленников. 

 
Ключевые слова: информационная безопасность, DNS, Domain Generation Algorithm. 
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Detection of information system objects interaction  
with DGA domains 
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31, Krasnoyarskii rabochii prospekt, Krasnoyarsk, 660037, Russian Federation 
*E-mail: pigalevyan1998@mail.ru 

 
Currently, malware developers are actively using domain name generation technique called DGA to es-

tablish communication between malware and its command centers. Domain name generation in accor-
dance with a given algorithm allows malicious software to bypass information protection tools blacklists, 
thus making blacklists ineffective, and establish a communication channel to receive control commands 
and parameters, as well as to transfer information from the information system to external resources con-
trolled by the attackers. Thus, it is necessary to develop new approaches to DGA generated domain names 
detection using DNS traffic of an information system. 

During the research, the authors have developed a solution for detecting the information system objects 
interaction with DGA domains based on the use of machine learning. Detection of this interaction occurs in 
two stages. On the first stage the classification task is being solved for each DNS name from overall infor-
mation system DNS stream. On the second stage, for each DNS name classified as a DGA, corresponding 
DNS query is being enriched using data from external sources and a final decision about the malicious 
nature of the request to resolve this DNS name is being made, followed by notification of the security ad-
ministrator via e-mail channels. 

The paper describes the process of developing a classifier based on machine learning, defines the input 
data of the DNS name necessary for classification, presents the results of classifier training on a represen-
tative set of test data. The logic of making a decision about the malicious nature of DNS requests has been 
substantiated. The developed solution was tested using experimental stand. Recommendations for correct 
classifier operation support are proposed. 

Application of the developed solution will make a posteriori detection of information interaction of ma-
licious software working on compromised objects of the information system with the servers of the attack-
ers command and control centers possible. 

 
Keywords: information security, DNS, Domain Generation Algorithm. 
 
 
Введение 
Протокол DNS является инфраструктурообразующим и, как правило, по умолчанию разре-

шен в информационных системах (ИС) организаций вне зависимости от сферы их деятельно-
сти. Информационные потоки DNS трафика, в общем случае, либо недостаточно контролиру-
ются, либо не контролируется вообще. Именно по этой причине современное вредоносное про-
граммное обеспечение (ВПО) очень часто использует протокол DNS для связи с серверами 
управления (C&C, Command and Control Server), что подтверждается многочисленными иссле-
дованиями, например, Spamhaus за 2019 г. [1]. 

Средства защиты информации препятствуют такому взаимодействию путем выявления и 
блокирования DNS запросов на разрешение доменных имен C&C центров, например, с помо-
щью механизма черных списков. Чтобы обойти эти ограничения, злоумышленники используют 
специальное программное обеспечение (ПО) для генерации доменных имен в соответствии 
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с заданным алгоритмом – Domain Generation Algorithm (DGA). Применение DGA позволяет 
злоумышленникам уйти от статического списка доменных имен C&C и сделать черные списки, 
применяемые средствами защиты, малоэффективными – DGA позволяет генерировать произ-
вольное количество вредоносных доменов, добавить их всех в черный список невозможно [2]. 
Таким образом, традиционные средства защиты информации с использованием черных списков 
не являются эффективными и для решения задачи обнаружения DGA доменов необходим дру-
гой подход, потому что сам факт исходящего DNS запроса на разрешение DGA имени C&C 
свидетельствует о скомпрометированном узле внутри защищаемой инфраструктуры или по-
пытке такой компрометации. Одним из перспективных решений является применение методов 
машинного обучения для автоматизированного обнаружения информационного взаимодейст-
вия объектов информационной системы с DGA доменами. В рамках исследования авторами 
было разработан алгоритм и ПО, позволяющее обнаруживать факты такого информационного 
взаимодействия. 

 
Основные этапы работы средства обнаружения DGA 
В качестве инфраструктуры ИС рассматривается доменная сеть под управлением Microsoft 

Windows, под объектом ИС понимается любой активный сетевой узел, который может генери-
ровать DNS запросы. Взаимодействие объекта ИС с DGA доменом заключается, как минимум, 
в инициировании объектом ИС DNS запроса на разрешение DGA доменного имени. 

Обнаружить взаимодействие объектов ИС с DGA доменами возможно путем апостериорно-
го анализа записей журнала DNS запросов. 

Локальные записи о DNS запросах пересылаются на контроллер домена средствами  
Windows Log Forwarding, где и происходит их последующая обработка, направленная на обна-
ружение DGA доменов. Концептуальная схема обнаружения информационного взаимодействия 
объектов ИС с DGA доменами представлена на рис. 1. 

 
 

 
 
 

Рис. 1. Схема обнаружения DGA 
 

Fig. 1. DGA detection scheme 

 
Таким образом, процесс обнаружения разделен на два основных этапа:  
1) классификация DNS запросов на основе машинного обучения;  
2) дополнительная обработка доменных имен, классифицированных как DGA, с принятием 

окончательного решения о вредоносном характере запроса.  
Рассмотрим боле подробно перечисленные этапы работы. 
 

Этап 1: классификация. Все DNS запросы обрабатываются и хранятся в виде записей таб-
лицы базы данных SQLite на контроллере домена. Структура таблицы записей представлена 
в табл. 1. 

На первом этапе доменное имя из каждой записи таблицы классифицируются с помощью 
машинного обучения на основе атрибутов его доменного имени. Классификация на основе ат-
рибутов доменных имен была выбрана в первую очередь из-за независимости от изменений, 
вносимых злоумышленниками, в алгоритм работы DGA ВПО [3]. 
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Таблица 1 
Описание полей записей таблицы dns 

 

Поле записи Описание 
ID Идентификатор записи 
query Доменное имя 
answer Ответ на запрос (IP адрес) 
time Время и дата запроса 
hostname Имя сетевого узла 
status Статус запроса 
image Приложение, сделавшее запрос 
class Класс имени, устанавливается после обработки классификатором 

в значение «DGA» или «REAL»  
 
На первом этапе доменное имя из каждой записи таблицы классифицируются с помощью 

машинного обучения на основе атрибутов его доменного имени. Классификация на основе ат-
рибутов доменных имен была выбрана в первую очередь из-за независимости от изменений, 
вносимых злоумышленниками, в алгоритм работы DGA ВПО [3]. 

 
Разработка классификатора на основе машинного обучения 
Задачей классификатора является отнесение каждого доменного имени к одному из двух 

классов:  
1) DGA – DNS запрос на разрешение такого имени рассматривается как вредоносный;  
2) реальное доменное имя – DNS запрос на разрешение такого имени рассматривается как 

легитимный. 
Классификатор разработан на языке Python. Для машинного обучения, обработки данных и 

оценки классификатора использовался набор библиотек scikit-learn [4].  
По результатам анализа исследований [5–9] в качестве атрибутов доменного имени, на осно-

вании которых будет производиться классификация, были выбраны следующие атрибуты: 
1) длина доменного имени; 
2) отношение суммы длин всех осмысленных слов (слов, встречающихся в словарях челове-

ческого языка) в доменном имени к общей длине имени; 
3) отношение длины самого длинного осмысленного слова в доменном имени к общей длине 

имени; 
4) отношение количества цифр в доменном имени к его общей длине, вычисляется по формуле; 
5) расстояние Левенштейна между текущим и предыдущим доменным именем – минималь-

ное количество символов, которые нужно добавить, удалить или изменить, чтобы из предыду-
щего доменного имени получилось текущее (например, расстояние Левенштейна между test.ru 
и 1t3st.su равняется 3), именно эта метрика является наиболее подходящей, так как в отличие 
от, например, расстояния Хэмминга, она не требует одинаковой длины двух строк, к тому же  
в аналогичных исследованиях DGA используется именно эта метрика [5]; 

6) информационная энтропия по определению Шеннона; 
7) отношение количества гласных к количеству согласных доменного имени; 
Так как задача классификации носит бинарный характер, необходима выборка DGA сгене-

рированных и реальных доменных имен. Выборка имен использовалась для обучения и тести-
рования классификатора, а также при его финальной оценке. 

Реальные доменные имена были взяты из списка самых популярных доменных имен, со-
ставленного DomCop [10], источником DGA доменов стал Bambenek Consulting [11] – эти ис-
точники уже находили применение при разработке средств по выявлению DGA доменов [5; 6]. 
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Размеры обоих выборок составили 25000 доменных имен, что в сумме дало 50000 доменных 
имен. Суммарная выборка из 50000 доменных имен была разбита на две: 80 процентов соста-
вила обучающая выборка, оставшиеся 20 – тестовая.  

В качестве ядра для классификатора был выбран алгоритм случайного леса (Random Forest), 
положительно зарекомендовавший себя при решении аналогичных задач [3; 12]. 

Перед обучением классификатора на основе алгоритма Random Forest, было проведено пред-
варительное тестирование этого алгоритма с помощью стратифицированного варианта кросс-
валидации с 10-ю блоками на обучающей выборке. Применяя метод кросс-валидации, обучаю-
щая выборка доменных имен разбивается случайным образом на десять блоков одинакового раз-
мера, затем поочередно каждый блок рассматривается как тестовая выборка, а остальные девять 
блоков – как обучающая выборка. Для каждого такого блока рассчитывается таблица сопряжен-
ности. Далее подсчитывается итоговая таблица сопряженности средняя по 10 блокам. 

В итоговой таблице сопряженности (табл. 2) представлены значения среднего количества 
правильно определенных имен, ошибок первого, второго рода в виде процентного отношения  
к количеству доменных имен в одном блоке, состоящем из 4000 доменных имен. 

 
Таблица 2 

Средняя таблица сопряженности для Random Forest при тестировании с помощью кросс-валидации 
 

Классифицировано, %  
DGA Реальное 

Итого, % 

DGA 48,6 1,26 49,86 Фактически, % 
Реальное 0,77 49,37 50,14 

Итого, % 49,37 50,63 100 
 
Показатели ошибок для алгоритма Random Forest при тестировании с помощью кросс-

валидации на обучающей выборке удовлетворительны.  
На основе итоговой таблицы сопряженности, была подсчитана точность классификации 

(accuracy) по формуле 
 

,TP TN
TP

accurac
P F

y
TN F N

+
+ + +

=                                                     (1) 

 

где TP – количество истинно положительных случаев; TN – количество истинно отрицательных 
случаев; FP – количество ложно положительных случаев; FN – количество ложно отрицатель-
ных случаев. 

Random Forest показал высокую точность при тестировании на обучающей выборке с помо-
щью кросс-валидации – 98 %. 

Для финальной оценки обученного классификатора вычисляется таблица сопряженности, 
получаемая с помощью классификации имен из тестовой выборки (10000 доменных имен), и 
подсчитывается точность. 

Таблица сопряженности представлена в табл. 3. 
 

Таблица 3 
Таблица сопряженности Random Forest на тестовом множестве 

 

Классифицировано, %  
DGA Реальное 

Итого, % 

DGA 49,42 1,14 50,56 Фактически, % 
Реальное 0,77 48,67 49,44 

Итого, % 50,19 49,81 100 
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Random Forest на тестовом множестве имеет точность, равную 98,09 %. 
Полученные результаты (точность, количество ошибок первого и второго рода) позволяют 

перейти ко второму этапу исследования. 
 
Этап 2: обогащение результатов классификации и принятие решения 
Для снижения возможных ошибок классификации все записи в таблице DNS базы данных,  

в которых доменные имена классифицированы как «DGA», отбираются для дальнейшего обо-
гащения и принятия решения о их вредоносном характере. 

Принятие решения о вредоносном характере запроса производится на основе расчета коэф-
фициента угрозы Threat, который вычисляется на основе параметров соответствующего DNS 
запроса. 

Параметры вычисляются по результатам обогащения запроса из внешних источников ин-
формации и отражают такие отличительные свойства DNS запросов на разрешение DGA имен, 
как: 

1) одно доменное имя может разрешаться в несколько IP-адресов и в соответствии с иссле-
дованием EXPOSURE: Finding Malicious Domains Using Passive DNS Analysis [13] вредоносные 
домены одного семейства ВПО, как правило, разрешаются в IP-адреса разных стран; 

2) как правило, DGA домены сгенерированы за час до атаки и действуют в пределах 24-х ча-
сов [12; 14]; 

3) DGA имена мало документированы: нельзя получить информацию об организации-
владельце DGA имени, администраторе домена; 

4) во время работы ВПО с использованием DGA, ВПО на объекте информационной системы 
перебирает набор сгенерированных имен в поиске доступного путем запроса на каждое из них, 
большая часть завершается с сообщением об ошибке NXDOMAIN, что говорит о том, что до-
менное имя не найдено – несуществующий домен [12]. 

Формула вычисления коэффициента Threat представлена далее: 
 

7

1
,

i
iThreat x

=

=∑                                                                  (2) 

 

где x1 – устанавливается в 1, если количество стран – владельцев IP-адресов в ответах на DNS 
запрос больше 2; x2 – устанавливается в 1, если в whois-ответе на доменное имя нет имени ор-
ганизации владельца доменного имени; x3 – устанавливается в 1, если в whois-ответе нет имени 
администратора; x4 – устанавливается в 1, если было установлено, что за текущий день количе-
ство DNS запросов, результирующих ошибкой NXDOMAIN, больше порогового значения;  
x5 – устанавливается в 1 в случае, если разница между датой регистрации домена и временем 
DNS запроса меньше 1-го часа; x6 – устанавливается в 1, если разница между датой окончания 
срока регистрации домена и временем запроса меньше 1-го дня; x7 – устанавливается в 1, если  
в whois-ответе нет даты регистрации домена и даты окончания регистрации домена. 

Параметры носят бинарный характер, по умолчанию каждый параметр равен 0. 
В случае, если коэффициент угрозы Threat превышает значение 3, то принимается решение 

о том, что соответствующий DNS запрос действительно вредоносен. В противном случае при-
нимается решение о легитимности DNS запроса: произошла ошибка классификации. 

После принятия решения запрос, соответствующее решение и данные, полученные путем 
обогащения, записываются в таблицу suspicious базы данных для анализа работы средства.  

Структура записей таблицы suspicious представлена в табл. 4. 
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Таблица 4 
Описание дополнительных полей записей suspicious 

 

Поле записи Описание 
country_number Количество стран-владельцев IP-адресов в ответе на запрос 
registrar Имя администратора домена 
creation_date Дата регистрации домена 
expiration_date Дата окончания срока регистрации 
organisation Имя организации – владельца доменного имени 
NXDOMAIN_query_count Количество ответов-ошибок NXDOMAIN для комбинации приложе-

ния и компьютера 
domainStatus Статус доменного имени, «Up» – доступен, «Down» – недоступен 
queryType Принятое на основе вычисленных параметров решение о вредоносном 

характере DNS запроса, «Malicious» – вредоносный, «Benign» – леги-
тимный 

parentRecord Ссылка на соответствующую запись в таблице DNS 
 
О DNS запросах, классифицированных и подтвержденных как DGA, по электронной почте 

администратору высылаются оповещения. Оповещение содержит основную информацию о со-
ответствующем вредоносном DNS запросе. 

 
Тестирование работы средства обнаружения взаимодействия информационных объек-

тов информационной системы с DGA доменами 
Тестирование проводилось в тестовой доменной сети Windows, состоящей из двух компью-

теров, совершающих DNS запросы, и контроллера домена, на котором установлено средство 
обнаружения DGA. 

Все DNS запросы компьютеров в доменной сети записывались в журнал контроллера доме-
на. Для тестирования с компьютеров тестовой сети предварительно были произведены DNS 
запросы на разрешение набора реальных имен и три на DGA имена.  

Запросы на DGA имена симулировали перебор вредоносным программным обеспечением на 
компьютере набора DGA имен в поиске действующего. По этой причине первые два запроса 
вернули ошибку NXDOMAIN (ijoratsdxgwubk.ru и bsqncknwntpill.ru), последний вернул IP-
адрес C&C сервера (oqunedkxrrrd.ru). 

Запросы были записаны средством на контроллере домена из журнала в таблицу DNS базы 
данных. Фрагмент запросов представлен на рис. 2, запросы на DGA имена выделены.  

 

 
 

Рис. 2. Выгруженные DNS запросы 
 

Fig. 2. Stored DNS quieries 
 

После окончания записи запросов начался этап классификации: все доменные имена из базы 
данных были классифицированы на основе машинного обучения. Далее начался второй этап: 
все записи из таблицы, имеющие результатом классификации DGA, были отобраны для обога-
щения и определения характера запроса. 
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Запросы были обогащены с помощью whois запросов на имя домена, геолокационной про-
верки IP-адреса, подсчитывания количества ответов NXDOMAIN, затем параметры были вы-
числены на основе результатов обогащения. 

Для соответствующей этим тестовым DGA запросам комбинации приложения и компьютера 
(«win8hostClone» и «C:\virusexample.exe») в базе данных существовали 2 доменных запроса  
с ошибкой NXDOMAIN, из-за чего параметр x4 установился в 1 для каждой записи с соответст-
вующей комбинацией приложения и названия компьютера, все три домена недоступны (таким 
образом, нет данных об организации, администраторе домена, датах начала и конца регистра-
ции, что установило соответствующие параметры x2, x3, x7 в 1). Значения остальных параметров 
остались по умолчанию. 

Следовательно, по формуле (2), коэффициент угрозы для тестовых DGA запросов был  
равен: 

 

Threat = 0 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 1 = 4.                                                (3) 
 

Значение коэффициента угрозы равно 4, на основе чего было принято решение, что запросы 
действительно вредоносные.  

После классификации, обогащения, определения характера отобранные записи с дополни-
тельными сведениями были записаны в таблицу suspicious базы данных.  

Фрагмент таблицы suspicious c данными, полученными при обогащении, для запросов, пред-
ставленных на рис. 2, приведен на рис. 3. Для всех 3-х вредоносных тестовых запросов было 
принято решение об их вредоносном характере (на это указывает значение «Malicious» в поле 
«queryType»), для реальных доменных запросов было принято решение об их легитимности (на 
это указывает значение «Benign» в поле «queryType»).   

 

 
 

Рис. 3. Результат работы средства 
 

Fig. 3. Results 
 

Администратор был оповещен о каждом вредоносном запросе на DGA имя. Тестовое опо-
вещение об одном из вредоносных запросов представлено на рис. 4. 

 

 
 

Риc. 4. Оповещение об обнаружении вредоносного запроса 
 

Fig. 4. Notification about detected malicious quiery  
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Таким образом, в ходе тестирования было обнаружено взаимодействие объектов ИС с DGA 
доменами. Данные о вредоносных запросах, хранящиеся в базе данных и отсылаемые по элек-
тронной почте администратору, позволяют определить факт и обстоятельства компрометации 
объекта ИС. 

 
Поддержка корректной работы классификатора на основе машинного обучения 
Классификаторы на основе алгоритмов машинного обучения деградируют со временем ис-

пользования, к тому же, классификаторы имеют тенденцию работать в практических условиях 
хуже, чем они работали при тестировании [15].  

Предполагается, что, кроме непредсказуемых изменений, точность классификатора со вре-
менем может снижаться из-за изменения общего алгоритма DGA генерации вредоносных до-
менов (т. е. структура имени изменится). 

Таким образом, для поддержки точности классификатора, необходимо следить за его рабо-
той и, в случае необходимости, модифицировать его и/или переобучить: изменить набор атри-
бутов доменного имени, обучить классификатор на другом, более новом, наборе доменных 
имен. 

 
Заключение 
По результатам проведенных исследований авторами был разработан и программно реали-

зован двухэтапный алгоритм обнаружения DGA: классификация с помощью машинного обуче-
ния на базе алгоритма Random Forest и принятие решения о характере запросов на основе ре-
зультатов обогащения. 

Применение разработанного программного обеспечения позволяет апостериорно обнару-
жить взаимодействие объектов ИС с DGA доменами. Таким образом появляется возможность 
обнаружить факт скомпрометированности объекта ИС и повысить его защищенность, путем 
совместного использования разработанного средства с другими СЗИ.  

Средство обнаружения разработано для анализа DNS запросов в доменной сети Microsoft 
Windows, но его ядро – классификатор на основе машинного обучения и логика принятия реше-
ния о вредоносном характере – применимо и для других операционных систем и оборудования. 
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Целью работы является разработка автоматизированной системы обнаружения аномалий пе-

риодических электрических сигналов с улучшенными характеристиками скорости и эффективно-
сти поиска. Для решения поставленной цели проведен анализ проблемы обнаружения аномалий пе-
риодических электрических сигналов, измеренных от электронной аппаратуры, и обоснована ее 
актуальность. Разработана аппаратно-программная система обнаружения аномалий периодиче-
ских электрических сигналов, которая позволяет автоматизировать процесс испытаний и повы-
сить эффективность обнаружения неисправностей электронной аппаратуры различного назначе-
ния. Улучшение означенных характеристик достигнуто за счет нового метода испытаний, лежа-
щего в основе реализации предложенной системы и защищенного патентом Российской Федерации 
на изобретение, а также за счет качественной реализации программного и аппаратного обеспече-
ния. При решении поставленных задач применены методы алгебры-логики, математической ста-
тистики и объектно-ориентированного программирования. Изложены результаты разработки 
аппаратуры и программного обеспечения, а также алгоритмов испытаний. Описана программа 
для электронной вычислительной машины, реализующая управление предложенной аппаратно-
программной системой. 

 
Ключевые слова: аномалии периодических электрических сигналов, аппаратно-программный 

комплекс, отработка, испытания, артефакты, электронная аппаратура, автоматизация. 
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The aim of the work is to develop an automated system for detecting anomalies of periodic electrical 
signals with improved characteristics of the speed and efficiency of search. To solve this goal, the analysis 
of the problem of detecting anomalies of periodic electrical signals measured from electronic equipment 
was carried out and its relevance was substantiated. A hardware and software system for detecting 
anomalies of periodic electrical signals has been developed, which makes it possible to automate the 
testing process and increase the efficiency of detecting malfunctions of electronic equipment for various 
purposes. Improvement of the aforementioned characteristics was achieved due to a new test method 
underlying the implementation of the proposed system and protected by a patent of the Russian Federation 
for an invention, as well as due to the high-quality implementation of software and hardware. When solving 
the set tasks, the methods of algebra-logic, mathematical statistics and object-oriented programming were 
used. The results of the development of hardware and software, as well as test algorithms are presented.  
A program for an electronic computer that implements control of the proposed hardware-software system 
is described. 

 
Keywords: anomalies of periodic electrical signals, hardware and software complex, debug, testing, 

artifacts, electronic equipment, automation. 

 
Введение 
В настоящее время все более актуальным становится вопрос разработки испытательных сис-

тем с улучшенными характеристиками. Это обусловлено увеличившимися требованиями к це-
левым техническим системам, которые применяются в народном хозяйстве. Например, имеется 
тенденция на миниатюризацию агрегатов, применяемых в составе военной и гражданской 
авиационной техники, наземных транспортных средств, водного транспорта и др. При этом 
функционал, возлагаемый на вышеприведенные системы, увеличивается. Описанные процессы 
не могут не сказаться на надежности производимой техники, так как любое усложнение систе-
мы ставит под угрозу данную характеристику. В данной статье рассматривается частная про-
блема, определенная общими трендами производства, а именно испытательные аппаратно-
программные системы, осуществляющие функцию осциллографирования периодических элек-
трических сигналов, что позволяет повышать уровень надежности технических систем. Осцил-
лограф является одним из основных инструментов контроля и испытаний сложной техники. 
При помощи осциллографа возможно исследовать форму периодических электрических сигна-
лов и обнаруживать ее аномалии. При этом аномалии периодов могут проявляться редко, что 
обусловило необходимость ведения длительной записи сигналов, полученных от объектов кон-
троля, на носители информации для их последующего глубокого анализа. Проведение подоб-
ных экспериментов актуально для регистрации биопараметров человеческого организма [1; 2], 
для контроля и обеспечения безопасности функционирования ядерных реакторов [3], при ис-
пытаниях электронной аппаратуры [4; 5], например, контроля периодов опорных генераторов 
частоты, искажения которых могут привести к критическим неисправностям приборов. При 
длительных измерениях, с записью на носители информации, накапливаются огромные объемы 
оцифрованных данных, особенно если ведется синхронная запись по множеству каналов. Опе-
ратор не в состоянии проанализировать полученные данные в ручном режиме. Представленные 
аргументы делают весьма актуальной разработку многоканальных аппаратно-программных ос-
циллографических систем с функциями записи и автоматизированного анализа осциллограмм. 
В ходе проведенного анализа уровня техники определено, что на сегодняшний день на рынке 
имеется небольшое количество технических решений, отвечающих поставленным требованиям, 
и их характеристики могут быть улучшены [6–11]. 
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Аппаратная составляющая предложенной системы 
Из имеющихся на сегодняшний день технологий организации аппаратуры испытательных 

комплексов наиболее подходящей выбрана технология их построения на базе магистрально-
модульных систем промышленного применения в стандартах PXI, PXIe и cPCI [12]. Это опре-
делило высокую надежность электронной компонентной базы, относительно невысокую стои-
мость аппаратуры, а самое главное, широкие возможности по конфигурированию осциллогра-
фических комплексов, что, безусловно, актуально для создания многоканальных систем [13]. 
Подобный подход позволяет увеличить количество каналов осциллографической системы до 
200 путем установки новых модулей и крейтов, а также разрабатывать сложные аппаратно-
программные комплексы, в которые, кроме осциллографов, могут входить устройства различ-
ного функционала. Например, устройства цифрового ввода – вывода, различные генераторы и 
анализаторы, контроллеры промышленных и гражданских интерфейсов и пр. Такой подход по-
зволяет проводить сложные многофункциональные испытания [14]. Также применение выше-
приведенных стандартов контрольно-испытательного оборудования позволяет осуществлять 
качественную синхронизацию каналов осциллографирования между собой, что безусловно ак-
туально для сопоставления данных, полученных по разным каналам в ходе анализа. 

Изображение разработанного лабораторного макета осциллографического комплекса обна-
ружения аномалий периодических электрических сигналов приведено на рисунке. 

 

 
 

Лабораторный макет осциллографического комплекса 
 

Laboratory layout of the oscillographic complex 
 

Программная составляющая предложенной системы 
Программное обеспечение системы обнаружения аномалий электрических сигналов состоит 

из трех основных модулей: модуль осциллографирования, модуль анализа осциллограмм и мо-
дуль технологических процессов [15]. 

Модуль осциллографирования осуществляет следующие функции: 
1) конфигурирование параметров отображения и записи электрических сигналов от 

объектов контроля, таких как количество каналов, входное сопротивление, частота 
дискретизации, длина выборки, выводимой на дисплей, и пр.;  

2) отображение на дисплее сигналов, измеренных от объектов контроля; 
3) запись сигналов, измеренных от объектов контроля, на носители информации. 
Модуль анализа осциллограмм осуществляет следующие функции: 
1) задание графического образца периодов осциллограмм, которые автоматизированная 

аналитическая система (ААС), входящая в состав системы обнаружения аномалий периодических 
электрических сигналов, примет в качестве нормального периода, не имеющего аномалий;  
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2) конфигурирование коэффициентов отклонения от нормы, которые используются ААС  
в качестве входного параметра поиска аномальных периодов анализируемой осциллограммы, 
отличающихся от заданного в качестве образца; 

3) поиск и обнаружение аномальных периодов анализируемой осциллограммы; 
4) создание изображений обнаруженных аномальных периодов; 
5) создание текстового файла, содержащего статистические данные, полученные по итогам 

проведенного анализа: количество проанализированных периодов, количество обнаруженных 
аномальных периодов, координаты точек обнаруженных аномальных периодов  
в осциллограмме и пр. 

Модуль технологических процессов осуществляет следующие функции: 
1) просмотр осциллограмм в ручном режиме;  
2) конвертирование данных осциллограммы, например, из числового типа в текст или 

рисунок. 

 
Алгоритм испытаний 
Алгоритм испытаний с использованием предложенной системы обнаружения аномалий пе-

риодических электрических сигналов, в общем случае, состоит в следующем: входные каналы 
осциллографа подключают к участкам электроцепей объектов контроля; переводят объекты 
контроля в рабочие режимы; проводят измерения непрерывно в течение длительного времени, 
записывая данные на носители информации; на дисплее СОА воспроизводят осциллограмму  
в виде статического изображения; оператор эксперимента графически указывает часть осцил-
лограммы, из которой ААС должна автоматически вычислить образец нормального периода 
осциллограммы, который будет принят в качестве образца, в ходе анализа на предмет наличия 
в исследуемой осциллограмме аномальных периодов, отличных от вычисленного образца; опе-
ратор эксперимента конфигурирует коэффициенты отклонения периодов от нормы, тем самым 
определяя, на сколько должен отличаться анализируемый период осциллограммы от заданного 
нормального образца, чтобы ААС классифицировала его как аномальный; ААС автоматически 
проводит перебор всех периодов анализируемой осциллограммы и классифицирует каждый 
период по признаку «нормальный/ аномальный»; ААС формирует текстовый файл, содержа-
щий статистические данные по результатам испытаний; ААС создает изображения обнаружен-
ных аномалий и сохраняет их на носители информации [16]. 

При необходимости, возможна настройка системы для одновременного непрерывного нако-
пления данных на сервере с их автоматическим анализом и поиском аномалий специализиро-
ванной высокопроизводительной ЭВМ. Сохраненные на сервере оцифрованные данные хранят-
ся в файлах в виде массива. В зависимости от требований к системе осциллографирования и 
анализа, эти файлы могут содержать оцифрованные данные за определенное (заданное) время. 
Минимальное время записи данных для одного файла должно быть не меньше полного периода 
сигнала, максимальное – ограничивается только объемом информационного пространства сер-
вера. Таким образом, при необходимости, возможна настройка системы так, что первые анома-
лии сигнала можно обнаружить после получения первого файла с оцифрованными данными,  
т. е. в течение нескольких секунд. 

 
Заключение 
Разработанная система обнаружения аномалий периодических электрических сигналов, за-

щищенная патентом РФ на изобретение, позволяет: 
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– долговременно (до года) записывать электрические сигналы, полученные от объектов кон-
троля, на носители информации, без потерь данных; 

– воспроизводить на дисплее и записывать электрические сигналы, полученные от объектов 
контроля, по множеству (до 200) синхронизированных между собой каналов; 

– проводить автоматический анализ больших объемов осциллограмм, полученных от объек-
тов контроля, на предмет наличия в них аномальных периодов.  

Алгоритмы обнаружения аномалий, на основе которых разработаны программные модули 
предложенной аппаратно-программной системы, защищены патентом РФ на изобретение и об-
ладают преимуществами по эффективности обнаружения. 

Предложенный метод осциллографирования позволяет повысить вероятность автоматиче-
ского обнаружения аномалий периодических электрических сигналов, содержащихся в анали-
зируемой осциллограмме, при одновременном сокращении времени, затрачиваемого на прогон. 
Это улучшает эффективность испытаний. 

Лабораторный макет осциллографа и алгоритмы измерения и поиска аномалий успешно оп-
робованы в АО «ИСС» при испытаниях аппаратуры управления трехфазных электромагнитных 
двигателей системы терморегулирования. 
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Конструкции с неоднородной регулярной структурой (пластины, балки, оболочки) широко при-

меняются в технике, особенно, в авиационной и ракетно-космической. В расчетах на прочность 
упругих композитных конструкций с помощью метода конечных элементов (МКЭ) важно знать 
погрешность решения. Для анализа погрешности решения необходимо использовать последова-
тельность приближенных решений, построенных по МКЭ с применением процедуры измельчения 
для базовых дискретных моделей, которые учитывают в рамках микроподхода неоднородную, 
микронеоднородную структуру конструкций (тел). Реализация процедуры измельчения для базовых 
моделей требует больших ресурсов ЭВМ. 

В данной работе кратко изложен метод эквивалентных условий прочности (МЭУП) для расче-
та на статическую прочность упругих тел с неоднородной регулярной структурой, для которых 
заданы множества различных нагружений. Согласно МЭУП, расчет на прочность композитного 
тела, для которого задано нагружение, сводится к расчету на прочность изотропного однородно-
го тела (имеющего такое же нагружение, как композитное тело) с применением эквивалентных 
условий прочности. При численной реализации МЭУП используются скорректированные эквива-
лентные условия прочности, которые учитывают погрешность приближенных решений. Здесь 
МЭУП реализуется на основе МКЭ. Если для композитного тела задано множество различных на-
гружений, то в этом случае применяются обобщенные эквивалентные условия прочности. Показа-
на процедура построения обобщенных эквивалентных условий прочности. Расчет на прочность 
композитных тел по МЭУП с использованием многосеточных конечных элементов требует в 

3 610 ÷ 10  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем аналогичный расчет с применением измельченных 
базовых моделей композитных тел. Приведенный пример расчета на прочность композитной бал-
ки, для которой задано множество нагружений, с помощью МЭУП с применением обобщенных 
эквивалентных условий прочности показывает его высокую эффективность.  

 
Ключевые слова: упругость, композиты, многосеточные конечные элементы, скорректирован-

ные и обобщенные эквивалентные условия прочности.  
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Structures with an inhomogeneous regular structure (plates, beams, shells) are widely used in engineer-

ing, especially in aviation and rocket and space. In calculations for the strength of elastic composite struc-
tures using the finite element method (FEM), it is important to know the error of the solution. To analyze 
the error of the solution, it is necessary to use a sequence of approximate solutions constructed according 
to the FEM using the grinding procedure for basic discrete models that take into account the non-
homogeneous, micro-homogeneous structure of structures (bodies) within the micro-approach. The imple-
mentation of the grinding procedure for basic models requires large computer resources. 

In this paper, the method of equivalent strength conditions (MESC) for testing the static strength of 
elastic bodies with an inhomogeneous regular structure, for which sets of different loads are given, is brief-
ly described. According to the MESC, the calculation of the strength of a composite body for which the 
loading is set is reduced to the calculation of the strength of an isotropic homogeneous body (having the 
same loading as a composite body) using equivalent strength conditions. In the numerical implementation 
of the MESC, adjusted equivalent strength conditions are used, which take into account the error of ap-
proximate solutions. Here, the MESC is implemented on the basis of the FEM. If a set of different loads is 
specified for a composite body, then generalized equivalent strength conditions are applied in this case. 
The procedure for constructing generalized equivalent strength conditions is shown. The calculation of the 

strength of composite bodies according to the MESC using multigrid finite elements requires 3 610 ÷ 10  
times less computer memory than a similar calculation using crushed basic models of composite bodies. 
The given example of calculating the strength of a composite beam, for which a set of loads is set, using the 
MESC using generalized equivalent strength conditions shows its high efficiency. 

 
Keywords: elasticity, composites, multigrid finite elements, corrected and generalized equivalent 

strength conditions. 
 

Введение 
Как правило, расчет на прочность упругой конструкции проводится по запасам прочности и 

сводится к определению максимального эквивалентного напряжения конструкции (тела) [1–3]. 
Для упругого тела 0V  заданные условия прочности имеют вид 1 0 2n n n≤ ≤ , где 1n , 2n  – заданы, 

коэффициент запаса 0n  тела 0V  отвечает точному решению задачи теории упругости, постро-

енному для тела 0V . Считают, что тело не разрушается при эксплуатации, если его коэффици-

ент запаса удовлетворяет заданным условиям прочности. Определение коэффициента запаса 0n  

для композитного тела (КТ), где 0 0/ ,Tn = σ σ  Tσ  – предельное напряжение [1], т. е. определе-

ние максимального эквивалентного напряжения 0σ  [1] КТ, отвечающего точному решению  
задачи упругости, затруднительно. Если напряжения в телах определяются приближенно,  
то в этом случае используют скорректированные условия прочности [4], которые учитывают 
погрешность решений. При анализе напряженного деформированного состояния (НДС)  
упругих тел широко используется метод конечных элементов (МКЭ) [5; 6]. Конечноэлементные 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 22,  № 3 
 

 434

(дискретные) базовые модели (БМ), которые учитывают неоднородную структуру тел в рамках 
микроподхода [7], имеют высокую размерность. Кроме того, для анализа сходимости и по-
грешности решения необходимо использовать последовательность решений, построенных  
с помощью процедуры измельчения конечных элементов (КЭ) БМ КТ, которая приводит к рез-
кому увеличению размерностей дискретных моделей. Для анализа НДС КТ эффективно ис-
пользуется метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ) [8–14], в котором применяются 
многосеточные конечные элементы (МнКЭ) и который является обобщением МКЭ, так как, 
если в МКЭ используются МнКЭ, то в этом случае, по сути, реализуется ММКЭ. В областях 
МнКЭ [8–19] учитывается неоднородная структура и описывается трехмерное НДС. Важно от-
метить, что МнКЭ порождают дискретные модели, размерности которых меньше размерностей 
БМ КТ. Для ряда КТ (как, например, для тел с микронеоднородной структурой) БМ имеют та-
кую высокую размерность, что реализация МКЭ с применением МнКЭ также затруднительна. 
Существующие методы расчета КТ [20–27] базируются на гипотезах, имеют сложные поста-
новки и труднореализуемы. 

В данной работе для расчета на прочность упругих тел с неоднородной, микронеоднородной 
регулярной структурой предлагается метод эквивалентных условий прочности (МЭУП), кото-
рый сводится к расчету на прочность по МКЭ упругих изотропных однородных тел с примене-
нием эквивалентных условий прочности. В отличие от работ [28; 29] здесь подробно представ-
лена теорема, которая лежит в основе МЭУП. При численной реализации МЭУП используют 
скорректированные эквивалентные условия прочности, которые учитывают погрешность реше-
ний. Для КТ, для которого задано множество различных нагружений, в расчетах используются 
обобщенные эквивалентные условия прочности. Реализация МЭУП на основе МКЭ с примене-
нием МнКЭ требует 3 610 10÷  раз меньше ресурсов ЭВМ, чем расчет по МКЭ на основе  
измельчения БМ КТ. Пример расчета КТ по МЭУП показывает его высокую эффективность.  

 
1. Основные положения метода эквивалентных условий прочности  
МЭУП применяется для КТ, которые удовлетворяют следующим положениям. 
Положение 1. КТ состоят из разномодульных изотропных однородных тел, связи между ко-

торыми идеальны, т. е. на общих границах изотропных однородных тел функции перемещений 
и напряжений являются непрерывными.  
Положение 2. Перемещения, деформации и напряжения разномодульных изотропных одно-

родных тел отвечают соотношениям линейной теории упругости [30].  
Положение 3. Приближенные решения БМ КТ, построенные по МКЭ, мало отличаются от 

точных решений. Такие приближенные решения будем считать точными.  
 
2. Эквивалентные условия прочности 
Пусть упругие тела 1V , 2V  имеют одинаковые характерные размеры, форму, крепления и 

статические нагружения, но отличаются модулями упругости. Пусть для коэффициентов запаса 

1n , 2n  соответственно тел 1V , 2V  заданы условия прочности 

                                     1 1
1a bn n n≤ ≤ ,                                                                   (1) 

                            2 2
2a bn n n≤ ≤ ,                                                                  (2) 

где 1 2, 1a an n > ; 1 2,a an n , 1 2,b bn n  – заданы; коэффициент запаса 1n  ( 2n ) отвечает точному решению 

задачи теории упругости, построенному для тела 1V  (тела 2V ).  
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Для тел 1V , 2V  введем следующее определение. 

Определение. Если из выполнения условий (2) для коэффициента 2n  следует выполнение 

условий (1) для коэффициента 1n  и наоборот, если из выполнения условий (1) для коэффици-

ента 1n  следует выполнение условий (2) для коэффициента 2n , тогда условия прочности (1), (2) 

будем называть эквивалентными условиями прочности соответственно для тел 2V , 1V .  
 

3. Основная теорема метода эквивалентных условий прочности 
Не теряя общности суждений, рассматриваем тела с волокнистой структурой, которые ши-

роко применяются на практике и в которых максимальные эквивалентные напряжения возни-
кают в волокнах. В основе МЭУП лежит следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть для коэффициента запаса 0n  упругого КТ 0V  (волокнистой структуры) за-
даны нагружение F  и условия прочности вида 

       1 0 2n n n≤ ≤ ,                                                                   (3) 

где величины 1n , 2n  заданы, 1 1n > , 0 0/Tn = σ σ , Tσ  – предельное напряжение КТ (предел те-

кучести волокна), 0σ  – максимальное эквивалентное напряжение КТ 0V , напряжение 0σ  соот-

ветствует точному решению задачи теории упругости, построенному для нагружения F  КТ 0V , 

волокна тела 0V  имеют одинаковые модули упругости. 

Пусть однородное изотропное тело bV  и КТ 0V  имеют одинаковые форму, характерные 

размеры, крепления и нагружение F . Пусть модули упругости тела bV  и волокна КТ одинако-
вы. Тогда существует такое число 0p >  (коэффициент эквивалентности), что если коэффици-

ент запаса bn  тела bV  удовлетворяет скорректированным эквивалентным условиям прочности  

                        1 2

1 1b
pn pnn

α α

≤ ≤
− δ + δ

,                                                             (4) 

то коэффициент запаса 0n  КТ 0V  отвечает заданным условиям прочности (3), где /b T bn = σ σ , 

bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV , отвечающее численному решению, 

построенному для нагружения F  тела bV  с погрешностью bδ , | |  b αδ ≤ δ , где αδ – верхняя 

оценка погрешности bδ , удовлетворяющая условию 

                          2 1 2 1( ) / ( )С n n n nα αδ < = − + .                                                     (5) 
 

Доказательство. 
Коэффициенты запаса 0n , 0

bn  соответственно тел 0V , bV  находим по формулам 

                                                0 0/Tn = σ σ ,                                                                  (6) 

                                 0 0/b T bn = σ σ ,                                                                  (7) 

где 0
bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV , отвечающее точному решению за-

дачи теории упругости, построенному для нагружения F  тела bV . 
Пусть коэффициент 0n  удовлетворяет условиям (3). Используя (6) в (3), имеем  

                                        1 2
0

Tn nσ
≤ ≤
σ

.                                                                 (8) 
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Существует такое число 0p >  (коэффициент эквивалентности), что 

                                   0
0
b

p σ
=
σ

.                                                                      (9) 

Учитывая (9) в (8), получаем  

                                   1 20
T

b
pn pnσ

≤ ≤
σ

.                                                             (10) 

Используя (7) в (10), имеем  
                                0

1 2bpn n pn≤ ≤ .                                                              (11) 

Пусть коэффициент запаса 0
bn  тела bV  удовлетворяет условиям прочности (11). Тогда, под-

ставляя (7) в (11) с учетом (9), имеем 1 2
0

Tppn pnσ
≤ ≤

σ
. Откуда с учетом (6) следует выполне-

ние для коэффициента запаса 0n  КТ 0V  условий прочности (3). Рассмотрим предельные случаи. 

Пусть 0
1bn pn= . Используя соотношения (7), (9) в последнем равенстве, получаем 1

0

Tp pnσ
=

σ
. 

Откуда с учетом (6) следует 0 1n n= . Аналогично показываем, что если 0
2bn np= , то 0 2n n= . 

Пусть 0 1n n= . Используя (6), (9) в последнем равенстве, получаем 10
T

b
pnσ

=
σ

. Откуда с учетом 

(7) вытекает 0
1bn pn= . Аналогично показываем, что если 0 2n n= , то 0

2bn pn= . Итак показано, 
что (11) есть эквивалентные условия прочности для КТ 0V  (см. определение п. 2). Пусть для 

тела bV  найдено максимальное эквивалентное напряжение bσ  такое, что 

                    2 1 1 2| | ( ) / ( )b C n n n nα αδ ≤ δ < = − + ,                                              (12) 

где bδ  – относительная погрешность для bσ , т. е.  

                            0 0( ) /b b b bδ = σ −σ σ .                                                           (13) 

Из (13) следует 0(1 ) b b bσ = + δ σ . Отсюда, учитывая (7) и что /b T bn = σ σ , получаем 

                                  0 (1 )b b bn n= + δ .                                                               (14) 

Отметим, что в (12) 1Cα < . Пусть 0 | |bδ = δ . Тогда в силу (12) 

                                     00 | |  1b α≤ δ = δ ≤ δ < .                                                       (15) 

Принимая в (14) последовательно 0bδ = −δ , 0bδ = δ , введем коэффициенты 

                              1 0(1 )r
bn n= − δ ,   2 0(1 )r

bn n= + δ .                                                (16) 

Тогда в силу (14), (16) получаем  

                                    0
1
r

bn n=    или   0
2
r

bn n= .                                                        (17) 

Введем коэффициенты 1
dn , 2

dn  по формулам 

                              1 (1 )d
bn nα= − δ ,   2 (1 )d

bn nα= + δ .                                                (18) 

В силу, что 0 1α≤ δ < , 0bn > , из (18) следует  

                                       1 2
d dn n≤ .                                                                    (19) 
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Скорректированные эквивалентные условия прочности имеют вид (4) или 

                              2
1 2(1 ) (1 ) (1 )bpn n pnα α α+ δ ≤ − δ ≤ − δ ,                                             (20) 

где /b T bn = σ σ ,  Tσ  – предельное напряжение КТ (предел текучести волокна). 

Пусть для bn  выполняются условия прочности (20), т. е. пусть 1 (1 ) bpn nα≤ − δ  и 

2(1 ) bn pnα+ δ ≤ . Тогда отсюда следует, что для коэффициентов 1
dn , 2

dn  с учетом (18), (19)  
выполняются неравенства 

                                              1 1 2 2
d dpn n n pn≤ ≤ ≤ .                                                          (21) 

Сравнивая (16), (18) с учетом (15), следуют неравенства 1 1
d rn n≤ , 2 2

r dn n≤ .  

Отсюда, учитывая, что согласно (16) 1 2
r rn n≤ , получаем 

                                                    1 1 2 2
d r r dn n n n≤ ≤ ≤ .                                                            (22) 

Тогда в силу (21), (22) выполняются неравенства 

                                             1 1 2 2
r rpn n n pn≤ ≤ ≤ .                                                           (23) 

Из выполнения (23) с учетом (17) следует выполнение условий прочности (11) для коэффи-
циента запаса 0

bn , следовательно, и выполнение заданных условий прочности (3). Ограничения 

на параметр αδ  находим из условия существования условий прочности (4), т. е. пусть 

1 2(1 ) (1 )pn pnα α+ δ ≤ − δ . Откуда следует  

                                     2 1 1 2( ) / ( )C n n n nα αδ < = − + .                                                   (24) 

Поскольку 2 1 1n n> > , то из (24) следует 0 1Cα< < . Если Cα αδ = , то из (4) следует 

1 2( ) / 2bn p n n= + , что трудно выполнить на практике. Поэтому следует αδ  задать такое, что 

Cα αδ < . В этом случае условия (11) для коэффициента запаса 0
bn  тела bV  можно выполнить с 

помощью скорректированных эквивалентных условий прочности (4) и численных решений, 
порождающих для напряжений bσ  тела bV  такие погрешности bδ , что | |  b αδ ≤ δ . Было пока-
зано, что из выполнения условий (11) следует выполнение условий прочности (3). Теорема до-
казана.  

Согласно теореме 1 реализация МЭУП сводится к определению коэффициента p  и коэффи-

циента запаса bn  тела bV , т. е. к определению максимального эквивалентного напряжения bσ  

тела bV  с погрешностью | |  b αδ < δ , /b T bn = σ σ .  
 

4. Реализация метода эквивалентных условий прочности 
Не теряя общности суждений, для простоты изложения, процедуру реализации МЭУП рас-

смотрим на примере тела 0V  с неоднородной регулярной структурой размерами H H H× × , где 

6H Nh= , N – целое, 1N >> , h  мало. КТ 0V , расположенное в декартовой системе координат 

Oxyz , при 0y =  жестко закреплено, т. е. при 0y = : , , 0u v w = . Регулярная ячейка 0G  КТ 0V , 
имеющая форму куба со стороной 6h , расположена в локальной декартовой системе координат 
Oxyz , , , 1,...,7i j k =  (рис. 1), волокна сечением h h×  направлены вдоль оси Oy , сечения воло-

кон закрашены. Итак, тело 0V  армировано параллельными оси Oy  непрерывными волокнами. 

Для КТ 0V  заданы условия прочности (3). БМ 0R  КТ 0V , состоящая из конечных элементов 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 22,  № 3 
 

 438

(КЭ) h
jV  1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное НДС), 

учитывает неоднородную структуру тела 0V  и порождает равномерную сетку с шагом h . Счи-

таем, что полож. 3 МЭУП для КТ 0V  выполняется.  
 

 
Рис. 1. Регулярная ячейка 0G  

 

Fig. 1. Regular cell 0G  

 
Отметим, что реализация МЭУП сводится к определению коэффициента эквивалентности 

p , коэффициента запаса bn  тела bV  и к построению скорректированных эквивалентных усло-
вий прочности (4). 

 
Нахождение коэффициента эквивалентности p 
Согласно МЭУП введем изотропное однородное тело bV  и КТ 0R  такие, что тела bV , 0R  и 

0V  имеют одинаковые форму, характерные размеры, заданные крепления и нагружения, но от-

личаются модулями упругости. Модули упругости тела bV  равны модулям упругости волокна 

КТ 0V . Для тела bV  (для КТ 0R ) определяем дискретные модели b
nV  (модели 0

nR ), которые об-

разуют последовательности 1{ }b N
n nV = , 0

1{ }N
n nR = . Модель b

NV  является БМ тела bV . Модель b
nV  

(модель 0
nR ) состоит из КЭ ( )n

jV  1-го порядка формы куба со стороной nh , в которых реализу-

ется трехмерное напряженное состояние и которые порождают равномерную сетку с шагом nh  

размерности ( ) ( ) ( )
1 2 3 ,n n nn n n× ×  где 

             ( )
1 6 1nn n= + ,   ( )

2 6 1nn n= + ,   ( )
3 6 1nn n= + ,   1,...,n N= .                                 (25) 

Согласно (25) модель b
nV  (модель 0

nR ) состоит из конечного числа одинаковых по форме и 

размерам изотропных однородных тел b
nG  (КТ 0

nG ) размерами 6 6 6n n nh h h× × , где  

                                            / (6 )n nh H n h= = β ,                                                          (26)   

где 6H Nh= , /n N nβ = , 1,n N= , при n N< : 1nβ > , nh h> , при n N→  имеем nh h→ , Nh h= . 

КТ 0
nG  имеет такое же число узлов сетки (343 узла), число волокон (сечением n nh h× ) и та-

кое же их взаимное расположение, как регулярная ячейка 0G  (рис. 1). Волокна и матрицы КТ 
0
nG  и 0G  имеют одинаковые модули упругости, 1,n N=  (рис. 2), где nh h>  при n N< , 

, , 1,...,7i j k = .  
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КТ 0
nG , 0G  (их неоднородные структуры) геометрически отличаются только масштабно-

стью. Для удобства рассуждений, формально для КТ 0
nG , 0G  запишем соотношение 

                              0
0n nG G= β ,                                                                 (27) 

где nβ – коэффициент масштабности, /n N nβ = , 1,n N= , при n N→ : 1nβ → , 1Nβ = , 0
0NG G= .  

 

 
Рис. 2. КТ 0

nG  (регулярная ячейка модели 0
nR ) 

 

Fig. 2. CB 0
nG  (regular cell body 0

nR ) 

 
Отметим, что поскольку в регулярной ячейке 0G  учитывается неоднородная структура, то в 

силу (27) и в КТ 0
nG  ( 1,n N= ) также учитывается неоднородная структура с помощью КЭ ( )n

jV  

1-го порядка формы куба со стороной nh , т. е. в модели 0
nR  учитывается неоднородная струк-

тура. Отметим, что КТ 0
nG , по сути, является регулярной ячейкой модели 0

nR . Итак, модели b
nV , 

0
nR  имеют одинаковую форму, размерность, одинаковые характерные размеры, равномерные 

сетки с шагом nh , крепления и нагружения, как КТ 0V , т. е. модели b
nV , 0

nR  отличаются друг от 

друга только модулями упругости. Отметим следующие достоинства моделей b
nV , 0

nR .  

1. Размерности моделей b
nV , 0

nR  при n N<  в силу (25), (26) меньше размерности БМ 0R . 

2. При построении моделей 0
1{ }N

n nR =  не применяется измельчение БМ 0R .  

Для уменьшения размерностей моделей b
nV , 0

nR  используются многосеточные КЭ.  

В силу (26), (27) при n N=  ( Nh h= , 1Nβ = , т. е. 0
0NG G= ) модели b

NV , 0
NR  и БМ 0R  КТ 0V  

имеют одинаковую размерность, а модели 0
NR  и 0R  в силу (27) совпадают, т. е. 0

0RNR = . Так 

как, согласно (27), при n N→  имеем  0
0nG G→ , тогда получаем   

                                           0 0
0Rn NR R→ =   при  n N→ .                                                    (28) 

Поскольку модели 0
NR , b

NV  имеют такую же размерность как БМ 0R , для которой выполня-

ется полож. 3 МЭУП, то считаем, что максимальное эквивалентное напряжение 0
Nσ  (напряже-

ние b
Nσ ) модели 0

NR  (модели b
NV ) мало отличается от точного 0σ  ( 0

bσ ). Поэтому полагаем 

                                         0
0 Nσ = σ ,   0 b

b Nσ = σ ,                                                           (29) 

где 0
bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV  отвечает точному решению трех-

мерной задачи теории упругости, построенному для тела bV .    
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Коэффициент эквивалентности p  находим по формуле (9), т. е. 0
0 / bp = σ σ  или с учетом (29) 

                         0 / b
N Np = σ σ .                                                                (30) 

Приближенное значение коэффициента эквивалентности np  находим по формуле     

                                                             0 / b
n n np = σ σ ,                                                                (31)  

где 0
nσ  ( b

nσ ) – максимальное эквивалентное напряжение модели 0
nR  (модели b

nV ).  

В силу (26) при n N→  следует b b
n NV V→ . Отсюда, учитывая (28), имеем 

                                      0 0
n Nσ →σ ,   b b

n Nσ →σ    при n N→ .                                         (32)  

Учитывая (32), (29), (30) в (31), получаем  

                                            np p→    при n N→ .                                                         (33) 

Пусть 1| | /n n n np p p−δ = −  мало, где 2,3,...n = . Тогда принимаем  

                                                                       np p= .                                                                     (34) 

Расчеты показывают равномерную (монотонную) сходимость напряжений 0
nσ , b

nσ  и пара-

метра np  соответственно к напряжениям 0
Nσ , b

Nσ  и параметру .p  
 
Построение скорректированных эквивалентных условий прочности 
Подставляя найденный коэффициент эквивалентности p  и заданные значения αδ , 1n , 2n   

в (4), определяем скорректированные эквивалентные условия прочности для КТ 0V .  
 

Нахождение коэффициента запаса прочности bn  для однородного изотропного тела bV  

Пусть 1| | /b b b
n n n n
σ

−δ = σ −σ σ  мало и | |  n
σ

αδ ≤ δ , где Cα αδ < , 2,3,...n = . Тогда полагаем 

                                                                    b
b nσ = σ .                                                                   (35) 

Используя (35) в формуле / ,b T bn = σ σ  определяем коэффициент запаса bn  для тела bV   

                                                           / b
b T nn = σ σ .                                                                (36) 

 

Проверка заданных условий прочности 
Пусть коэффициент запаса bn  изотропного однородного тела bV , найденный по формуле 

(36), т. е. отвечающий численному решению задачи упругости, удовлетворяет скорректирован-
ным эквивалентным условиям прочности (4), построенным для КТ 0V . Тогда, согласно теореме 

1 (см. п. 3), коэффициент запаса 0n  КТ 0 ,V  отвечающий точному решению задачи упругости, 
удовлетворяет заданным условиям прочности (3).  

 
5. Процедура построения обобщенных эквивалентных условий прочности 
Процедуру построения обобщенных эквивалентных условий прочности для КТ, для которо-

го задано множество различных нагружений, не теряя общности суждений, рассмотрим на 
примере КТ 0V . Пусть на поверхности S  КТ 0V  действует нагружение вида xq , yq , zq , где 

, , x y zq q q  – поверхностные нагружения, действующие соответственно в направлении коорди-
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натных осей Ox , Oy , Oz ; , , x y z xyzq q q Q∈ , xyzQ  – множество различных нагружений, заданное 

для КТ 0 ,V  

             { , , :    , ,  гладкие функции, заданные на }xyz x y z x y zQ q q q q q q S= − .               (37) 

Для нахождения (верхней, нижней) границ для множества P  коэффициентов эквивалентно-
сти, отвечающих множеству нагружения (37), проводим расчеты для ряда характерных нагру-
жений КТ 0V : ( )n

x xq q= , ( )n
y yq q= , ( )n

z zq q=  ( ( )n
xq , ( )n

xq , ( )n
zq  – гладкие функции), 01,n N= , 0N – 

задано. Введем коэффициенты  

                        ( )
1 min( )np p= , ( )

2 max( )np p= , 01,n N= , т. е. :p∀ ∈P  1 2p p p≤ ≤ .                    (38) 

Пусть для КТ 0V  выполняется условие  

            2 1 1 2p C p C≤ ,                                                                 (39) 

где 1 1 / (1 )C n α= − δ , 2 2 / (1 )C n α= + δ .  

Для коэффициента эквивалентности 1 2[ , ]qp p p∈ , который найден по МКЭ для нагружения 

, , x y z xyzq q q Q∈  тела ,bV  условия прочности (4) принимают вид 

               1 2q b qp C n p C≤ ≤ ,                                                            (40) 

где bn  – коэффициент запаса изотропного однородного тела bV .  

Согласно (38) имеем 1 2 1qp C p C≤ , 1 2 2qp C p C≤ . Используя эти неравенства и (39), получаем 

1 2 1 1 2 2q qp C p C p C p C≤ ≤ ≤ . Пусть нагружение , , x y z xyzq q q Q∈  тела bV  такое, что  

  1 2 1 1 2 2q b qp C p C n p C p C≤ ≤ ≤ ≤ ,                                                (41) 

т. е. для коэффициента запаса bn  тела bV  выполняются следующие условия прочности  

      2 1 1 2bp C n p C≤ ≤ .                                                            (42) 

Пусть для нагружения , , x y z xyzq q q Q∈  тела bV  коэффициент bn  удовлетворяет условиям 

прочности (42). Тогда для коэффициента bn  выполняются условия (41), т. е. условия прочности 
(40). Согласно теореме 1 (см. п. 3), из выполнения условий прочности (41) следует выполнение 
заданных условий прочности (3) для нагружения , , x y z xyzq q q Q∈  КТ 0V . Отметим, что согласно 

МЭУП тело bV  и КТ 0V  имеют одинаковые нагружения (см. п. 4). Итак, показано, что из вы-

полнения условий прочности (42) для тела ,bV  имеющего нагружение , , x y z xyzq q q Q∈ , следует 

выполнение условий прочности (3) для нагружения , , x y z xyzq q q Q∈  КТ 0V . Условия (42) будем 

называть обобщенными эквивалентными условиями прочности. По сути, выше доказано сле-
дующее утверждение.  

Теорема 2. Пусть для множества Q  различных нагружений, заданных для КТ 0V , согласно 
МЭУП, построены обобщенные эквивалентные условия прочности (42). Пусть для коэффици-

ента запаса bn  изотропного однородного тела bV , имеющего нагружение F Q∈ , условия 
прочности (42) выполняются. Тогда выполняются заданные условия прочности (3) для нагру-
жения F  КТ 0V .  
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6. Результаты численных экспериментов 
Рассмотрим модельную задачу расчета на прочность консольной композитной балки 0V , 

размерами H L H× × , где hH 96= , 1152L h= , h  – задано (рис. 3). Регулярная ячейка 0G  КТ 

0V  имеет форму куба со стороной 6h , волокна сечением h h×  параллельны оси Oy  (рис. 4), 

сечения волокон в плоскости Oxz  закрашены. Итак, тело 0V  армировано параллельными оси 

Oy  непрерывными волокнами, расстояние между волокнами равно 2h . При 0y =  КТ 0V  жест-

ко закреплено и при z H=  имеет нагружение вида xq , zq , где xq  ( zq ) – усилие, действующее 
на балку в направлении оси Ox  (оси Oz ).  

 

 
Рис. 3. Размеры тела 0V  (тела ,bV  моделей ,b

nV  0
nR ) 

 

Fig. 3. Dimensions of the body 0V  (body ,bV  models ,b
nV  0

nR ) 

 
Базовая дискретная модель 0R  КТ 0V , состоящая из односеточных конечных элементов (1 

сКЭ) h
jV  1-го порядка формы куба со стороной h  [5; 6] (в которых реализуется трехмерное НДС 

[30]), учитывает неоднородную структуру тела 0V  и порождает равномерную (базовую) сетку  

с шагом h  размерности 97 1153 97× × . На рис. 4 показана базовая сетка регулярной ячейки 0G . 

Так как БМ 0R  имеет 32517504  (свыше 32 млн) неизвестных МКЭ и поскольку / 1h H <<  
( / / (96 ) 0,0104h H h h= = ), то будем считать, что максимальное эквивалентное напряжение БМ 

0R  мало отличается от точного решения, т. е. полож. 3 МЭУП для КТ 0V  выполняется (см. п. 1).  

 
Рис. 4. Регулярная ячейка 0G  

 

Fig. 4. Regular cell 0G  

 
Для коэффициента запаса 0n  КТ 0V  заданы условия прочности вида  

                   01,3 3,5n≤ ≤ .                                                                (43) 

Исходные данные для КТ 0V : 0,2083h = ; 5Tσ = ; 0,3c vν = ν =  1cE = , 10vE = , где cE , vE  

( cν , vν ) – модули Юнга (коэффициенты Пуассона) соответственно связующего материала и 
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волокна, на поверхности {0,5 ,   }S L y L z H= ≤ ≤ =  КТ 0V  действует равномерное нагружение 

0,000285z xq q= = , Tσ  – предел текучести волокна.  

Согласно МЭУП введем изотропное однородное тело bV  и КТ 0R  такие, что тела bV , 0R  и 0V  
имеют одинаковые форму, характерные размеры, заданные крепления и нагружения, но отли-
чаются модулями упругости. Модули упругости тела bV  равны модулям упругости волокна  

КТ 0V . Для тела bV  (для КТ 0R ) определяем дискретные модели b
nV  (модели 0

nR ), которые  

образуют последовательности 16
1{ }b

n nV = , 0 16
1{ }n nR = . Модель b

nV  (модель 0
nR ) состоит из 1сКЭ ( )n

jV  

1-го порядка формы куба со стороной nh , в которых реализуется трехмерное НДС и которые 

порождают равномерную сетку с шагом nh  размерности ( ) ( ) ( )
1 2 3

n n nn n n× × , где 

              ( )
1 6 1nn n= + , ( )

2 12 6 1nn n= × + , ( )
3 6 1nn n= + , 1,2,3,...n = .                             (44) 

Шаги ( )n
xh , ( )n

yh , ( )n
yh  сетки модели b

nV  (модели 0
nR ) соответственно по осям Ox , Oy , Oz  

равны ( ) / (6 )n
xh H n= , ( ) / (72 )n

yh L n= , ( ) / (6 )n
zh H n= . Так как 12L H= , то ( ) ( ) ( )n n n

n x y zh h h h= = = . 

Отсюда, учитывая, что 96H h= , получаем  

                                    n nh h= β ,                                                                   (45) 

где 16 /n nβ = , 1,2,3,...n =  при 15n ≤  1nβ > , nh h> .  

Согласно (44), модель b
nV  (модель 0

nR ) (рис. 3) состоит из конечного числа одинаковых по 

форме и размерам изотропных однородных тел b
nG  (КТ 0

nG ) размерами 6 6 6n n nh h h× ×  (рис. 5). 

 
Рис. 5. Регулярная ячейка 0

nG  
 

Fig. 5. Regular cell 0
nG  

 

КТ 0
nG  имеет такое же число волокон (сечением n nh h× ) и такое же их взаимное расположе-

ние, как регулярная ячейка 0G  (рис. 4), волокна и связующий материал КТ 0
nG  и 0G  имеют 

одинаковые модули упругости, 1,16n = . Итак, КТ 0
nG , 0G  (их неоднородные структуры) гео-

метрически отличаются только масштабностью. Тогда, учитывая (45), для удобства рассужде-

ний, формально для КТ 0
nG , 0G  запишем соотношение 

                  0
0n nG G= β ,                                                                   (46) 

где nβ – коэффициент масштабности, при 16n →  имеем 1nβ → , 16 1β = , т. е. 0
16 0G G= .  
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Отметим, что поскольку в регулярной ячейке 0G  учитывается неоднородная структура,  

то в силу (46) и в КТ 0
nG  ( 1,2,3,...n = ) также учитывается неоднородная структура с помощью 

1сКЭ ( )n
jV  1-го порядка формы куба со стороной nh , т. е. в модели 0

nR  учитывается неоднород-

ная структура. Отметим, что КТ 0
nG , по сути, является регулярной ячейкой модели 0

nR , 

1,2,3,...n = . Итак, модели b
nV , 0

nR  имеют одинаковую форму и размерность, одинаковые харак-

терные размеры, равномерные сетки с шагом nh , крепления и нагружения как КТ 0V . 

В расчетах используем двухсеточные КЭ (2сКЭ). При построении 2сКЭ (2)
dV  размерами 

6 6 6h h h× ×  [15–19] используем две вложенные сетки: мелкую равномерную сетку dh  с шагом 

h  размерности 7 7 7× ×  и крупную сетку dH  размерности 2 3 2× × , d dH h⊂ . По осям Ox , Oz  

сетка dH  имеет шаг 6h , по оси Oy  – шаг 3h . На рис. 6 узлы сетки dH  отмечены точками,  

12 узлов. Сетка dh  порождена базовым разбиением dR  2сКЭ (2)
dV , которое состоит из 1сКЭ h

jV  

1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное НДС, 1,...,j M= , 

M – общее число 1сКЭ h
jV , 216M = ) и учитывает неоднородную структуру 2сКЭ (2)

dV . 
 

 

Рис. 6. Мелкая и крупная сетки 2сКЭ (2)
dV  

 

Fig. 6. Small and large grids 2gFE (2)
dV  

 
На разбиении dR  строим суперэлемент SV  с помощью метода конденсации [5]. Полную по-

тенциальную энергию SП  суперэлемента SV  представим в форме 

            1 [ ]
2

T T
S S S S S SП K= −q q q F ,                                                   (47) 

где T – транспонирование; [ ]SK  – матрица жесткости (размерности 654 654× ); SF , Sq  – векто-

ры узловых сил и перемещений (размерности 654 ) суперэлемента SV . Базисную функцию 

( , , )ijkN x y z  для узла , ,i j k  крупной сетки dH  с помощью полиномов Лагранжа запишем в 

форме ( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z= , где  

                             
2

1,
( )i

ii

x xL x
x x

α

αα= α≠

−
=

−∏ ,   
3

1,
( )j

jj

y yL y
y y

α

αα= α≠

−
=

−∏ ,   
2

1,
( )k

kk

z zL z
z z

α

αα= α≠

−
=

−∏ , 

где , ,i j kx y z  – координаты узла , ,i j k  сетки dH  в системе координат Oxyz ; ijk  – целочислен-

ная система координат, введенная для узлов сетки dH , , 1,2i k = ; 1,2,3j = (см. рис. 6).  
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Обозначим: e ijkN N= ,  e ijku u= ,  e ijkv v= , e ijkw w= , где ,ijku  ijkv , ijkw  – значения перемеще-

ний u, v, w в узле , ,i j k  сетки dH , , 1,2i k = , 1,2,3j = , 1,...,12e = . Тогда аппроксимирующие 

функции перемещений (2)u , (2)v , (2)w  2сКЭ (2)
dV  представим  

            
12

(2)

1
e e

e
u N u

=

=∑ ,   
12

(2)

1
e e

e
v N v

=

=∑ ,   
12

(2)

1
e e

e
w N w

=

=∑ .                                      (48) 

Обозначим: dq  – вектор узловых перемещений крупной сетки dH  (размерности 36), т. е. 

вектор узловых неизвестных 2сКЭ (2)
dV . Используя (48), вектор Sq  узловых перемещений су-

перэлемента SV  выражаем через вектор dq , т. е.  

                      [ ] d
S S dA=q q ,                                                               (49) 

где [ ] d
SA  – прямоугольная матрица (размерности 654 36× ). 

Подставляя (49) в (47) получаем П П ( )S S d= q . Из выполнения П / 0S d∂ ∂ =q  получаем ра-

венство [ ] d d dK =q F , где [ ] [ ] [ ][ ]d T d
d S S SK A K A= , [ ]d T

d S SA=F F , где [ ]dK , dF  – матрица жестко-

сти (размерности 36 36× ) и вектор узловых сил (размерности 36) 2сКЭ (2)
dV .  

Решение, построенное для сетки dH  2сКЭ (2)
dV , с помощью формулы (49) проецируется  

на сетку суперэлемента SV , затем с помощью соотношений метода конденсаций – на мелкую сетку 

dh  2сКЭ (2)
dV . что позволяет найти напряжения в 1сКЭ h

jV  базового разбиения dR  2сКЭ (2)
dV .  

На модели b
nV  ( 0

nR ) строим двухсеточную дискретную модель, которая состоит из 2сКЭ ти-

па (2)
dV  размерами 6 6 6n n nh h h× × , где 16 /nh h n= , 1,  11n = , и которую обозначим 0

nV  ( nR ). 

Отметим, что модели 0
nV , nR  имеют одинаковую размерность. Для моделей 0

nV , nR  находим 

(по 4-й теории прочности [1]) соответственно максимальные эквивалентные напряжения b
nσ , 

0
nσ , 3,5,...,11n = . Результаты расчетов представлены в табл. 1, где  

                  2(%) 100% | | /p
n n n np p p−δ = × − ,                                                (50) 

где 5,7,  9, 11n = ; 0 / b
n n np = σ σ ; o

nN , o
nb  – размерность и ширина ленты СУ МКЭ модели 0

nV , 
3,5,...11n = . 
Анализ результатов расчетов показывает равномерную монотонную сходимость напряжений 

b
nσ , 0

nσ , параметра np  и погрешности p
nδ . Рассмотрим расчет КТ 0V  на основе БМ 0R . Отме-

тим, что в расчетах КТ, как правило, используют три (и более) дискретных модели для анализа 
сходимости и погрешности численных решений. В данном случае используем три модели: 

1 0R = R , модели 2R  и 3R  получены путем измельчения БМ 0R . На дискретной модели Rn , 

используя 2сКЭ типа (2)
dV  размерами 6h 6h 6hn n n× × , определяем двухсеточную дискретную 

модель oRn , где hn  – шаг равномерной сетки модели Rn , h /n h n= , 1,2,3n = .  

Результаты расчетов для моделей Rn , oRn  даны в табл. 2, где Nn , bn  – размерность и шири-

на ленты СУ МКЭ модели Rn ; oNn  и obn  – размерность и ширина ленты модели oRn ; 1,2,3n = . 

Коэффициент kn  находим по формуле o o
1 1̀ 11k (N b ) / ( )o o

n n n N b= × × , где o oN bn n×  – объем памяти 

ЭВМ, необходимый для модели oRn ; 1,2,3n = ; 11 11
o oN b×  – объем памяти ЭВМ, необходимый 
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для модели 0
11V , где 11 114048oN = , 11 906ob = , которая используется в расчетах КТ 0V  по МЭУП 

(см. табл. 1). Итак, реализация МЭУП при расчете КТ 0V  требует в 31,169 10×  раз меньше объ-

ема памяти ЭВМ, чем реализация расчета КТ 0V  на основе измельчения БМ 0R  (см. табл. 2). 

Находим напряжение bσ  для тела bV  и коэффициент эквивалентности p . Так как напряжения 

9 0,477bσ =  и 11 0,515bσ =  отличаются на малую величину (0,515 0,477) / 0,515 0,07379δ = − =  

(см. табл. 1), то пусть 11
b

bσ = σ , т. е. 0,515bσ = . Тестовые расчеты показывют, что напряжение 

11
bσ  найдено с ошибкой не более 15 % . Тогда полагаем 0,15αδ = . Отметим, что условие (24) 

выполняется, т. е. имеем 0,15 0,458Cα αδ = < = . Так как 11 0,221 (%)pδ =  малая величина (см. 

табл. 1), то принимаем 11 4,54183p p= = . 
 

Таблица 1 
Результаты расчета КТ 0V  

 

n 0
nV  o

nN  o
nb  b

nσ  nR  0
nσ  np  p

nδ (%) 

3 0
3V  3456 114 0,319 3R  0,169 0,52907 – 

5 0
5V  12960 240 0,383 5R  1,741 4,54020 88,35 

7 0
7V  32256 414 0,434 7R  1,979 4,55590 0,345 

9 0
9V  94800 636 0,477 9R  2,173 4,55185 0,089 

11 0
11V  114048 906 0,515 11R  2,339 4,54183 0,221 

 
                             Таблица 2 

Результаты расчетов для моделей Rn , oRn  
 

n  hn  Rn  Nn  bn  oRn  oNn  obn  kn  

1 h 1R  32517504 28524 o
1R  332928 1791 5,77 

2 h/2 2R  257465088 112332 o
2R  2509056 6639 161,21 

3 h/3 3R  865945728 251436 o
3R  8297856 14559 1169,18 

 
Подставляя в представление (4) 4,54183p = , 1 1,3n = , 2 3,5n = , 0,15αδ = , получаем для КТ 

0V  скорректированные эквивалентные условия прочности 

            6,95 13,82bn≤ ≤ .                                                             (51)  

Для тела bV  коэффициент запаса bn  определяем по формуле /b T bn = σ σ , с учетом, что 

5Tσ = , 0,515bσ = , получаем 5 / 0,515 9,71bn = = . Коэффициент запаса 9,71bn =  тела bV  удо-

влетворяет условиям прочности (51). Тогда коэффициент запаса 0n  КТ 0V  удовлетворяет усло-
виям прочности (43) (см. теорему 1 п. 3). 

 

7. Применение обобщенных эквивалентных условий прочности 
Рассмотрим построение обобщенных эквивалентных условий прочности для КТ 0V  (рис. 3), 

для которого на границе {0,5 ,   }S L y L z H= ≤ ≤ =  КТ 0V  задано множество различных нагру-

жений xzQ  вида  
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    { , :  ,    ,   0 , }xz x z x zQ q q q q= = α = β ≤ α β < ∞ .                                       (52) 

Для нахождения (верхней, нижней) границ для множества P  коэффициентов эквивалентно-
сти, отвечающих множеству нагружения (52), проводятся расчеты для ряда характерных на-

гружений КТ 0V : ( )n
x xq q= , ( )n

z zq q=  ( ( ) ,n
xq  ( ) сonstn

zq = ), 1,4n = . Результаты расчетов даны в 

табл. 3, где коэффициент эквивалентности ( )np  найден для нагружения ( )n
xq , ( )n

zq  с помощью 

моделей 0
11V , 11R , см. п. 6, 1,4n = . 

 
               Таблица 3 

Результаты расчетов для нагружений ( )n
xq , ( )n

zq  
 

n ( ) 310n
xq −×  ( ) 310n

zq −×  ( )np  

1 (1) 0xq =  (1) 0,225zq =  4,53868 

2 (2) 0,180xq =  (2) 0,325zq =  4,54185 

3 (3) 0,275xq =  (3) 0zq =  4,55305 

4 (4) 0,750xq =  (4) 0,750zq =  4,54129 

 
В силу линейности задачи теории упругости и соотношения (30) коэффициент эквивалент-

ности p , который определяется для нагружения ( )
0

n
x xq q= α , ( )

0
n

z zq q= α , не зависит от 0α , где 

0 constα = , 00 < α < ∞ , 1,4n = . Тогда при любом 0 0α >  для нагружений (3)
0x xq q= α , 0zq =  и 

0xq = , (1)
0z zq q= α  ( (2)

0x xq q= α , (2)
0z zq q= α  и (4)

0x xq q= α , (4)
0z zq q= α , где (4) (4)

x zq q= ) соответст-

венно получаем (3)p p=  и (1)p p=  ( (2)p p=  и (4)p p= ) (см. табл. 3). Отсюда следует, что если 

x zq q→ , то (4)p p→ ; если 0zq = α , 0xq → , то (1)p p→ ; если 0xq = α , 0zq → , то (3)p p→ , 

если x zq q≠ , , 0x zq q ≠ , то (1) (3)p p p< < , что подтверждают расчеты. Итак, для любых нагру-

жений xq , zq  в (52) имеем :p∀ ∈P (1) (3)p p p≤ ≤ .  
Введем коэффициенты  

( )
1 min( )np p= , ( )

2 max( )np p= , 1,4n = , т. е. :p∀ ∈P  1 2p p p≤ ≤ .                  (53) 

Для КТ 0V  условие (39) выполняется, т. е. имеем   

              2 1 1 2p C p C≤ ,                                                                       (54) 

где 1 1 / (1 )C n α= − δ , 2 2 / (1 )C n α= + δ .  

В самом деле, следуя исходным данным для КТ 0V  и результатам табл. 3, имеем 1 1,5294C = , 

2 3,0435C = , (1)
1 4,53868p p= = , (3)

2 4,55305p p= = . Получаем 2 1 6,963p C = , 1 2 13,81p C = , т. е. 

условие (54) для КТ 0V  выполняется. Для коэффициента запаса bn  тела bV  обобщенные экви-
валентные условия прочности имеют вид (42), т. е.  

      2 1 1 2bp C n p C≤ ≤ .                                                              (55) 

Итак, расчет на прочность по МЭУП КТ 0V , для которого задано множество различных на-
гружений (52), сводится к построению обобщенных эквивалентных условий прочности (55). 

Согласно теореме 2, если коэффициент запаса bn  тела bV , имеющего нагружение ,x z xzq q Q∈ , 
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удовлетворяет обобщенным эквивалентным условиям прочности (55), то коэффициент  
запаса 0n  КТ 0V  отвечает заданным условиям прочности (43) для нагружения ,x z xzq q Q∈ .  

Для КТ 0V  обобщенные эквивалентные условия прочности (55) имеют вид  

                6,96 13,81bn≤ ≤ .                                                             (56) 

В данном примере 1 4,53868p = , 2 4,55305p = , и так как 2 1 0,01437p p pΔ = − =  мало, то ус-
ловия прочности (51) и (56) почти совпадают (см. п. 6).  

Достоинство обобщенных эквивалентных условий прочности (55) состоит в том, что они 
применяются для всех различных нагружений множества xzQ  КТ 0V . Следовательно, нет необ-
ходимости определять эквивалентные условия прочности (40), т. е. коэффициент эквивалентно-
сти qp , для каждого заданного нагружения ,x z xzq q Q∈ , что приводит к уменьшению времен-

ных затрат реализации МЭУП при использовании различных нагружений ,x z xzq q Q∈  в расче-

тах на прочность КТ 0V . 
 
Заключение 
Кратко изложен метод эквивалентных условий прочности для расчета на прочность тела с 

неоднородной, микронеоднородной регулярной структурой, для которого задано множество 
различных статических нагружений. Предлагаемый метод реализуется на основе МКЭ с ис-
пользованием многосеточных конечных элементов и сводится к расчету на прочность изотроп-
ных однородных тел с применением обобщенных эквивалентных условий прочности. Реализа-
ция метода требует малых временных затрат и ресурсов ЭВМ. 
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В работе рассматриваются стационарные пространственные уравнения идеальной пластично-

сти с условием текучести Мизеса. Материал предполагается несжимаемым. Подробно изучен слу-
чай, когда все три компоненты вектора скорости и гидростатическое давление зависят только от 
двух координат x, y. Для этого случая введено новое название – пространственная двумерная сис-
тема уравнений, чтобы отличить ее от общепринятых двумерных систем уравнений, когда от нуля 
отличны только две компоненты вектора скорости и гидростатическое давление. Доказано, что 
система допускает, в смысле С. Ли, алгебру Ли размерности 10. Показано, что пространственное 
двумерное деформированное состояние – это есть суперпозиция плоского напряженного состояния 
и пластического кручения вокруг оси z. Построены два инвариантных решения уравнений, описы-
вающих пространственное двумерное деформированное состояние. Первое решения можно исполь-
зовать для описания пластических течений между двумя жесткими плитами, которые сближают-
ся с разными скоростями. Второе решение служит для описания напряженно-деформированного 
состояния материала внутри плоского канала, образованного сходящимися плитами. 

 
Ключевые слова: пространственные решения уравнений идеальной пластичности, точечные 

симметрии, инвариантные решения. 
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In this paper, we consider stationary 3-dimensional equations of ideal plasticity with the Mises flow 
condition. The material is assumed to be incompressible. The case when all three components of the 
velocity vector and hydrostatic pressure depend only on two coordinates x, y is studied in detail. For this 
case, a new name is introduced – 3-dimensional solutions from two variables, to distinguish it from the 
generally accepted two-dimensional state, when only two components of the velocity vector and hydrostatic 
pressure differ from zero. It is proved that the system admits, in the sense of S. Lie, a Lie algebra of 
dimension 10. It is shown that are all 3-dimensional solutions from two variables a superposition of the 
plane stress state and plastic torsion around the z-axis. Two invariant solutions of the equations describing 
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the 3-dimensional deformed state are constructed. The first solution can be used to describe plastic flows 
between two rigid plates that approach at different speeds. The second solution is used to describe the 
stress-strain state of the material inside a flat channel formed by converging plates. 

 
Keywords: 3-dimensional solutions of ideal plasticity equations, point symmetries, invariant solutions. 
 
Введение 
В название статьи вынесено понятие «пространственное двумерное решение». Механикам 

известно плоское деформированное состояние – это случай, когда в двумерной декартовой сис-
теме координат две компоненты вектора скорости деформации и гидростатическое давление 
зависят от , .x y  Известно также плоское напряженное состояние – это когда компоненты тензо-

ра напряжений , ,z xz yzσ τ τ  равны нулю, а компоненты , ,x y xyσ σ τ не зависят от .z  

В нашем случае все компоненты тензора напряжений не зависят от ,z  именно такой случай 
мы и назвали пространственным двумерным состоянием. 

Система пространственных уравнений пластичности в декартовой системе координат 1 ,x x=  
2 ,x y=  3x z=  в стационарном случае имеет вид 

             ( ) 2, / 2, 0, 2 , , 1,2,3j ij i ij i j i i i j ij ij ss p s u u u s s k i j∂ = ∂ = λ ∂ + ∂ ∂ = = =   (1)

Здесь ,ij ijsσ  – компоненты тензора и девиатора тензора напряжений; 1 ,u u=  2 ,u v=  3u w=  – 

компоненты вектора скорости деформаций; λ  – неотрицательная функция; sk  – постоянная 
пластичности; p – гидростатическое давление, по повторяющимся индексам проводится сум-
мирование. 

Исключая из системы уравнений (1) компоненты девиатора тензора напряжений, получаем 
следующую нелинейную систему уравнений 

           
2 2 2

3
2 2 ,  , 0.

2i jj i ij mn mj n ij ij i i
k kp u e e u e e A u

A A
∂ = ∂ − ∂ = ∂ =  (2)

Известно, что система уравнений (2) имеет эллиптический тип. Опишем известные решения 
этой системы. 

Решения этой системы построены Р. Хиллом в 1948 г. [1], В. Прагером в 1954 г. [2],  
Д. Д. Ивлевым в 1960 г. [3; 4], М. А. Задояном в 1964 г. [5–8], а также авторами этой статьи  
[9–13]. Отметим также ряд точных решений, построенных Б. Д. Анниным [14], для уравнений 
пластичности в пространственном случае с условием текучести Треска. 

 

Симметрии системы (2) 
Группа точечных симметрий системы уравнений (2) порождается следующими операторами 

   ,
ii xX = ∂  ,

ii uY = ∂  ,
ii xN x= ∂  ,

ii uM u= ∂  1,2,3.i =  

   3 21 2 3 ,u uT x x= ∂ − ∂  1 32 3 1 ,u uT x x= ∂ − ∂  2 13 1 2 ,u uT x x= ∂ − ∂  

   3 21 2 3x xZ x x= ∂ − ∂
3 22 3 ,u uu u+ ∂ − ∂  1 32 3 1x xZ x x= ∂ − ∂

1 33 1 ,u uu u+ ∂ − ∂  

   2 13 1 2x xZ x x= ∂ − ∂
2 11 2 , .u u pu u S+ ∂ − ∂ = ∂  

(3)

Операторам , , ,i iX Y N M  соответствуют следующие непрерывные преобразования 

' ,i i ix x a= +  ' ,i i iu u b= +  ' exp ,i ix x a=  ' exp ,i iu u b=  1,2,3.i =  
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Это переносы по координатам и компонентам вектора скоростей деформации, а также рас-
тяжения. 

Преобразования iT  показывают, что система уравнений (2) не меняется при жестких пере-
мещениях 

2 2 1 3' ,u u с x= −  3 3 1 2' ,u u с x= +  1 1 2 3' ,u u с x= +   
3 3 2 1' ,u u с x= −  2 2 3 1' ,u u с x= +  1 1 3 2' .u u с x= −  

 

Группы, порождаемые операторами Zi, – это вращения вокруг координатных осей 

2 2 1' cosx x= ϕ + 3 1sin ,x ϕ  3 2 1' sinx x= − ϕ + 3 1cos ,x ϕ  
3 3 2' cosx x= ϕ + 1 2sin ,x ϕ  1 3 2' sinx x= − ϕ + 1 2cos ,x ϕ  
1 1 3' cosx x= ϕ + 2 3sin ,x ϕ  2 1 3' sinx x= − ϕ + 2 3cos .x ϕ  

Последнее преобразование описывает инвариантность гидростатического давления относи-
тельно сдвигов 

.p p d′ = +  
Во всех этих формулах ai, bi, ci, ϕi, d – групповые параметры. Обычно предполагается, что 

они непрерывно меняются в окрестности нуля. 
Проведенные исследования показали, что все построенные решения Р. Хиллом, В. Прагером, 

Д. Д. Ивлевым и М. А. Задояном суть инвариантные, решения относительно некоторых одномер-
ных подгрупп точечных преобразований, порождаемых операторами (3). Инвариантность здесь 
означает, что решения не меняются при некоторых преобразованиях, порождаемых группой 
симметрий (3). Так, решение Р. Хилла инвариантно относительно подалгебры, порожденной опе-
ратором 0 1 1 12C S X Y T+ + α + β , решение Д. Д. Ивлева инвариантно относительно подалгебры 

0 1 12C S X Y+ + α , решение Прагера инвариантно относительно подалгебры 1 1 2aS X T T+ + + α , 
решение Задояна инвариантно относительно этой же подалгебры. О чем говорит этот факт? Он 
говорит о том, что фактически все эти решения «двумерны», т. е. в подходящей системе коорди-
нат их можно записать как функции только от двух независимых переменных. Это же можно ска-
зать и о решениях, построенных авторами этой работы. Тогда возникает вопрос: что надо пони-
мать под пространственным решением? Исходя из приведенных здесь решений, ответ получается 
такой: пространственные решения – это такие решения, которые имеют три компоненты вектора 
скорости, давление, фактически зависящие от двух переменных в подходящей системе коорди-
нат. Эти решения являются инвариантными решениями ранга 2. В этом случае задача поиска 
пространственных решений может быть формально поставлена так: построение новых инвари-
антных решений ранга 2 для пространственных уравнений идеальной пластичности. Вид таких 
решений можно без труда перечислить, если перечислить все различные, с точностью до внут-
ренних автоморфизмов, одномерные подалгебры алгебры (3).  

Подалгебр, на которых можно построить инвариантные решения ранга 2, существует не-
сколько. Перечислим их. 

          

3 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 3

1 1 1 1

, , , ,
, ,

,
, , ,
, ,

.

X S X Z S M N S N Y S
Z N Y S Z N M S
X Z M S
X Y T S X Z T S M N T S
Z Y T S X X T T S
X Z Y T S

+ γ + + γ α + + γ + + γ

+ α + + γ + α +β + γ
+ α + + γ
+ + α + γ + + + γ + + + γ
+ + α + γ + α + +β + γ

+ + + α + γ

 (4)
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Здесь α, β, γ – произвольные постоянные, разным значениям этих постоянных соответству-
ют не подобные подалгебры. 

В этой работе рассмотрим только решения инвариантные относительно подалгебры 3 .X S+ γ  
Замечание. Другие решения, построенные на подалгебрах (4), а также вид всех инвариант-

ных решений, которые могут быть построены для системы уравнений (1), можно найти в [11]. 
Решения. инвариантные относительно этой подалгебры, следует искать в виде 

            ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ) .u u x y v v x y w w x y p p x y z= = = = + γ  
(5)

Подставляя соотношения (5) в систему уравнений (1) получим 

           0,x x y xy∂ σ + ∂ τ =  0,x xy y y∂ τ + ∂ σ =  ,x xz y yz∂ τ + ∂ τ = γ  0,x yu v∂ + ∂ =  

           
2( )x yσ − σ 2( )x z+ σ − σ 2 2 2 2 2( ) 6( ) 6 ,y z xy xz yz sk+ σ − σ + τ + τ + τ =  

           ,x xp uσ − = λ∂  ,y yp vσ − = λ∂  0,z pσ − =  2 ( ),xy x yv uτ = λ ∂ + ∂  

           2 ,xz xwτ = λ∂  2 .yz ywτ = λ∂  

(6)

Сделаем замену переменных в (6) по следующим формулам  

( 3 cos sin cos2 ),x kσ = ω+ ω ϕ  ( 3 cos sin cos2 ),y kσ = ω− ω ϕ  sin sin 2 .xy kτ = ω ϕ  (7)

Здесь ,  0 1sk k= δ < δ <  – некоторая постоянная. 
Подставляя эти соотношения в (6) получаем 
 

         ( cos 3sin cos2 ) x− ω+ ω ϕ ∂ ω 3 sin sin 2 y+ ω ϕ∂ ω 2sin 0,y− ω∂ ϕ =  

         (cos 3 sin cos 2 ) yω+ ω ϕ ∂ ω 3sin sin 2 x+ ω ϕ∂ ω 2sin 0,x+ ω∂ ϕ =  

         ,x xz y yz∂ τ + ∂ τ = γ  0,x yu v∂ + ∂ =  
2 2 2 2 2 ,xz yz sk k Kτ + τ = − =  

         ,x xp uσ − = λ∂  ,y yp vσ − = λ∂  0,z pσ − =  2 ( ),xy x yv uτ = λ ∂ + ∂  

         2 ,xz xwτ = λ∂  2 .yz ywτ = λ∂  

(8)

Из (8) видим, что исходная система распалась на две подсистемы: два первых уравнения  
по сути совпадают с уравнениями, описывающими плоское напряженное состояние 

         ( cos 3 sin cos 2 ) x− ω+ ω ϕ ∂ ω 3 sin sin 2 y+ ω ϕ∂ ω 2sin 0,y− ω∂ ϕ =  

         (cos 3 sin cos 2 ) yω+ ω ϕ ∂ ω 3 sin sin 2 x+ ω ϕ∂ ω 2sin 0,x+ ω∂ ϕ =  

(9)

и уравнениями, напоминающими уравнения, описывающие пластическое кручение стержня, 
при 0γ =  и другом пределе текучести 

         ,x xz y yz∂ τ + ∂ τ = γ  
2 2 2 2 2.xz yz sk k Kτ + τ = − =  (10)

Решая уравнения (9) и (10) можно найти компоненты тензора напряжений, при этом 
1 / 2( ).z x ypσ = = σ + σ  Единственная проблема – это определение постоянной .k  

Для определения компонент вектора скорости получаем следующие уравнения 
 

2
x

x y

u∂
=

σ −σ 2
y

y x

v∂
=

σ − σ
,

6
x y

xy

v v∂ + ∂

τ
  

2 2
( )x

x
x y

w

w w

∂
∂ +

+ 2 2
( ) .y

y
x y

w

w w

∂
∂ = γ

+
 

 

Отметим, что последнее уравнение при γ ≠ 0 до сих пор недостаточно исследовано, оно даже 
не вошло в справочник [15]. 
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В итоге получилось, что решение системы уравнений (6) – это фактически суперпозиция 
плоского напряженного состояния и пластического кручения вокруг оси z. 

Приведем некоторые другие решения уравнений (6). Для этого найдем группу точечных 
симметрий системы уравнений (6). 

Эта группа порождается операторами 

         1 ,xX = ∂  2 ,yX = ∂  ,
ii uY = ∂  xN x= ∂ ,yy+ ∂  ,

ii uM u= ∂  1,2,3.i =  

         2 11 2 ,u uT x x= ∂ − ∂  2 13 1 2x xZ x x= ∂ − ∂
2 11 2 , .u u pu u S+ ∂ − ∂ = ∂  

(11)

Ищем решение, инвариантное относительно подалгебры, порождаемой операторами 
1 1 3 .X T Y Y S+ α + +β + γ  

Решение следует искать в виде 

          
2( ), / 2 ( ),  ( ),  ( ).u x xy U y v x V y w x W y p x P y= + α + = −α + = β + = γ +  (12)

Из уравнения несжимаемости получаем 
2 2

1/ 2( ) .v x y y C= −α + − +  
Подставляем (12) в (6) и получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

          ( ') ,d U
dy

λ = γ  2 2 2 2 2 2( ') 0, 6 2(1 ) 6(( ') ( ') ).s
d W k y U W
dy

−λ = λ = + α + +β +  (13)

Из (13) имеем 

2 3' ,  ' .U y C W Cλ = γ + λ =  

Здесь 1 2 3,  ,  C C C  – произвольные постоянные. 
Получаем 

2 3'/ ' ( ) / ,U W y C C= γ +  
2 2 2 2 2 2

4 3 4 2 36 2(1 ) 6( (1 ( ) )( ') ),  / ,   / .sk y C y W C C C C−λ = + α + β + + + ν ν = γ =  
Систему уравнений (13) удается свести к квадратурам, которые выражаются через эллипти-

ческие интегралы.  
Построенное решение можно использовать для описания пластического течения слоя, сжи-

маемого жесткими плитами ортогональными оси oz. 
Запишем систему (6) в цилиндрической системе координат , , .r zθ  

      
1 ( ) / 0,r r r rr r−

θ θ θ∂ σ + ∂ σ + σ − σ =  
1 2 / 0,r r rr r−

θ θ θ θ∂ σ + ∂ σ + σ =   

      
1 / 0,r rz z rzr r−

θ θ∂ σ + ∂ σ + σ =  ,r rp uσ − = λ∂  ( / / ),p u r v rθ θσ − = λ + ∂  0,z pσ − =   

      2 ( / ( / )),r ru r r v rθ θσ = λ ∂ + ∂  
12 ,z r w−

θ θσ = λ ∂  2 ,zr r wσ = λ∂   

      
2( )r θσ − σ 2( )r z+ σ −σ 2 2 2 2 2( ) 6( ) 6 ,z r z rz skθ θ θ+ σ − σ + σ + σ + σ =  ru∂ / / 0.u r v rθ+ + ∂ =  

(14)

Ищем инвариантное решение на подалгебре 3 ,Z M+  оно имеет вид 

                ( ),u U= θ  ( ),v V= θ  ( ),  ( ) ln .w W p P r= θ = θ + α  (15)
Подставляя (15) в (14) получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

                ( ) ,r rdθ θσ + σ − σ = α  2 0,rdθ θ θσ + σ =  0,r rzdθ θσ + σ =  0,r pσ − =   

                ( / '/ ),p U r V rθσ − = λ +  0,z pσ − =  2 ( '/ ( / )),r rU r r V rθσ = λ + ∂   

                
12 ',z r W−

θσ = λ  2 / ,zr rσ = λ   

                
2( )r θσ − σ 2( )r z+ σ −σ 2 2 2 2 2( ) 6( ) 6 ,z r z rz skθ θ θ+ σ −σ + σ + σ + σ =    

                ' 0.U V+ =  

(16)

Здесь штрих означает производную по θ. 
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Отсюда получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

           
2 2 2 2( ( ' )) ' , ( ' ) , ( ') ' 0, 6 ( ' ) ( ') 1.sU V U V P W k U V W−λ − = α λ − = λ = λ = − + +  (17)

Система (17) решается полностью аналогично системе (13). 
Найденное решение можно использовать для описания пластического течения в сходящемся 

плоском канале с жесткими и шероховатыми стенками. 
Другие решения системы уравнений (1) можно найти в [11]. 
 
Заключение 
В работе изучен класс уравнений, который назван уравнениями, описывающими простран-

ственное двумерное деформированное состояние. Для этих уравнений найдена группа точеч-
ных симметрий, допускаемая ими в смысле Ли. Показано, что двумерное напряженное состоя-
ние – это есть суперпозиция плоского напряженного состояния и кручения вокруг оси z. По-
строены несколько инвариантных решений этих уравнений. 
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Рассматривается подход для оценки и улучшения основных параметров эффективности вычис-

лительной сети. Для распределенных систем управления надежность, при обеспечении требуемой 
производительности, является главным критерием. Для повышения надежности функционирова-
ния вычислительной сети вводится как аппаратная, так и программная избыточность. Для обес-
печения программной избыточности разрабатываются новые версии для тех модулей программно-
го обеспечения (ПО), в которых возможны программные сбои. Рассматривается применение ме-
тодов N-версионного программирования и блока восстановления для введения программной избы-
точности, а также оцениваются затраты на разработку сетевого ПО с учетом мультиверсион-
ности. Для реализации предлагаемого подхода приводится математическая модель оценки надеж-
ности ПО, которая учитывает архитектуру программного обеспечения вычислительной сети и 
затраты на его разработку. На основе данной модели создана программная система для проведе-
ния исследования программной надежности вычислительной сети, с помощью которой можно на-
ходить зависимость надежности сетевого программного обеспечения (СПО) от количества вер-
сий одного из выделенных программных модулей. Сравнение динамики изменения показателей на-
дежности СПО и трудовых затрат специалистов на его разработку указывает на достаточное 
количество новых версий для тех модулей СПО, программную надежность которых необходимо 
повысить на этапе проектирования. Делается вывод о значимости как определения параметра 
трудозатрат на разработку СПО, так и его использования при проектировании вычислительной 
сети, в которой надежность повышается методом программной избыточности. 

 

Ключевые слова: надежность вычислительной сети, надежность программного обеспечения, 
программная избыточность, модель надежности, трудозатраты. 
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The article considers a method of assessing and improving main parameters of the computer network 
efficiency. Reliability is the main criteria for ensuring the required performance of distributed control 
systems. To improve reliability of the computer network hardware and software redundancy are being 
used. Software redundancy requires new versions to be developed for software modules in which failures 
are likely to occur. The article considers the N-version programming and recovery block as methods of 
introducing software redundancy and, taking the need to develop multiple versions of the same software 
module into account, estimates the costs of network software development. To implement the proposed 
approach article presents mathematical reliability model that takes into consideration the architecture of a 
computer network software and the labor costs that its development is going to require. This model 
becomes a basis for a software created to research computer network software reliability, which allows to 
find the dependance of network software reliability on the number of one of its software module versions. 
Comparison of the changes dynamics of reliability indicators and labor intensity of software development 
indicated a sufficient amount of software module versions that need to be developed. The article concludes 
by pointing out the importance of determining the labor intensity of network software development and of 
its usage in the design of a computer networks in which reliability is being increased through software 
redundancy. 

 
Keywords: computer network reliability, software reliability, software redundancy, reliability model, 

labor intensity. 
 
Введение 
Качество любой вычислительной сети (ВС) можно оценить, используя ее основные характе-

ристики. К ним относятся полнота выполняемых функций, производительность, пропускная 
способность, надежность, безопасность, прозрачность, масштабируемость и универсальность 
[1]. Ни один из этих критериев нельзя однозначно назвать самым важным, но среди них можно 
выделить несколько наиболее весомых. Одним из таких критериев является надежность [2–5].  

Надежность – это способность ВС безотказно выполнять определенные функции при задан-
ных условиях в течение заданного периода времени с достаточно большой вероятностью [6–8]. 
При низком уровне надежности ВС будет затронут и функционал систем, отвечающих за пока-
затели других критериев качества. Поэтому обеспечение надежности ВС является приоритет-
ной задачей при построении компьютерной сети [9]. 

Полностью искоренить возможность возникновения сбоев невозможно, а потому обеспече-
ние надежности заключается в уменьшении количества ошибок, с которыми может столкнуться 
пользователь при функционировании сети. Одним из наиболее проверенных и зарекомендо-
вавших себя способов повышения надежности является введение избыточности [10; 11].  

В аппаратной части ВС избыточность служит для борьбы с периодически выходящими из 
строя процессорами и шинами. Аппаратная избыточность вводится путем резервирования про-
цессорных элементов и шин интерфейса. Необходимое количество продублированных аппа-
ратных компонентов разнится и зависит от интенсивности отказов и времени восстановления. 
Расчет оптимального количества этих компонентов является главной сложностью введения ап-
паратной избыточности. 

Программную избыточность нельзя достигнуть с помощью дублирования – ошибки, возни-
кающие в программных модулях, имеют внутреннюю природу [12], что приводит к появлению 
тех же ошибок в идентичных копиях. Поэтому вместо копий необходимо создавать новые вер-
сии, отличающиеся друг от друга языком программирования, разработавшими их программи-
стами, использованными алгоритмами. Благодаря внутренним отличиям разных версий вероят-
ность возникновения аналогичных сбоев минимизируется [13; 14]. 



 
 
 

Раздел 1. Информатика, вычислительная техника и управление 
 

 461

Программная избыточность не применяется ко всей программе или пакету программ – ее 
используют для повышения надежности модулей, которые критически важны для функциони-
рования всей сети в целом или к которым чаще всего обращаются пользователи и другие моду-
ли [15]. Как и в случае с аппаратной избыточностью, количество вводимых версий программ-
ных модулей нужно подбирать для каждой отдельной сети, что в сочетании с трудозатратами 
на разработку новых версий указывает на нетривиальную задачу эффективного использования 
программной избыточности. Для проведения исследования по данной проблеме используем 
математическую модель для оценки надежности ПО. 

 
Модель оценки надежности ПО 
На надежность СПО влияют его иерархические уровни – зависимость программных модулей 

друг от друга может привести к тому, что сбой в одном модуле распространится по архитектуре 
всего СПО [16]. Модель, описывающая надежность СПО, должна учитывать влияние иерархии 
программных модулей на сбои и время простоя [17].  

Обозначения, применяемые в модели: 
1) М – количество архитектурных уровней в архитектуре СПО; 
2) Nj – количество модулей на уровне j, j ∈ {1, …, M}; 
3) Dij – множество индексов модулей, зависящих от модуля i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj},  

j ∈ {1, …, M}; 
4) Fij – событие сбоя, произошедшего в модуле i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj}, j ∈ {1, …, M}; 
5) PUij – вероятность использования модуля i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj},  j ∈ {1, …, M}; 
6) PFij – вероятность появления сбоя в модуле i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj}, j ∈ {1, …, M}; 

7) ij
nmPL – условная вероятность появления сбоя в модуле m на уровне n при появлении сбоя 

в модуле i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj},  j ∈ {1, …, M}, n ∈ {1, …, Nm}, m ∈ {1, …, M}; 
8) TAij – относительное время доступа к модулю i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj}, j ∈ {1, …, M}, 

определяемое как отношение среднего времени доступа к модулю i на уровне j к числу сбой-
ных модулей на малых уровнях архитектуры за одно и тоже время; 

9) TCij – относительное время анализа сбоя в модуле i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj}, j ∈ {1, …, 
M}, определяемое как отношение среднего времени анализа сбоя в модуле i на уровне j, i ∈ {1, 
…, Nj}, j ∈ {1, …, M}, к числу сбойных модулей на всех уровнях архитектуры, анализируемых 
в одно и тоже время; 

10) TEij – относительное время устранения сбоя в модуле i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj}, j∈{1, 
…, M}, определяемое как отношение среднего времени восстановления в модуле i на уровне j, i 
∈ {1, …, Nj}, j ∈ {1, …, M}, к числу сбойных модулей на всех уровнях архитектуры, в которых 
происходит устранение сбоев в одно и тоже время; 

11) TUij – относительное время использования модуля i на уровне j, i ∈ {1, …, Nj}, j ∈ {1, 
…, M}, определяемое как отношение среднего времени использования модуля i на уровне j, i ∈ 
{1, …, Nj}, j ∈ {1, …, M}, к числу модулей на всех уровнях архитектуры, используемых в одно 
и тоже время; 

12) Zij – множество версий модуля i, на уровне j, k = 1, …, K; 
13) Tij  – трудоемкость разработки модуля i на уровне j; 
14) k

ijT  – трудоемкость разработки версии k модуля i на уровне j, k ∈ Zij в чел-часах; 

15) NVXij – трудоемкость разработки приемочного теста (для RB) или алгоритма голосова-
ния (для NVP); 
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16) Ts – общая трудоемкость сети; 
17) Bij – дихотомическая переменная, принимающая значение 1 (тогда NVPij = 0, RBij = 0), 

если в программном модуле не используется программная избыточность, иначе равна 0; 
18) NVPij – дихотомическая переменная, принимающая значение 1 (тогда Bij = 0, RBi = 0), 

если в программном модуле используется программная избыточность по методу N-версионного 
программирования, иначе равна 0;  

19) RBij – дихотомическая переменная, принимающая значение 1 (тогда Bij = 0, NVPij = 0), 
если в программном модуле используется программная избыточность по методу блока восста-
новления, иначе равна 0; 

20) TR – среднее время простоя СПО ВС, определяемое как время, в течение которого сис-
тема не может выполнять свои функции; 

21) MTTF – среднее время появления сбоя в СПО ВС, определяемое как время, в течение 
которого сбоев в системе не происходит; 

22) S – коэффициент готовности СПО ВС; 
23) Ts – общая трудоемкость реализация СПО. 
Среднее время сбоя сетевого программного обеспечения вычислительной сети равно: 

( ){
1 1

1
NjM

ij ij ij
j i

MTTF PU PF TU
= =

⎡= × − × +⎣∑∑  

( ) ( )
( ) ( )( )

1 & 1
1 1

m

nm

NM
ij nm
nm nm lm im

m m j n l D
PL TU PL TU

= ≠ = ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − × + − × +

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑   

( )
( ) ( )

( ) ((
1 & 1

1 1
m

ij

NM
ij kj

kj nm nmkj
k D m m j n

PL TU PL TU
∈ = ≠ =

⎛ ⎛
⎜ ⎜+ − × + − × +

⎜⎜ ⎝⎝
∑ ∑ ∑  

( )( ) 1 ))))]}.
nm

nm
lm lm

l D
PL TU

∈

+ − ×∑  

Среднее время простоя сетевого программного обеспечения вычислительной сети равно: 

( ){
1 1

jMM

ij ij ij ij ij
j i

TR PU PF TA TC TE
= =

⎡= × × + + +⎣∑∑  

( ) ( )
( ) ( )( )

1 & 1 nm

M Nm
ij nm
nm nm nm nm lm lm lm lm

m m j n l D
PL TA TC TE PL TA TC TE

= ≠ = ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ × + + + × + + ×

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

( )
ij

ij
kj kj kjkj

k D
PL TA TC TE

∈

⎡ ⎡× × + + +⎣⎣∑  

( ) ( )
( ) ( )( )

1 & 1
.

m

nm

NM
kj nm
nm nm nm nm lm lm lm lm

m m j n l D
PL TA TC TE PL TA TC TE

= ≠ = ∈

⎫⎤⎤⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪⎥⎥⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+ × + + + × + + ⎬⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎥ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎦⎦⎦⎭
∑ ∑ ∑  

Обе эти формулы учитывают иерархию модулей и потому являются универсальными для 
любого СПО с архитектурными уровнями. По ним также определяется коэффициент готовно-
сти программной части ВС: 

.MTTFS
MTTF TR
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Сами по себе данные показатели рассматривают надежность СПО ВС лишь в ее начальном 
состоянии. В [18] описаны два основных метода введения мультиверсионности: NVP (N-version 
programming) и RB (recovery block). 

NVP подразумевает, что все версии программы выполняются параллельно, а результат их 
работы определяется с помощью алгоритма голосования [19]. Надёжность мультиверсионного 
модуля i на уровне j, построенного из K версий методом мультиверсионного программирования 
для любого k, равна 

( )
1

1 1
K

v k
ij ij ij

k
R p p

=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ , 

где  v
ijp – вероятность безотказной работы алгоритма голосования;  k

ijp – вероятность безотказ-

ной работы версии k ∈ Zij. 
При подходе RB мультиверсионность вводится через добавление нескольких версий вычис-

лительного модуля, создание приёмочного теста, проверяющего работу версий, и подпрограм-
мы, которая, опираясь на результаты теста, либо принимает результат работы модуля, либо вы-
бирает другую версию и перезапускает вычисление [19]. Надежность такого модуля: 

( ) ( )( )
1

1
1 1 ,

ij

K k
k AT l AT l AT

ij ij ij ij ij ij ij
k Z l

R p p p p p p
−

∈ =

= − + −∑ ∏  

где AT
ijp – вероятность безотказной работы приемочного теста для модуля i, i = 1, …, N на уров-

не j, j = 1, …, M ; k
ijp – вероятность сбоя версии k ∈ Zij. 

Для любого из подходов вероятность сбоя будет рассчитываться, как 
 

1 .ij ijPF R= −  
 

При введении программной избыточности всегда встает вопрос: сколько именно версий 
нужно вводить? Возможность применения мультиверсионности ограничена множеством фак-
торов. Одним из наиболее весомых из них является трудоемкость, отражающая трудозатраты 
на постройку сети, напрямую зависящие от количества версий программных модулей, которые 
необходимо разработать. Для отражения этого ограничения в модели есть формула [20]: 

 

( )
1 1

 
i

ij

NM K
k

s ij ij ij ij ij ij
j i k Z

T B T NVP RB NVX T
= = ∈

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= + + × +

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑ ∑ . 

 

При исследовании ВС на этот показатель можно опираться для нахождения оптимального 
количества версий для каждого программного модуля. Исследовать сеть можно разными спо-
собами, но у всех них одна суть: трудоемкость Ts  должна стремиться к минимуму, а коэффици-
ент готовности S – к максимуму. 

 

Исследование надежности СПО 
На основе рассмотренной модели разработана программная система, позволяющая рассчи-

тывать надежность СПО и проводить исследования по указанным входным данным.  
Для проведения исследования возьмем СПО, состоящее из 10 модулей. Предположим, что 

все модули, за исключением одного, работают без сбоев (т. е. имеют надежность равную 1). 
Общая надежность ПО будет определяться надежностью критичного модуля со значением 0,55. 
В него вводится программная избыточность методом NVP, трудоемкость разработки новых 
версий этого модуля берется за 1000. 
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В таблице представлены результаты зависимости показателей надежности СПО от версий 
одного из его модулей, а на рисунке наглядно отображена динамика изменения параметров. 

 
Результаты исследования СПО 

 

Количество версий  
критичного модуля 

Среднее время 
простоя 

Среднее время 
до сбоя 

Коэффициент 
готовности 

Трудоемкость 

1 82115 169838 0,5500 6981 
2 47509 175844 0,7975 7981 
3 21373 180379 0,9089 8981 
4 9619 182420 0,9590 9981 
5 4340 183336 0,9815 10981 

 

 
 

Динамика изменения параметров ПО ВС 
 

Computer network software parameters’ change dynamics  
 

Заключение 
Полученные графики позволяют определить то количество новых версий выделенного мо-

дуля, при котором рост стоимости разработки нового элемента ПО начинает значительно пре-
вышать рост программной надежности ПО. В какой-то момент введение новых версий переста-
ет быть целесообразным, так как затраты начинают перевешивать получаемую отдачу. 

В выбранной для примера ситуации надежность всего СПО зависит от одного его модуля. 
При проектировании реального сетевого программного обеспечения таких модулей будет зна-
чительно больше, что многократно усложнит задачу исследования. Это подчеркивает значи-
мость параметра трудоемкости, который определяется моделью наряду с надежностью СПО. 
Сравнивая рост трудозатрат с ростом программной надежности сети, можно увидеть, в какой 
момент следует остановить добавление новых версий программных модулей. 
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Таким образом, был рассмотрен подход, позволяющий как оценивать, так и улучшать такие 
параметры СПО, как надежность и трудозатраты. Для этого на основе математической модели 
оценки надежности и трудозатрат на разработку было создано программное обеспечение для 
исследования зависимости надежности СПО и трудозатрат на его разработку от количества 
версий для проблемных, с точки зрения надежности, модулей ПО. Проанализирована динамика 
изменения параметров надежности сетевого программного обеспечения и трудозатрат на его 
разработку от количества версий одного из его программных модулей. Из полученных резуль-
татов можно сделать вывод о важности учета параметра трудоемкости при исследовании на-
дежности сети, в которую вводится программная избыточность. 
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Удаление объектов с изображений относится как к задачам, позволяющим улучшить качество 

изображения, например, в области восстановления поврежденных фотографий, так и к задачам 
повышения безопасности при удалении людей или автомобилей при обработке изображений аэро-
фотосъемки. При этом методы удаления нежелательных объектов обычно включают в себя два 
этапа: выделение объектов для удаления и восстановление текстуры на участках изображения. 
Первый этап может выполняться вручную пользователями, если необходимо выделить конкрет-
ные объекты, либо автоматически путем обучения модели на различных классах объектов. Задача 
восстановления изображения в процессе исследований решалась различными методами, основной 
из которых включает использование значений соседних пикселов для отрисовки в удаленных облас-
тях. В последние годы хорошие результаты показывают методы с применением глубокого обуче-
ния на основе сверточных и генеративных нейронных сетей. Целью работы является разработка 
метода удаления объектов с изображений аэрофотосъемки с выделением объектов вручную и от-
рисовкой текстуры в обрабатываемой области. В работе выполнен обзор современных методов 
восстановления изображений, среди которых наиболее перспективным является использование 
сетей глубокого обучения, а также анализ текстуры в восстанавливаемой области. Предложен-
ный алгоритм основан на итерационном подходе при анализе соседних областей и постепенном 
закрашивании восстанавливаемой области текстурой с соседних пикселов с учетом веса и конту-
ров границ. В статье выполнена оценка эффективности предложенного метода с использованием 
базы видеопоследовательностей, полученных с квадрокоптеров и содержащих людей и природные 
объекты. При этом проводилась как экспертная оценка, которая показала хорошие визуальные 
результаты, так и сравнение качества работы алгоритма с известными подходами по метрике 
PSNR, которая показала лучшие результаты при наличии сложной текстуры в сцене. 

 
Ключевые слова: Image inpainting, восстановление изображений, дистанционное зондирование 

земли, генеративные нейронные сети, текстурный анализ. 
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Removing objects from images refers both to the tasks of improving the quality of the image, for exam-

ple, in the field of recovering damaged photographs, and the tasks of increasing safety when removing 
people or cars from aerial photography images with remote sensing of the earth. At the same time, methods 
for removing unwanted objects usually include two stages: selecting objects for removal and restoring tex-
ture in areas of the image. The first stage can be performed manually by users, if it is necessary to select 
specific objects, or automatically by training the model on different classes of objects. The problem of im-
age restoration in the course of research was solved by various methods, the main one of which involves 
using of the values of neighboring pixels for rendering in distant areas. In recent years, methods using deep 
learning based on convolutional and generative neural networks have shown good results. The aim of the 
work is to develop a method for removing objects from aerial photography images with manually selecting 
objects and drawing textures in the processed area. The paper reviews modern methods of image restora-
tion, among which the most promising are the use of deep learning networks, as well as texture analysis in 
the restored area. The proposed algorithm is based on an iterative approach when analyzing neighboring 
areas and gradually painting the restored area with a texture from neighboring pixels, taking into account 
the weight and contours of the boundaries. The article evaluates the effectiveness of the proposed method 
using the base of video sequences obtained from quadcopters and containing people and natural objects.  
At the same time, both an expert assessment was carried out, which showed good visual results, and a com-
parison of the quality of the algorithm with known approaches according to the PSNR metric, which 
showed the best results in the presence of a complex texture in the scene. 

 

Keywords: Image inpainting, image restoration, earth remote sensing, generative neural networks, tex-
ture analysis. 

 
Введение 
Дистанционное зондирование Земли (ДЗЗ) и обработка изображений аэрофотосъемки с бес-

пилотных летательных аппаратов является незаменимым инструментом изучения и мониторин-
га планеты, помогающим эффективно управлять её ресурсами [1]. Использование данных ДЗЗ 
позволяет обеспечить безопасность и эффективность добычи природных ресурсов, предупре-
дить чрезвычайные ситуации и устранять их последствия, а также помочь с обеспечением ох-
раны окружающей среды и контроля над изменением климата. 

Изображения, получаемые при аэрофотосъемке, находят применение во многих отраслях – 
сельском хозяйстве, геологических и гидрологических исследованиях, лесоводстве, охране ок-
ружающей среды, планировке территорий, образовательных, разведывательных и в военных 
целях. Системы ДЗЗ позволяют за короткое время получить необходимые данные с больших 
площадей (в том числе труднодоступных и опасных участков). Однако чаще всего эти снимки 
нуждаются в предварительной обработке для более точной интерпретации данных. В частно-
сти, существует необходимость удаления с них нежелательных объектов, таких как облака. 

В данной работе рассматриваются особенности удаления объектов с изображений при аэро-
фотосъемке, что может быть необходимо для задач обеспечения безопасности, повышения  
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качества анализа данных и в художественных целях. В работе предложен алгоритм, основан-
ный на выделении объектов и использовании итерационного подхода для удаления выделенно-
го объекта и восстановления участков изображения путем закрашивания части областей взве-
шенным значением с соседних пикселов.  

 
Обзор литературы 
Задачу удаления объектов со снимков аэрофотосъемки можно решать несколькими метода-

ми, в том числе и с использованием нейронных сетей. Например, простейший метод сегмента-
ции, метод порогового значения, часто используется для сегментирования изображений, со-
стоящих из ярких объектов на тёмном фоне или наоборот. Таким образом можно обнаружить, 
например, облака на входном изображении. Чтобы изображение сегментировалось правильно, 
следует выбирать адаптивный порог, рассчитывающийся отдельно для разных областей изо-
бражения, тогда будет возможно обрабатывать изображения с сильным градиентом освещения 
и неравномерным из-за плохих условий освещения фоном. Кроме того, необходимо учесть, что 
в случае неравномерного освещения эффективность метода уменьшается и требуется разделить 
изображение на подобласти, каждая со своим пороговым значением, чтобы избежать снижения 
эффективности метода [2]. 

Другой подход использует современные архитектуры сверточных нейронных сетей. В де-
кабре 2015 г. была представлена новая архитектура нейронных сетей – ResNet, которую легче 
оптимизировать и точность классификации которой повышается за счёт значительного увели-
чения глубины; при этом обучать её легче [3]. В ней заложены достаточно простые идеи: пода-
ются выходные данные двух успешных свёрточных слоёв и обходятся входные данные для 
следующего слоя [4]. Схема архитектуры представлена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Архитектура ResNet 
 

Fig. 1. ResNet architecture 
 

ResNets используют соединения по кратчайшему пути: операции, которые пропускают неко-
торые уровни для передачи информации в нижние части сети, что действует как прямой путь 
для информационного потока. В исходном случае ResNet-соединение быстрого доступа выпол-
няет аддитивное отображение сигнала, то есть входное состояние остаточного блока добавля-
ется к выходным данным обойденных слоев. 

Методы обнаружения более сложных объектов на изображениях могут охватывать несколь-
ко различных подходов, таких как ручное выделение границ объекта, после чего алгоритм 
уточняет контуры объекта автоматически, либо автоматическое выделение различных типов 
объектов с использованием интеллектуальных подходов, таких как нейронные сети для выде-
ления регионов (R-CNN). Например, авторы R. Girshick, J. Donahue, T. Darrell и Jitendra Malik 
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описывают систему обнаружения объектов, состоящую из трёх модулей. Первый модуль гене-
рирует независящие от категорий предложения регионов. Эти предложения определяют набор 
возможных обнаружений, доступных детектору. Второй модуль – это большая сверточная ней-
ронная сеть, которая извлекает вектор признаков фиксированной длины из каждой области. 
Третий модуль представляет собой набор линейных SVM определенного класса [6]. Алгоритм 
выборочного поиска, предложенный авторами J. Uijlings, K. van de Sande, T. Gevers и  
A. Smeulders [7], работает, генерируя подсегменты изображения, которые могут принадлежать 
одному объекту – на основе цвета, текстуры, размера и формы – и итеративно комбинируя по-
хожие области для формирования объектов. Это дает «объектные предложения» разного мас-
штаба. Конвейер R-CNN не зависит от алгоритма предложения региона. Авторы используют 
алгоритм выборочного поиска для создания 2000 предложений по категориям независимых ре-
гионов (обычно обозначенных прямоугольными областями или «ограничивающими рамками») 
для каждого отдельного изображения. 

После удаления определенного объекта на изображении остается пустая область, которую 
необходимо заполнить информацией таким образом, чтобы качество изображения не ухудши-
лось. Задача восстановления изображения (Motion Inpainting) является одной из самых извест-
ных в области цифровой обработки изображений. Первоначально использовались подходы, 
связанные с дополнением содержимого на основе значений соседних пикселов, для чего ис-
пользовались методы билинейной и бикубической интерполяции [8]. К наиболее современным 
подходам относится использование сверточных и генеративных нейронных сетей. 

В 2017 г. авторами C. Burlin, Le Callonec и L. Duperier был предложен подход восстановле-
ния небольших изображений из набора данных CIFAR10, основанный на применении автоэнко-
деров и генеративных адаптивных нейронных сетей. Они предложили новую модель Flattened 
Row LSTM, которая продемонстрировала высокую эффективность и устойчивость, а также со-
ответствие восстановленных изображений исходным данным с точки зрения пользователя [9]. 

V. Chandak, P. Saxena, M. Pattanaik и G. Kaushal использовали архитектуру генеративных 
адаптивных нейронных сетей Вассерштейна для создания своей модели. Расстояние Вассер-
штейна – мера расстояния между двумя распределениями вероятностей – было использовано в 
качестве функции потерь для обучения генератора. Предложенную методологию можно разде-
лить на три этапа. Сначала происходит предварительная обработка данных из набора CelebA, 
затем модель на основе генеративных адаптивных нейронных сетей Вассерштейна заполняет 
недостающие пикселы на изображении. При генерации неизбежно появление шумов, поэтому 
третий этап заключается в пропускании получившегося изображения через нейросеть для его 
дальнейшего улучшения. Данный подход позволяет повысить отношение пикового сигнала  
к шуму и индекс структурного сходства на 2,45 и 4 % соответственно по сравнению с приме-
няемыми в последнее время подходами, однако в данной методологии обучение сильно зависит 
от данных, используемых для тренировки [10]. 

В 2018 г. G. Liu, F. A. Reda, K. J. Shih, T. Wang, A. Tao и B. Catanzaro разработали модель, 
которая использует операции частичной свертки с накоплением и пошаговым обновлением 
маски для наилучшей отрисовки изображения. Данная модель может достаточно качественно 
работать с отверстиями любой формы, размера, расположения или расстояния от границ изо-
бражения. При увеличении размера отверстия не происходит критического ухудшения произ-
водительности, что также является достоинством модели [11]. 

В январе 2020 г. авторы Yi Jiang, Jiajie Xu, Baoqing Yang, Jing Xu и Junwu Zhu также исполь-
зовали автоэнкодеры и генеративные адаптивные нейронные сети, добавив пропускное соеди-
нение для решения проблемы исчезновения градиента. Предложенная ими модель состоит  
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из генератора и двух дискриминаторов. При тестировании на наборах данных CelebA и LWF 
модель продемонстрировала более высокие результаты по метрикам PSNR и SSIM в сравнении 
с такими моделями как FMM, GLCIC и DIP [12]. 

Ключевой особенностью методов восстановления изображений, основанных на глубоком 
обучении, является способность к восстановлению отсутствующих данных, которые алгоритм 
получает на основе обучения на ряде примеров, в результате чего качество и реалистичность 
таких подходов оказывается гораздо выше в сравнении с классическими методами. 

 

Метод восстановления изображений аэрофотосъемки 
Предлагается использовать модифицированный метод восстановления изображений, извест-

ный как метод Telea, а также метод Навье – Стокса. Рассмотрим этапы работы данных алго-
ритмов более подробно. 

Метод Telea основан на методе быстрого перехода (Fast Marsh Method). Зарисовка области 
начинается с её границы и постепенно идёт внутрь, закрашивая пиксель нормализованной 
взвешенной суммой всех пикселей в окрестности. Важен правильный выбор веса: наибольший 
вес придаётся пикселям, лежащим рядом с точкой рядом с нормалью границы, и пикселям, ле-
жащим на контурах границы. Как только пиксель окрашен, происходит перемещение к сле-
дующему методом быстрого перехода, который контролирует, чтобы сначала окрашивались 
пиксели рядом с уже окрашенными. 

На рис. 2 представлена схема метода Telea. Нужно зарисовать точку p, расположенную на 
границе ∂Ω области окраски Ω. Для этого необходимо взять небольшую окрестность точки p, 
равную ,ε  множество пикселей которой обозначено как ( )B pε . Окрашивание p должно опре-

деляться значениями известных точек-соседей, которые принадлежат ( )B pε . 
 

 
 

Рис. 2. Принцип зарисовки изображения 
 

Fig. 2. Image inpainting principle 
 

Для достаточно малых значений ε  рассматривается первый порядок аппроксимации изо-
бражения ( )qI p  в точке p, учитывая изображение ( )I q  и градиент ( )I q∇  значений в точке q: 

( ) ( ) ( )( ).qI p I q I q p q= +∇ −                                                     (1) 

Затем точка p определяется как функция всех точек q во множестве ( )B pε , суммируя оценки 
всех точек q, взвешенные с помощью нормировочной функции w(p, q): 
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Далее необходимо итеративно применять формулу (2) ко всем дискретным пикселям ∂Ω  
по мере увеличения расстояния от начального положения и продвигать границу внутри области Ω 
до тех пор, пока она вся не будет закрашена [13]. 

Алгоритм Навье – Стокса основан на гидродинамике и использует уравнения в частных произ-
водных. Основной принцип – эвристический. Сначала алгоритм перемещается по краям из извест-
ных областей в неизвестные (поэтому края должны быть непрерывными). Он продолжает изофоты 
(линии, соединяющие точки с одинаковой интенсивностью, точно так же, как контуры соединяют 
точки с одинаковой высотой), при этом сопоставляя векторы градиента на границе области рисо-
вания. Для этого используются некоторые методы из гидродинамики. После их получения проис-
ходит заполнение цветом, чтобы уменьшить минимальную дисперсию в этой области. 

Пусть Ω – область, которую нужно восстановить из окружающих данных, а I0 – интенсив-
ность изображения, предположительно являющаяся гладкой функцией (возможно, с большими 
градиентами), вне области Ω. Известны I0 и 0IΔ  на границе ∂Ω. Далее метод Навье – Стокса 
адаптирован из области гидродинамики для отрисовки изображений, сопоставления представ-
лены в табл. 1. 

 

Таблица 1 
Метод Навье – Стокса для зарисовки изображений 

 

Метод Навье – Стокса Отрисовка изображений 
Функция потока Ψ Интенсивность изображения I 

Скорость жидкости  v ⊥= ∇ Ψ Направление изофоты ⊥∇ I 
Завихренность w = Δ Ψ (∆ – оператор Лапласа) Гладкость w = Δ I 
Вязкость жидкости v Анизотропная диффузия v 

 
Уравнение переноса завихренности относительно w решается по формуле (3) 

( )( )| | ,dw v w v g w w
dt

+ ⋅∇ = ∇ ⋅ ∇ ∇                                                  (3) 

где функция g учитывает анизотропную диффузию гладкости w. Интенсивность изображения I, 
определяющая поле скорости v ⊥= ∇  I  в формуле (3), восстанавливается одновременным ре-
шением задачи Пуассона  

0,  | .i w I I∂Ω∇ = =                                                                (4) 

Работа алгоритма начинается с вычисления завихренности w по изображению I, используя 
данные об окружении для определения граничной завихренности. Затем развертывается форма 
потока завихренности (3) с использованием простого шага Эйлера, с центрированными разно-
стями в пространстве для диффузии и методом minmod для конвекционного срока. 

После первого шага (3) вычисляется интенсивность изображения I путём решения уравнения 
Пуассона (4) с использованием итерационного метода Якоби. Для этого обновлённого значения 
пересчитывается w и алгоритм повторяется. Каждые несколько шагов выполняется анизотроп-
ная диффузия на I, что помогает точнее определить границы. Устойчивое состояние достигает-
ся после N итераций этого цикла, обычно N = 300 [14]. 

 
Экспериментальные исследования 
Эффективность работы алгоритма восстановления изображений исследовалась с использо-

ванием базы данных, полученной с беспилотных летательных аппаратов при различных усло-
виях съемки [15]. База включает в себя 12 видеопоследовательностей длительностью более 
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3000 кадров различных объектов в Швейцарии, полученных с использованием дрона DJI Mavic 
Pro, и позволяет оценить качество различных алгоритмов повышения качества видеопоследо-
вательностей, отслеживания движения и обнаружения объектов (табл. 2).  

 
Таблица 2 

Описание базы видеопоследовательностей 
 

Название Разрешение Количество 
кадров 

Скриншот Характеристика 

Berghouse Leop-
ard.mp4 

1280×720 1073 Сложное движение камеры, нели-
нейная текстура, наличие объектов 
переднего плана 

Bluemlisal Fly-
over.mp4 

1280×720 957 Сложное движение камеры, про-
стая текстура, нет движущихся 
объектов 

Creux du Van 
Flight.mp4 

1280×720 1196 Сложное движение камеры, много-
плановая сцена, нелинейная тек-
стура 

DJI_0501.mov 3840×2160 232 Круговое движение камеры, нали-
чие статичного объекта переднего 
плана, переменное освещение 

DJI_0574.mov 3840×2160 928 Линейное движение камеры, нели-
нейная текстура, наличие движу-
щихся объектов переднего плана, 
масштабирование 

DJI_0596.mov 3840×2160 1015 Линейное движение камеры, про-
стая текстура, наличие движущих-
ся объектов переднего плана 

 
Оценка эффективности алгоритма восстановления изображения выполнялась в сравнении с 

известными подходами на основе текстурных методов и глубокого обучения в задаче удаления 
объектов с изображений аэрофотоснимков. На рис. 3 представлены результаты восстановления 
изображений при помощи различных методов, а также сравнение качества по метрике PSNR 
(5), где оценивалась разница между исходным изображением (рис. 3, а) и изображением, с ко-
торого удалены выбранные пользователем объекты (рис. 3, б).  

2

10
max( ( , ))10log .I i jPSNR

MSE
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                   (5) 

Значение MSE между оригинальным и восстановленным изображением рассчитывается по 
выражению (6) 

( )2

1 1

1 ( , ) ( , ) ,
m n

w
i j

MSE I i j I i j
m n = =

= −
× ∑∑                                               (6) 

где m, n – ширина и высота изображения; I – исходный кадр; Iw – восстановленный кадр. 
Большинство известных методов при попытке удалить объект переднего плана порождает 

заметные артефакты в соответствующей области, особенно при наличии сложной текстуры. 
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Оценка качества показывает хорошие результаты метода Amle [16] при условии простой тек-
стуры в области восстановления. Лучшие результаты при наличии сложной текстуры показы-
вает предлагаемый метод с использованием генеративных нейронных сетей (рис. 3, д). 

 

 
                 а                                     б                                     в                                    г                                     д  

 
Рис. 3. Примеры восстановления изображений с применением различных методов:  

а – оригинальное изображение; б – маска выделения объектов для удаления; в – метод восстановления 
изображений Absolute Minimizing Lipschitz Extension Inpainting [16]; г – метод восстановления 

изображений Transport [17]; д – предложенный метод восстановления изображений 
 

Fig. 3. Examples of image restoration using various methods: a – original image; b – mask for selecting  
objects for deletion; c – method of image restoration Absolute Minimizing Lipschitz Extension Inpainting [16];  

d – Transport image recovery method [17]; e – proposed method  
 
Предлагаемый метод показывает хорошие визуальные результаты, при этом качество сильно 

зависит от сложности текстур и количества связанных пикселов в области восстановления.  
 
Заключение 
В работе предложен модифицированный метод восстановления изображений с использова-

нием итерационного подхода, позволяющий удалять нежелательные маскированные объекты, 
такие как люди, облака или автомобили, с изображений аэрофотосъемки и получать визуально 
качественные результаты. Выполнена оценка качества работы системы на основе анализа зна-
чений PSNR и визуального сравнения качества результатов с исходными данными. Предложен-
ный метод может надежно обрабатывать искажения любой формы, размера, расположения или 
расстояния от границ изображения. Кроме того, производительность незначительно ухудшает-
ся по мере увеличения размера отсутствующих областей.  

Проведенные эксперименты показывают, что для дальнейшего повышения качества восста-
новления изображения необходимо учитывать текстурированность области и использовать ма-
териалы для обучения с учетом содержащегося контента. В современных исследованиях для 
решения задач восстановления поврежденных изображений в областях со сложной текстурой 
предлагается использовать сверточные генеративные нейронные сети. Таким образом, высокую 
эффективность в решении проблемы удаления нежелательных объектов с изображений, в част-
ности, людей со снимков ДЗЗ, демонстрируют методы с применением нейронных сетей. Срав-
нительно недавно представленная архитектура нейронных сетей ResNet с остаточным обучени-
ем имеет широкий потенциал к использованию в данной области.  
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В последнее время возросла актуальность задачи довыведения спутников на целевую орбиту 
бортовой электрореактивной двигательной подсистемой. Теоретический анализ и имевшаяся 
практика показали, что операция довыведения на геостационарную орбиту (ГСО) с некоей про-
межуточной орбиты выполнима, однако требует определенного времени, так как тяга бортовых 
электрореактивных двигателей (ЭРД) мала (40–300 мН) и несопоставима с тягой жидкостных 
двигателей апогейных двигательных установок (22–400 Н). Вследствие малой тяги ЭРД операция 
довыведения растянута по времени. Однако эффект в части увеличения массы, выводимой на ГСО, 
может перевешивать отрицательный эффект от увеличения времени введения спутника в экс-
плуатацию. Расчеты показали, что дополнительная масса спутника на ГСО может составить до 
нескольких сотен килограммов при времени довыведения порядка 6 месяцев. В частности, при мас-
се космического аппарата (КА) не более 2500 кг становится возможным парный запуск сущест-
вующими средствами выведения. С учетом положительного опыта, полученного ранее на КА 
«Экспресс-АМ5» и «Экспресс-АМ6», проектирование в АО «ИСС» спутников «Экспресс-80», «Экс-
пресс-103» проводилось с расчетом на выполнение операции довыведения. Это дало возможность 
осуществить парный запуск одной ракетой-носителем типа «Протон-М» с разгонным блоком 
«Бриз-М» и снизить затраты на запуск вдвое. Для увеличения тяги на этапе довыведения и сокра-
щения его продолжительности была предусмотрена парная работа двигателей в режиме повы-
шенной тяги. Суммарный эффект от применения операции довыведения в части увеличения массы 
КА на конечной орбите составил более 700 кг при длительности маневра до 158 сут. Полученный 
опыт позволяет при необходимости осуществлять парные запуски КА повышенной массы с довы-
ведением на ГСО собственными двигателями в приемлемые сроки.  
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Recently, there has been an increase of interest in satellite orbit raising using electric propulsion 

subsystems. Theoretic analyses and practical experience demonstrate that while orbit raising to GEO via a 
transfer orbit is feasible, it requires a certain amount of time due to electric thrusters’ thrust being low (40-
300 mN) and thus incomparable with that of apogee propulsion systems’ liquid propellant thrusters (22-400 
N). Due to low thrust, orbit raising by electric thrusters is time-consuming. However, the associated increase 
in mass to GEO may counterbalance the long duration of satellite commissioning. Calculations demonstrate a 
potential added satellite mass on GEO of up to several hundred kilograms with orbit raising duration of 
about 6 months. In particular, with satellite mass not exceeding 2500 kg, coupled launch is possible using 
existing launch vehicles. ISS took into consideration the positive results obtained with Express-AM5, and 
Express-AM6 satellites to design the Express-80 and Express-103 with orbit raising in mind. Such approach 
allowed for a coupled launch on Proton-M carrier rocked with Breeze-M upper stage, and a twofold launch 
cost saving. To increase thrust during orbit raising and decrease its duration, coupled thruster operation in 
high thrust mode was implemented. The resulting total mass on GEO increase constituted over 700 kilograms 
with maneuver duration of up to 158 days. This allows performing coupled launches of heavier satellites with 
orbit raising by means of electric propulsion in a feasible timeframe. 

 
Keywords: plasmic thruster, spacecraft, orbit raising, power processing unit, tank, orbit control. 
 
Введение 
В последние несколько лет заметно возросла актуальность задачи довыведения спутников на 

целевую орбиту (orbit raising) бортовой электрореактивной двигательной установкой (подсис-
темой) [1; 2]. В некоторых случаях эта операция выполнялась вынужденно, например, в случае 
отказа апогейной двигательной установки (ДУ) или каких-то иных аномальных ситуаций. Так, 
в 2011 г. спутник AEHF (США) после отказа апогейной ДУ был довыведен на геостационарную 
орбиту (ГСО) холловским двигателем коррекции орбиты BPT-4000 (XR-5) разработки фирмы 
Aerojet Rocketdyne [3].  

В отечественной практике операция постановки спутника в заданную точку стояния на гео-
стационарной орбите после выведения разгонным блоком (этап приведения в точку) осуществ-
лялась при каждом пуске космических аппаратов (КА) с электрореактивной двигательной уста-
новкой (ЭРДУ) на борту, начиная с КА «Космос-1366» (1982). Данную операцию можно трак-
товать как маломасштабное довыведение с учетом относительно небольшой величины выраба-
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тываемого суммарного импульса. Аналогичная операция была проведена для спутников типа 
«Ямал-100» (1999), «Ямал-200» (2003). Довыведение осуществлялось двигателями коррекции 
М-70 разработки ОКБ «Факел» [4]. 

Теоретический анализ и имевшаяся практика показали, что операция довыведения на гео-
стационарную орбиту с некоей промежуточной орбиты вполне реализуема, однако растянута 
по времени, так как тяга бортовых ЭРД мала (40–300 мН) и несопоставима с тягой жидкостных 
двигателей апогейных ДУ (22–400 Н). Однако возможный достигаемый эффект в части увели-
чения массы, выводимой на ГСО, может перевешивать отрицательный эффект от увеличения 
времени введения спутника в эксплуатацию. В частности, в МАИ были проведены расчеты, 
которые показали, что дополнительная масса КА на ГСО может составить до нескольких сотен 
килограммов при времени довыведения порядка 6 месяцев [5; 6].  

Формальных критериев для определения оптимального времени довыведения не существу-
ет. Однако очевидно, что эксплуатант КА заинтересован в максимальном снижении длительно-
сти данной операции. Поэтому этот параметр определяется разумным балансом между величи-
ной дополнительно выводимой массы и временем выполнения маневра. Европейские специа-
листы подсчитали экономический эффект от внедрения операции довыведения средствами бор-
товой электрореактивной двигательной системы. В частности, при массе КА не более 2500 кг 
становится возможным парный запуск. При использовании носителя Falcon 9 стоимость запус-
ка одного КА снижается до 25 млн USD, при этом общее снижение стоимости для оператора 
составляет 30 % [7]. Такой подход был реализован, в частности, при запуске КА EUTELSAT 
115 West B (2015), который за рубежом принято считать первым «полностью электрическим 
космическим аппаратом» [1]. Отметим, что концепция «полностью электрического КА» была 
более подробно раскрыта и уточнена в работе [8]. 

Как показывают расчеты, на время довыведения непосредственным образом влияет распола-
гаемая тяга двигателей: чем выше тяга, тем меньше длительность маневра [6]. Поэтому тягу 
двигателей на этапе довыведения целесообразно выбирать максимально возможной, исходя из 
располагаемой мощности бортовой системы электропитания. Варианты применения мощных 
двигателей для решения задачи довыведения активно рассматриваются за рубежом [9]. Увели-
чить тягу можно увеличением мощности единичного агрегата, т. е. применить более мощный 
двигатель, либо использовать несколько (например, пару) двигателей меньшей мощности одно-
временно. Благоприятным фактором для увеличения мощности потребления двигательной сис-
темы на этапе довыведения является то, что на данном этапе полезная нагрузка (ретранслятор) 
не работает по назначению, поэтому на борту имеется некоторый избыток мощности. С учетом 
всех ограничивающих обстоятельств, длительность довыведения 6 месяцев можно принять 
в качестве верхней предельной границы, приемлемой для потребителя, хотя, разумеется, эта 
граница условна. Исходя из принятого ограничения по времени выполнения операции, можно 
определить предельную величину выводимой массы при известной тяге двигателей.  

В России этап довыведения был запланирован и осуществлен при запуске тяжелых КА 
«Экспресс-АМ5» (2013) и «Экспресс-АМ6» (2014), масса которых превышала возможности 
средств выведения. Эти КА были созданы в АО «ИСС» [10; 11]. Довыведение осуществлялось 
бортовой электрореактивной двигательной системой на базе широко известных двигателей 
СПД-100В разработки ОКБ «Факел». Во время маневра работал один двигатель. На КА «Экс-
пресс-АМ5» было выработано около 20 кг ксенона, используемого в качестве рабочего тела, 
суммарный импульс составил 298 кН·с, общая длительность операции составила 67 суток. На-
чальная масса КА на ГСО составила 3360 кг, эффект в смысле увеличения массы составил око-
ло 110 кг. На КА «Экспресс-АМ6» вследствие повышенных ошибок выведения задача оказа-
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лась более объемной. Было выработано 43,6 кг ксенона, суммарный импульс составил 650 кН·с, 
общая длительность операции составила 118 суток.  

С учетом положительного опыта, полученного на КА «Экспресс-АМ5» и «Экспресс-АМ6», 
проектирование следующих КА «Экспресс-80», «Экспресс-103» также проводилось с расчетом 
на выполнение операции довыведения, что дало возможность применить парный запуск одной 
ракетой-носителем типа «Протон-М» с разгонным блоком «Бриз-М». Это позволило снизить 
затраты на запуск вдвое, что является, как было отмечено выше, исключительно выгодным для 
заказчика и эксплуатанта КА. Масса КА «Экспресс-80» на ГСО по проекту составила 1960 кг, 
«Экспресс-103» – 2065 кг, суммарный эффект от применения довыведения – 775 кг. Стартовая 
масса на геопереходной орбите после отделения от разгонного блока составила 2110 и 2280 кг 
соответственно. Для увеличения тяги на этапе довыведения и сокращения его продолжительно-
сти была предусмотрена парная работа двигателей. Настоящая работа посвящена вопросам 
применения двигательной системы на базе двигателей типа СПД-100В для выполнения опера-
ции довыведения спутников «Экспресс-80», «Экспресс-103» на геостационарную орбиту.  

 

Состав двигательной подсистемы коррекции и довыведения. Выбор типа двигателей, 
их компоновка на спутнике 

В состав двигательной подсистемы для задач довыведения и коррекции орбиты вошли шесть 
блоков коррекции на базе двигателя СПД-100В, созданных в ОКБ «Факел», Россия (рис. 1, 2), три 
прибора PPU-Mk2, шесть блоков фильтрации FU (TAS-B, Бельгия, рис. 3, 4), блок подачи ксенона 
(АО «ИСС», Россия, рис. 5), ксеноновый бак высокого давления (АО «ИСС», Россия, рис. 6).  

Исходя из удобства компоновки на спутнике, для довыведения был применен блок, состоя-
щий из двигателя и блока газораспределения (БГР) в вертикальной компоновке, при которой 
двигатель был установлен на БГР (рис. 1). Для коррекции орбиты были применены блоки в ва-
рианте горизонтальной компоновки, когда БГР размещен на платформе рядом с двигателем 
(рис. 2). Такая компоновка удобнее для размещения блоков под пакетами солнечных батарей 
спутника в транспортировочном положении.  

В качестве двигателя был выбран широко известный как в России, так и за рубежом плаз-
менный двигатель СПД-100В. Основанием для такого выбора послужила обширная летная ис-
тория данного двигателя, его высокая надежность, ресурс и достаточный уровень тяги при при-
емлемой экономичности. 

Указанные блоки (за исключением блоков PPU и FU) были объединены в систему межблоч-
ными трубопроводами по схеме, представленной на рис. 7. Питание всех двигателей рабочим 
телом осуществлялось из общего бака. Для редуцирования давления рабочего тела до требуе-
мого на входе в двигатель применялся единый двухканальный блок подачи ксенона. 

 

  
 

Рис. 1. Блок коррекции довыведения  
на базе СПД-100В 

 

Fig. 1. Orbit raising thruster unit  
on the base of SPT-100B 

 

Рис. 2. Блок коррекции орбиты  
на базе СПД-100В 

 

Fig. 2. Orbit control thruster unit  
on the base of SPT-100B 
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Рис. 3. Прибор PPU-Mk2 
 

Fig. 3. PPU-Mk2 unit 

 

Рис. 4. Блок фильтрации FU  
 

Fig. 4. Filter unit  
 

 

 

 
 

Рис. 5. Блок подачи ксенона 
 

Fig. 5. Xenon feed unit 

 

Рис. 6. Ксеноновый бак высокого давления 
 

Fig. 6. High pressure xenon tank 
 

 

 
 

Рис. 7. Функциональная схема двигательной подсистемы: 
КБВД – ксеноновый бак высокого давления; БПК – блок подачи ксенона; БГР – блок газораспределения;  
ГЗ – горловина заправочная; ГП – горловина проверочная; ДВД – датчик высокого давления; ДНД – датчик  

низкого давления; ДД – датчик давления; КБК – корпус баллона композитного; НГ – нагреватель;  
ПК – пироклапан; ПРТ – подогреватель рабочего тела; РД – редуктор давления; ТД – термодроссель;  

Ф – фильтр; ЭК – электроклапан (клапан управляющий); t – датчик температуры 
 

Fig. 7. Propulsion subsystem functional scheme 
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Одним из важных вопросов, который каждое предприятие – разработчик КА решает в соот-
ветствии со своими предпочтениями и сложившейся технической школой, является размеще-
ние двигателей на корпусе КА и концепция их использования. Здесь возможны различные тех-
нические решения, каждое из которых имеет свои достоинства и недостатки. В АО «ИСС» для 
КА «Экспресс-80» и «Экспресс-103» была принята концепция раздельного использования дви-
гателей для довыведения и последующей коррекции орбиты. Двигатели были закреплены на 
корпусе КА неподвижно. Такой подход имеет свои преимущества, хотя известны и варианты 
размещения двигателей на приводах или манипуляторах [12]. Для коррекции долготы и наклоне-
ния орбиты предназначены двигатели 1–4, для операции довыведения – двигатели 5 и 6 (рис. 8). 
Преимуществом данной концепции является то, что у двигателей довыведения практически 
отсутствуют потери в тяге из-за малого отклонения их осей от требуемого направления. Другим 
преимуществом данной компоновки является то, что с учетом значительного масштаба опера-
ции довыведения в смысле величины вырабатываемого суммарного импульса не расходуется 
ресурс двигателей коррекции орбиты. Неподвижное закрепление двигателей позволяет отка-
заться от достаточно сложной системы управления вектором тяги с использованием приводов 
или манипуляторов и снизить за счет этого массу конструкции платформы спутника. Парное 
размещение двигателей довыведения позволяет увеличить тягу при их совместной работе. 

 

Y

Z

X

1 2

3 45

6

 
Рис. 8. Расположение блоков коррекции по осям связанной системы координат 

(Х – по радиус-вектору, Y – по вектору скорости, Z – на Север): 
1–4 – двигатели коррекции орбиты; 5–6 – двигатели довыведения 

 
Fig. 8. Thruster units allocation along the axis of the concerned coordinate system 

(X – along the radius vector, Y – along to velocity vector, Z – to North): 
1–4 – orbit control thrusters; 5–6 orbit raising thrusters 

 
Режимы работы двигателей. Организация их питания рабочим телом и электроэнерги-

ей. Схема управления двигателями 
Кроме увеличения тяги за счет парной работы двигателей на КА «Экспресс-80», «Экспресс-

103» был применен дополнительный способ – за счет увеличения потребляемой мощности. 
Благодаря тому, что прибор PPU-Mk2 позволял регулировать выходные параметры в опреде-
ленном диапазоне, была выбрана мощность двигателя СПД-100В, отличная от номинальной 
величины 1350 Вт. На измененном режиме мощность разряда составила 1530 Вт, ожидаемая 
тяга – 91,2 мН, удельный импульс – 1580 с. Тяга в данном режиме возросла примерно на 10 %, 
экономичность – на 4 %. Следует отметить, что такое увеличение мощности и тяги оказалось 
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возможным и практически не повлияло на ресурс двигателя благодаря тому, что данная модель 
изначально проектировалась на тягу порядка 100 мН, от чего впоследствии отказались. Поэто-
му увеличение мощности и тяги в относительно небольших пределах от номинального режима 
оказалось возможным и достаточно легко реализуемым.  

Для парной работы двигателей необходимо было обеспечить двойной расход рабочего тела 
через блок подачи ксенона (на уровне порядка 12 мг/с). Благодаря тому, что применявшийся 
ранее БПК (рис. 5) имел более чем двойной запас по расходу при сохранении выходного давле-
ния на требуемом уровне 2,6 кгс/см2, было принято решение применить тот же тип БПК, кото-
рый применялся и ранее на предыдущих КА разработки АО «ИСС».  

Как указывалось выше, на КА «Эксресс-80», «Экспресс-103» для питания и управления дви-
гателями СПД-100В были применены приборы PPU Mk2 разработки и производства фирмы 
TAS-B (Бельгия) [13]. Эти приборы обладают определенными преимуществами по сравнению 
с отечественными системами преобразования и управления (СПУ). В частности, функционал 
PPU позволяет осуществлять гибкую настройку выходных параметров цепей питания и управ-
ления, что дает возможность применять PPU-Mk2 с различными типами двигателей. На рис. 9 
показан диапазон возможных выходных характеристик PPU-Mk2.  

 

 
 

Рис. 9. Диапазон возможных выходных характеристик разрядной цепи PPU-Mk2 
 

Fig. 9. Interval of the PPU-Mk2 discharge circuit possible output performances 
 

Исходным значением настройки PPU по мощности было 1350 Вт, однако, как указывалось 
выше, для КА «Эксресс-80», «Экспресс-103» была принята мощность 1530 Вт, поэтому перед 
каждым сеансом коррекции данное значение в виде уставки 5 А по току и 306 В по напряже-
нию разряда закладывалось в PPU бортовым программным обеспечением.  

Для решения задач довыведения и коррекции орбиты была выбрана схема запитки блоков 
коррекции, предполагающая применение трех приборов PPU-Mk2 и шести блоков фильтрации 
FU (рис. 10). 

Приведенная на рис. 10 схема была выбрана, исходя из возможностей PPU-Mk2 по управле-
нию одним из двух блоков коррекции за счет встроенного внутреннего коммутатора двигателей 
(Thruster switch unit – TSU). На проектном этапе также рассматривался вариант применения 
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двух PPU-Mk2, одного внешнего коммутационного прибора (External thruster switch unit – 
ETSU) и шести блоков фильтрации FU. Такое решение позволило бы уменьшить массу силовой 
электроники двигательной подсистемы примерно на 20 %. Однако этот вариант требовал дора-
ботки внешнего коммутатора ETSU под бортовую шину питания 100 В, дополнительных затрат 
финансовых ресурсов и времени, поэтому от него отказались.  

 

 
 

Рис. 10. Реализованная схема запитки блоков коррекции 
 

Fig. 10. Consummated scheme of the thruster units feeding 
 
Управление двигательной подсистемой от бортового программного обеспечения 
Традиционным техническим решением, применяемым в АО «ИСС» для управления процес-

сом запуска и контроля работы двигателей, является использование бортового программного 
обеспечения (БПО), реализуемого в центральной БЦВМ. Это позволяет упростить построение и 
логику систем преобразования и управления (СПУ). Однако приборы PPU Mk2, примененные  
в составе системы коррекции КА «Экспресс-80», «Экспресс-103», имели встроенную логику, по-
зволяющую самостоятельно реализовывать циклограмму запуска двигателей. С учетом этого об-
стоятельства на БПО системы коррекции возлагались задачи ограниченного объема, а именно:  

– занесение в PPU уставки 5А по току, 306 В по напряжению разряда, 12 А по току накала 
катода; 

– считывание значений телеметрических параметров; 
– выдача команд на формирование режимов PPU; 
– отключение PPU и двигателей в аномальных ситуациях; 
– формирование статистических и диагностических отчетов.  
Данная версия БПО системы коррекции прошла полный цикл автономного и комплексного 

тестирования, а также проверку на этапе электрических испытаний КА.  
 
Интеграция двигательной подсистемы 
С учетом того, что состав двигательной подсистемы КА «Экспресс-80», «Экспресс-103» 

значительно отличался от принятого ранее на других КА разработки АО «ИСС», прежде всего 
наличием трех приборов PPU-Mk2, новым режимом работы двигателей, их парной работой, 
значительное внимание было уделено интеграции двигательной подсистемы. В данном случае 
под интеграцией понимается проверка совместной работоспособности составных частей двига-
тельной подсистемы (за исключением ксенонового бака) при реальном включении двигателей. 
Для исключения необратимых операций, таких как подрыв пироклапанов, в процессе испыта-
ний вместо штатного бака для размещения запаса ксенона использовался технологический бал-
лон. Испытания проводились в вакуумной камере объемом 80 м3 (рис. 11). 
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В процессе испытаний проводилась запись всех телеметрических параметров двигательной 
подсистемы. Кроме того, фиксировалась тяга двигателей, давление в вакуумной камере, темпе-
ратура посадочных мест, на которых были установлены приборы PPU Mk2. Типичные графики 
тяги при запуске и работе двигателей довыведения приведены на рис. 12. Парная работа двига-
телей в вакуумной камере показана на рис. 13. В процессе интеграционных испытаний была 
продемонстрирована совместная работоспособность блоков двигательной подсистемы, соот-
ветствие всех основных параметров (мощность, тяга, удельный расход) требуемым значениям, 
сняты переходные характеристики при включении и отключении двигателей, а также парамет-
ры пульсаций при стационарной работе.  

На этапе электроиспытаниий КА была также продемонстрирована работоспособность сис-
темы коррекции, в том числе с участием специализированного бортового программного обес-
печения, при этом вместо двигателей использовались их электрические имитаторы, так как 
включить плазменные двигатели в атмосферных условиях невозможно.  

 

 
 

Рис. 11. Внешний вид вакуумной камеры стенда ГВУ-60 
 

Fig. 11. Outside image of the GVU-60 test bench vacuum chamber 
 

. 
 

Рис.12. Тяга двигателей довыведения при включении от PPU mk2 в вакуумной камере 
 

Fig. 12. Thrust of the orbit raising thrusters with firing by the PPU Mk2 in the vacuum chamber 
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Рис. 13. Парная работа двигателей СПД-100В во время интеграционных испытаний 
 

Fig. 13. SPT-100B thrusters coupling action during the integration test 
 

Выполнение маневра довыведения 
Заправка ксеноном каждого КА осуществлялась до полной вместимости бака – 300 кг. За-

пуск на геопереходную эллиптическую орбиту был осуществлен 31.07.2020. Параметры геопе-
реходной орбиты: апогей – 54900 км, перигей – 16670 км, эксцентриситет – 0,453, наклонение ~ 
0,7° [14].  

 

 
 

Рис. 14. Схема довыведения КА «Экспресс-80» и КА «Экспресс-103» 
 

Fig. 14. SC “Express-80” and “Express-103” orbit raising scheme 
 

Довыведение осуществлялось по модифицированной схеме Спитцера (рис. 14), в соответст-
вии с методикой [15] и заключалось в коррекции эксцентриситета орбиты с одновременной 
коррекцией ее периода с целью организации дрейфа КА в рабочую точку на ГСО и пассивным, 
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за счёт естественной эволюции, уменьшением наклонения. Такая схема позволила, во-первых, 
исключить отдельный этап приведения КА на рабочую долготу, сократив таким образом сум-
марное время ввода КА в штатную эксплуатацию, а во-вторых, сократить затраты на коррек-
цию эксцентриситета, обеспечив меньший эксцентриситет начальной орбиты довыведения за 
счёт неполной коррекции наклонения разгонным блоком. Для целей организации непрерывной 
ориентации вектора тяги ЭРД перпендикулярно линии апсид орбиты довыведения КА был раз-
вёрнут относительно оси OZ связанной системы координат до совпадения оси OX связанной 
системы координат с перпендикуляром к линии апсид.  

Довыведение КА «Экспресс-80», совмещенное с приведением в рабочую точку на ГСО 
80,0° в.д., было осуществлено за 149 суток при плановой длительности 152 суток. За это время 
было выполнено 232 парные коррекции общей длительностью работы двигателей 5767 ч. За-
траты ксенона на довыведение и приведение в рабочую точку составили 124 кг. Результаты 
траекторных измерений в процессе и по завершении довыведения подтвердили соответствие 
реальной тяги двигателей коррекции расчётным значениям.  

Довыведение КА «Экспресс-103» осуществлялось по методике, аналогичной «Экспресс-80». 
Данная операция, совмещенная с приведением КА в точку на ГСО 103,0° в.д., была осуществ-
лена за 158 суток при плане 160 суток. За это время проведено 257 парных коррекций общей 
длительностью работы двигателей 6046 ч. Затраты ксенона составили 130 кг. 

 
Заключение 
Представленные материалы позволяют заключить следующее: 
1. Маневр довыведения для спутников «Экспресс-80», «Экспресс-103» выполнен успешно. 

Апробирована методика данной операции. Ее длительность для КА «Экспресс-80» составила 
149 суток, для КА «Экспресс-103» – 158 суток, что удовлетворяет директивным срокам. При 
этом израсходовано 124 и 130 кг ксенона соответственно. Столь масштабный маневр довыве-
дения проведен в РФ впервые. Полезный эффект от применения данной концепции составил 
для двух КА суммарно 775 кг, что позволило размесить на борту КА полезную нагрузку увели-
ченной производительности.  

2. Продемонстрирована совместная работоспособность двух двигателей, а также приборов 
управления и преобразования при длительности порядка 3000 ч, а также способность блока по-
дачи ксенона обеспечивать двойной расход рабочего тела с требуемым давлением на входе  
в двигатели. Благодаря возможностям приборов PPU Mk2, реализован режим повышенной 
мощности двигателей, позволяющий повысить тягу примерно на 10 % и экономичность – на 4 %. 
По данным радиоконтроля орбиты, подтверждена величина ожидаемой тяги двигателей.  

3. Полученный опыт позволяет при необходимости осуществлять парные запуски КА повы-
шенной массы с довыведением на ГСО собственными двигателями в приемлемые сроки. Для 
уменьшения длительности довыведения в перспективе могут быть использованы двигатели по-
вышенной тяги.  
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В соответствии с результатами анализа особенностей зарубежной технологии проектирова-

ния и создания изделий авиационно-космической техники прослеживается сертификационная на-
правленность всех видов работ, начиная с этапа эскизного проектирования, что предъявляет осо-
бо высокие требования к качеству расчётных методик, алгоритмов и программного обеспечения, 
использующихся при расчётных проработках проекта. Без опережающего уровня отечественных 
разработок в области моделирования гидродинамических процессов в системах летательных ап-
паратов (ЛА) в ближайшее десятилетие станет невозможным конкурировать с зарубежными 
разработчиками авиационных и ракетно-космических систем. В соответствии с современными 
теоретическими и экспериментальными исследованиями картина течения в проточной части  
лопастной машины представляет собой сложную суперпозицию основного и вторичного течения. 
В статье рассмотрена методика расчета течения жидкости в межлопаточном канале центро-
бежного рабочего колеса с конечным числом лопаток, построение энергетических характеристик 
рабочего колеса и его оптимизация по числу лопаток. Расчет состоит из двух частей: во-первых, 
определение теоретического напора с учетом влияния конечного числа лопаток на основе анализа 
силового взаимодействия, и, во-вторых, определение гидравлических потерь в рабочем колесе ин-
тегрированием напряжений трения по ограничивающим поверхностям. Результаты обеих частей 
используются для оптимизации числа лопаток в рабочем колесе насоса. Аналитическим путем по-
лучены уравнение для напора в точке и коэффициент влияния конечного числа лопаток. С учетом 
закона трения получили выражение для потери напора. Изложенная методика расчета простран-
ственного пограничного слоя является достаточно простой и наглядной и дает приближенные 
результаты, позволяющие производить оценку искомых величин. Однако существует необходи-
мость в дальнейшей проработке метода для приведения его к виду, позволяющему рассчитывать 
трехмерное течение рабочего тела в канале произвольной формы. На основе результатов теоре-
тических исследований был разработан алгоритм и программа расчета, позволяющая рассчиты-
вать локальные значения. Результаты проведённого расчета теоретического напора в рабочем 
колесе могут быть использованы для уточненного расчета центробежного насоса. 

 
Ключевые слова: центробежный насос, рабочее колесо, напор, оптимизация. 
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In accordance with the results of the analysis of the features of foreign design technology and the 

creation of aerospace technology products, the certification orientation of all types of work can be traced, 
starting from the preliminary design stage, which imposes particularly high requirements on the quality of 
calculation methods, algorithms and software used in the design development of the project. Without the 
advanced level of domestic developments in the field of modeling hydrodynamic processes in aircraft 
systems, in the next decade it will become impossible to compete with foreign developers of aviation and 
rocket-space systems. In accordance with modern theoretical and experimental studies, the flow pattern in 
the flow path of a vane machine is a complex superposition of the main and secondary flows. The article 
discusses the method for calculating the fluid flow in the interscapular channel of a centrifugal impeller 
with a finite number of vanes, the construction of the energy characteristics of the impeller and its 
optimization by the number of vanes. The calculation consists of two parts: firstly, the determination of the 
theoretical head taking into account the influence of the finite number of vanes based on analysis of force 
interaction, and, secondly, determination of hydraulic losses in the impeller by integrating friction stresses 
along the limiting surfaces. The results from both parts are used to optimize the number of vanes in the 
pump impeller. Analytically, an equation for the pressure at a point and the coefficient of influence of a 
finite number of vanes are obtained. Taking into account the law of friction, an expression was obtained for 
the pressure loss. The described method for calculating the spatial boundary layer is quite simple and 
intuitive, and gives approximate results that make it possible to estimate the required quantities. However, 
there is a need for further elaboration of the method to bring it to a form that makes it possible to calculate 
the three-dimensional flow of the working fluid in a channel of arbitrary shape. Based on the results of 
theoretical studies, an algorithm and a calculation program were developed that allow calculating local 
values. The results of the calculation of the theoretical head in the impeller can be used for a more 
accurate calculation of a centrifugal pump. 

 

Keywords: centrifugal pump, impeller, head, optimization. 
 
Введение 
К летательным аппаратам традиционно предъявляют высокие требования по эксплуатаци-

онным и энергетическим характеристикам, эффективности и надежности, что связано с обеспе-
чением эксплуатационной безопасности и важности решаемых военных, научно-прикладных и 
хозяйственных задач. Для повышения эксплуатационных характеристик летательных аппаратов 
в целом необходимо дальнейшее совершенствование теории процессов, протекающих в про-
точной части лопаточных нагнетателей, что улучшает качество проектирования, ускоряет отра-
ботку и сдачу в эксплуатацию более современных систем ракетно-космической авиационной 
техники. 

Дальнейшее развитие авиационно-космических программ обуславливает широкий спектр 
применения центробежных лопаточных нагнетателей в системах подачи циркуляции рабочего 
тела (двигатель коррекции и стыковки, тормозные двигательные установки, бортовые источни-
ки мощности, системы терморегулирования жизнедеятельности космических летательных  
аппаратов и т. п.). 
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Особенно остро стоит проблема теоретической разработки вопроса о течении жидкости 
в каналах проточной части центробежных лопаточных нагнетателей. Эта проблема представля-
ет значительные трудности, так как большая часть этих каналов имеет переменные по площади 
и неправильные по форме сечения, а также искривленную среднюю линию. Особенно трудна  
в плане теоретической проработки часть каналов, приходящаяся на рабочее колесо. Эти каналы 
находятся во вращательном движении, причем работающий в них поток, взаимодействуя с ло-
паткой, повышает свою удельную энергию. 

Знание физической картины течения во всех элементах проточных частей центробежных  
насосных агрегатов позволит создать более совершенные методики их расчета и проектирова-
ния [1]. 

На сегодняшний день центробежные насосы являются одним из элементов насосного обору-
дования, очень часто используемого в конструкциях современных авиационных двигателей 
(авиационной промышленности). С его помощью осуществляется предварительное повышение 
топливного давления перед входом в систему топлива (насос подкачивающего типа), а также 
подается топливо внутрь форсажной камеры сгорания. Управление центробежным насосом 
производится при помощи расположенного на входе дроссельного крана.  

Широкое распространение в практике получило проектирование на основе анализа, бази-
рующееся на серии проверочных расчетов течения в проточной части исследуемых объектов и 
соответствующей направленной коррекции ее формы и геометрии лопаточных венцов. 

Вводятся все новые требования и нормы по эффективности и надежности насосного обору-
дования, и разработанные 20–30 лет назад методы проектирования лопаточных машин уже не 
позволяют добиться требуемых результатов [2]. 

Рабочий процесс центробежных насосов основан на непрерывной передаче энергии лопат-
ками рабочего колеса потоку жидкости. Движение потока после выхода из рабочего колеса но-
сит нестационарный турбулентный характер. Преобразование потока за рабочим колесом осу-
ществляется конструктивными элементами проточной части отвода насоса (кольцевой диффу-
зор, направляющий аппарат, спиральная камера и конический диффузор), которые испытывают 
высокие динамические нагрузки от пульсаций давления [3]. 

Разнообразие типов и параметров насосов требует сокращения сроков и повышения качества 
проектирования, что возможно с применением систем автоматизированного проектирования,  
в основе которых лежат математические модели для расчета течения, потерь и прогнозирова-
ния характеристик насосов. Применение математических моделей дает возможность вести про-
цесс многовариантного проектирования с оценкой качеств элементов насоса и выбором опти-
мального варианта на стадии проектирования. 

В настоящее время для оценки течения и потерь в лопастных системах насосов хорошо за-
рекомендовали себя квазитрехмерные методы, которые требуют небольшого времени на их 
реализацию по сравнению с трехмерными методами и которые дают удовлетворяющие практи-
ку результаты.  

Учитывая необходимость проведения большого числа расчетов, трудно предположить, что 
при решении задачи можно опираться только на методы расчета трехмерных течений 

Большой объем предварительных работ должен быть выполнен с использованием двумер-
ных подходов, их роль в иерархической структуре методов, применяемых при проектировании, 
велика.  

Методы расчета двумерного течения позволяют учесть геометрические параметры проточ-
ной части и лопаточных венцов и, не смотря на допущения, обладают достаточными для прак-
тики точностью и быстродействием. 
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Существующие на данный момент методики расчета центробежных насосов ориентируются 
на относительно большие значения расходов. Это обуславливает необходимость создания алго-
ритма нахождения конструктивных параметров такого насоса [4–7]. 

В настоящее время модельно-ориентированный подход к разработке и расчету является не-
отъемлемой технологией для проектирования с учетом сжатых сроков и объема предъявляемых 
требований. Процесс проектирования необходимо выполнять с учетом интеграции с модельно-
ориентированным проектированием авиационного двигателя [8]. 

 
Цель 
Произвести методику расчета течения жидкости в межлопаточном канале центробежного 

рабочего колеса с конечным числом лопаток, по расчетам построить энергетические характери-
стики рабочего колеса и оптимизировать его по числу лопаток. 

 
Метод 
Анализируя результаты экспериментальной визуализации течения в рабочем колесе в соот-

ветствии с рис. 1 [1], можно сделать вывод о разности окружной составляющей скорости жид-
кости и окружной скорости ведущего диска у безнапорной стороны лопатки и их равенстве на 
напорной стороне. 

Учитывая тот факт, что силовое взаимодействие в жидкости распространяется только в виде 
продольной упругой волны, можно заключить, что мгновенное направление скорости жидкости 
должно совпадать с прямолинейным направлением распространения волны (силового взаимо-
действия). Если пренебречь диссипацией энергии движения и считать, что затухания волны  
в масштабе рассматриваемых геометрических форм не происходит, можно считать, что вели-
чина мгновенной скорости вдоль линии упругого силового взаимодействия есть величина  
постоянная. Начальная (генерирующая) точка линии 
упругого силового взаимодействия находится на 
поверхности лопатки и задает значение скорости 
вдоль линии, следовательно, можно задать семей-
ство характеристических линий для переносного 
движения, вдоль которых величина переносной 
скорости определена и постоянна. 

На основании изложенного можно записать 
выражение для напора в каждой точке на выходе 
рабочего колеса для различных типов лопаток. 

Расчетная схема для колеса с прямыми танген-
циальными лопатками представлена на рис. 2. 

В этом случае выражение для напора примет вид 

2 2 пер 2 2cos cos .j uj iH C U U U U U= ⋅ = ⋅ γ ⋅ = ⋅ γ ⋅    (1) 

Поскольку окружная скорость определяется 
выражением 

2
2 cos .j iU R H R R= ⋅ω ⇒ = ⋅ ⋅ω ⋅ γ        (2) 

Радиус в любой точке лопатки определяется по 
выражению 

2 cos .iR R= ⋅ γ                           (3) 

 
 

Рис. 1. Визуализация течения в рабочем колесе 
МН с прямолинейными лопатками: 

V = 50 · 10–6 м3/с; D2 = 0,0405;  
b2 = 0,003; D1 = 0,0155 

 

Fig. 1. Visualization of the flow in the impeller 
of a low-flow pump with rectilinear vanes:  

V = 50 · 10–6 m3/s; D2 = 0,0405;  
b2 = 0,003; D1 = 0,0155 
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Окончательно выражение для напора в точке j запишется в виде 
2 2 2
2 cos .jH R= ⋅ω ⋅ γ                                                               (4) 

Теоретический напор при конечном числе лопаток определяется пошагово по следующему 
алгоритму. На шаге задается приращение угла γ. Значение напора в текущей точке определяет-
ся по формуле (4). Теоретический напор определяется как осреднение полученных значений 

  1 .

n

j
j

T

H
H

n
==
∑

 (5) 

Коэффициент влияния конечного числа лопаток 

  T
Z

T

Hk
H ∞

= . (6) 

Величина теоретического напора при бесконечном числе лопаток определяется по классиче-
скому выражению струйной теории Эйлера [9]. 

На рис. 3 представлено изменение теоретического напора при конечном числе лопаток  
в зависимости от числа лопаток. 

Учитывая сложность вязких течений в решетках рабочих колес, действительные характери-
стики отличаются от теоретических на величину гидравлических потерь 

  гT TH H H H= − Δ = η . (7) 

Гидравлические потери зависят от величины и направления относительных скоростей в про-
точной части решетки и определяются интегралом напряжений трения по ограничивающим 
поверхностям: цилиндрическим поверхностям лопаток и торцевым поверхностям покрывных 
дисков. 

На сегодняшний день оценка действительных значений напора в зависимости от основных 
геометрических и режимных параметров решетки в большинстве практических приложений 
производится на основе полуэмпирических выражений, полученных на основе обобщения и 
анализа экспериментальных данных [10–13]. 

Wтеор 

Uпер 

C2m 

Wдейств 

Uтеор Uтеор – Uдейств 

Uдейств 

Рис. 2. Расчетная схема для колеса с прямыми 
тангенциальными лопатками 

 

Fig. 2. Calculation scheme for an impeller  
with rectilinear tangential vanes 
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Рис. 3. Теоретический напор при конечном числе лопаток 
 

Fig. 3. Theoretical head at a finite number of vanes 
 
Способ определения гидравлических потерь, представляющий собой интегрирование на-

пряжений трения по ограничивающей поверхности криволинейного канала, представлен  
в работе [1]. Здесь при интегрировании конечно-разностных аналогов уравнений импульсов 
пространственного пограничного слоя на каждом шаге рассчитывается толщина потери им-
пульса δϕ** и угол скоса донной линии тока – ε. 

Полный перепад напора записывается как интеграл [14] 

0
2 1

0
1 1

s s

P PPH dS d d−Δ
Δ = = = τ = τ ϕ ψ

ρ ρ ρ ρ∫ ∫ .                                        (8) 

Разложив τ0 на проекции, получаем 

2 2
0 0 0φ ψτ = τ + τ ;                                                                (9) 

 2 2
0 0

1

s

H d dϕ ψΔ = τ + τ ⋅ ϕ ψ
ρ ∫ .                                                  (10) 

Учитывая, что 0 0ψ ϕτ = ετ , получим 

 2 2 2
0 0

1

S

H d dϕ ϕΔ = τ + ε τ ϕ ψ =
ρ ∫ ( )2

0
1 1

S

d dϕ+ ε τ ϕ ψ
ρ ∫ . (11) 

Из закона трения [15] 
0,25

2
0 0,01256

U
U

−∗∗
ϕ

ϕ

⎛ ⎞δ
τ = ρ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ν⎝ ⎠
.                                                 (12) 
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Подставив в (11) получим выражение для потери напора 

( ) ( )
0,25

2 2 2
0

1 1 0,01256 1 .
S S

U
H d d U d d

−∗∗
ϕ

ϕ

⎛ ⎞δ
Δ = ⋅ + ε τ ϕ ψ = ⋅ + ε ⋅ ⎜ ⎟ ϕ ψ

⎜ ⎟ρ ν⎝ ⎠
∫ ∫                (13) 

Подставляя найденные значения ε и δϕ**, получим значение потерь напора. 
Представленный метод расчета пространственного пограничного слоя является достаточно 

простым и наглядным. Однако существует необходимость в дальнейшей проработке метода для 
приведения его к виду, позволяющему рассчитывать трехмерное течение рабочего тела в кана-
ле произвольной формы. 

Следует отметить, что результаты сравнения численной и экспериментальной визуализации 
показывают сходную картину течения, что косвенно подтверждает справедливость допущений 
и корректность заключений при построении метода определения поля переносной скорости 
в межлопаточном канале рабочего колеса. 

На основе результатов теоретических исследований был разработан алгоритм и программа 
расчета, позволяющая рассчитывать локальные значения Н  по длине шага межлопаточного 
канала, известным геометрическим параметрам колеса, угловой скорости и расходу. Проведен 
расчет теоретического напора в рабочем колесе с прямыми лопатками. 

Выборочные результаты расчета представлены на рис. 4, 5. На рис. 4 показаны гидравличе-
ские потери напора по длине канала. 

 

 
 

Рис. 4. Гидравлические потери напора по длине канала 
 

Fig. 4. Hydraulic head losses along the channel length 
 

На рис. 5 показаны зависимости коэффициента влияния конечного числа лопаток ,zk  гид-

равлического КПД гη  и параметра оптимизации гzk ⋅η  от числа лопаток в колесе. 
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Рис. 5. Зависимость ,zk  гη  и г( )zk ⋅ η  от числа лопаток 
 

Fig. 5. Dependences of ,zk гη  and г( )zk ⋅ η on the number of vanes 

 
Проведя серию расчетов для различного числа лопаток, можно выбрать наиболее оптималь-

ный вариант по критерию max.z гk ⋅ η →  

 
Заключение. В статье представлена методика расчета течения жидкости в межлопаточном 

канале центробежного рабочего колеса с конечным числом лопаток, построение энергетиче-
ских характеристик рабочего колеса и его оптимизация по числу лопаток. С помощью предло-
женного метода выполнен расчет течения, состоящий из двух частей:  

1) определен теоретический напор с учетом влияния конечного числа лопаток на основе 
анализа силового взаимодействия;  

2) определены гидравлические потери в рабочем колесе интегрированием напряжений тре-
ния по ограничивающим поверхностям. Материалы, представленные в данной статье, позволя-
ют использовать результаты обеих частей для оптимизации числа лопаток в рабочем колесе 
насоса. 
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Исследуется формирование несоразмерного трехмерного магнитного порядка в антиферромаг-

нетике в результате сильной корреляции между дырками и локализованными спинами. В модели 
решетки Кондо вычисляется спектр спиновых поляронов, волна спиновой плотности и волновой 
вектор структуры. Магнитная система рассматривается в адиабатическом приближении, под-
решеточная намагниченность и спин-спиновые корреляционные функции представлены в прибли-
жении среднего поля. Вычисляется энергия Ферми и s–d энергия взаимодействия. Определена теп-
лоемкость и аномалии теплоемкости, обусловленные спиновыми поляронами. Найдены аномалии на 
температурной зависимости проводимости и в оптической проводимости в низкоэнергетической 
области. 
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The formation of an incommensurate three-dimensional magnetic order in an antiferromagnet is studied 

as a result of a strong correlation between holes and localized spins. The spectrum of spin polarons, the 
spin density wave, and the wave vector of the structure are calculated in the Kondo lattice model. The 
magnetic system is considered in the adiabatic approximation, the sublattice magnetization and spin-spin 
correlation functions are presented in the mean field approximation. The Fermi energy and s–d interaction 



 
 
 

Раздел 3. Технологические процессы и материалы 
 

 507

energy are calculated. The heat capacity and heat capacity anomalies caused by spin polarons have been 
determined. Anomalies in the temperature dependence of conductivity and in optical conductivity in the 
low-energy region are founded. 

 
Keywords: incommensurate magnetic structure, Kondo lattice, conductivity. 
 
Введение 
Образование несоразмерных структур часто наблюдалось в низкоразмерных системах со 

спином, как в RbCuCl3 [1], и индуцированной полем решетке магнитных солитонов в спин-
пайерлсовских соединениях CuGeO3 [2]. Причиной формирования несоизмеримости является 
конкуренция различных взаимодействий: антиферромагнитные обмены между ближними и бли-
жайшими соседями [3], взаимодействия Дзялошинского – Мориа и взаимодействие между маг-
нитными системами и упругими [4] или электронными системами [5] с несоразмерным периодом 
структуры. Несоразмерная структура в трехмерной упорядоченной магнитной решетке обнару-
жена в CuB2O4 [6]. При понижении температуры ниже происходит второй магнитный фазовый 
переход в сторону несоразмерного трехмерного магнитного порядка. В несоразмерной фазе, но 
вблизи, на нейтронограмме появляются сателлиты более высокого порядка. CuB2O4 кристалли-
зуется в пространственной группе с постоянными решетки a = 11,528 Å и c = 5,607 Å [7]. Суще-
ствование такой магнитной структуры было объяснено релятивистскими эффектами, такими 
как спин-орбитальное взаимодействие, которое приписывают своего рода взаимодействию 
Дзялошинского – Мориа (ДМ). Используя ДМ взаимодействие и анизотропию в базисной плос-
кости, модуляция параметра порядка в метаборате меди вдоль направления спирали описыва-
ется в рамках теории фазовых переходов Ландау решением уравнения синус – Гордона. Маг-
нитная структура меняется в результате взаимодействия с упругой подсистемой [8; 9]. Взаимо-
действие спинов с оптическими [10] и акустическими [11] модами колебаний приводит  
к уменьшению намагниченности и при некоторых критических параметрах к исчезновению 
дальнего магнитного порядка [12; 13]. Возможно также увеличение поля магнитной анизотро-
пии в результате четырехспинового обмена [14; 15].  

В данной работе рассматривается взаимодействие двух подсистем: магнитной и электрон-
ной. В зависимости от величины взаимодействия между носителями тока и локализованными 
спинами необходимо рассматривать новые квазичастицы – спиновые поляроны. В этом случае 
возможно образование несоразмерной магнитной структуры. В данной работе предлагается 
микроскопическая теория образования несоразмерной магнитной структуры в CuB2O4. 

 

Модель 
CuB2O4 проявляет слабые пьезоэлектрические свойства [16]. Таким образом, одноосное дав-

ление вдоль [011] вызывает электрическую индукцию. Скорость акустических поперечных 
волн, распространяющихся вдоль [100] анизотропна для поляризации волн, [010] и [001] [16]. 
Эти результаты свидетельствуют о существовании анизотропии распределения электронной 
плотности в пределах ~ 8 %.  

Можно предположить, что электрические свойства метабората меди обусловлены связан-
ными состояниями электронов и дырок. Разность энергий ионизации ионов меди и бора Cu2+, 

B3+ составляет ( )3 2B Cu
1 эВE E+ +Δ − ∼  [17], и они связаны ковалентной связью через кислород. 

Смещение электронной плотности на ковалентной связи может увеличивать эффективный за-
ряд меди и уменьшать заряд бора. Это можно интерпретировать как образование дырки в ионе 
меди. Сильное взаимодействие дырок с возбуждениями антиферромагнитно упорядоченной 
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спиновой подсистемы описывается в рамках s–d-модели. В этом случае хорошей квазичастицей 
является более сложное возбуждение – спиновый полярон.  

Определим низколежащие спин-поляронные состояния, используя приближение среднего 
поля в модели решетки Кондо [18]. Гамильтониан имеет вид: 
 

0 1 2 ,H H H H= + +  

( )† †
0 , , , ,, ,

,
. . ,H t a a t a a e c a a+

σ σ σ σ+ σ + σ= + + = ε∑ ∑p cp ch r h r k k kr h r h
r g k

                            (1) 

1 2 21
1 2

†
1 ,,

, ,
ˆ ,H J a S aα α

σ σ σσ
σ σ

= σ∑ r rr
r

 

1
2 2

,
H I S Sα α= ∑ r+g r

r g
. 

 

Здесь узлы r  образуют тетрагональную решетку; ph  и ch  – расстояния до ближайших со-

седей в плоскости и вдоль оси c; †
,a σk  – оператор рождения дырок со спиновыми индексами 

1σ = ± ; H0 описывает перескок носителей заряда; 1t t= −
ph ; 0t t= −

ch ; 2H  – антиферромагнит-

ное взаимодействие локализованных спинов 1 / 2S =  с их ближайшими соседями; 1H  – гамиль-

тониан локального взаимодействия Кондо; ˆ ασ  – матрицы Паули и , ,x y zα = . 
Запишем первые два уравнения для функций Грина, описывающих движение дырки на ан-

тиферромагнитном фоне. Используя приближение случайных фаз, составлена система уравне-

ний для функций Грина †
, ,a aσ σr r  и †

, ,b aσ σr r , 
1 1, ,ˆb S aα α

σ σσ σ= σr r r , ,x yα =  замкнуто. Эти 

уравнения имеют следующий вид: 
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k
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                                          (2) 

 

Здесь ,b σk , ,a σk  и Gk  – преобразования Фурье соответствующих локальных операторов и 

функции Грина соответственно; x x y yc S S S S= +r r+g r r+g  – спин-спиновая корреляционная функ-

ция на поперечных компонентах спина; z  – число ближайших соседей; m  – намагниченность 
подрешетки. Все энергии отсчитываются от химического потенциала μ . 

Решение системы уравнений (2) приводит к следующему спектру возбуждений: 
 

( ) ( )2 2
1,2

1 1
2 2

me e J nm
⎡ ⎤+⎛ ⎞= ε + ± ε − + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎦
ω

⎢ ⎥⎣
k k k kk .                                 (3) 
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Химический потенциал рассчитывается из самосогласованного решения уравнения для кон-
центрация дырок n 

( ) 11 1 Imn d f G
N

= ω ω
π∑∫ k

k
,                                                  (4) 

 

где ( ) ( )( ) 1exp / 1f T −
ω = ω + . Суммирование по импульсу в зоне Бриллюэна производится  

с использованием 8 × 106 точек.  
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Рис. 1. Дисперсионные ветви спин-поляронных возбуждений вдоль [001] (а);  
[101] (b); [111] (c) при разных температурах. Горизонтальная линия указывает  
положение химического потенциала в нижней полосе (пунктирная линия) 

 

Fig. 1. Dispersion branches of spin-polaron excitations along [001] (a);  
[101] (b); [111] (c) at different temperatures. The horizontal line indicates  

the position of the chemical potential in the lower bar (dashed line) 
 

Для вычисления подрешеточной намагниченности и спин-спиновой корреляционной функ-
ции запишем четыре дополнительных линейных дифференциальных уравнения для функций 

Грина , ,S bα
γ σr r , , , 'S Sα α

γ γr r  для двух подрешеток , ' 1,2γ γ =  и два уравнения для намагни-

ченности подрешетки и корреляционной функции. Задачу можно упростить, если мы рассмот-
рим магнитную систему в адиабатическом приближении и сделаем некоторые оценки темпера-
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турной зависимости m, c. Процедура разложения по свободной энергии дает степенную функ-
цию 0 1 Nm m T T= − . Согласно данным упругого рассеяния нейтронов [6] намагниченность 

подрешетки составляет 0 0,94 Bm = μ  при 2T K= . Функция спин-спиновой корреляции для 
ближайших соседних узлов может быть оценена при температуре Нееля как 

 

( ) ( )
( )

2

0 0 1
1

; 0,125.
1 3 1

S S S
S S S S

r r

α

α α α α
=

+
= =

+ +r r                                      (5) 

 

При низких температурах, когда радиус корреляции спиновых флуктуаций aξ ∼  (а – посто-
янная решетки), поперечная спин-спиновая корреляционная функция вычисляется в приближе-

нии среднего поля ( )2
0 1 0,125 1S S mα α

= = −r . Зависимость ( )c T  в парамагнитной фазе считается 

симметричной относительно температуры Нееля.  
Для тетрагональной симметрии а (постоянная решетки в плоскости) > c параметры переско-

ка носителей тока также следует рассматривать как анизотропные 1 0 0,92t t = . 
 
Обсуждение результатов 
Спектры возбуждения поляронов для трех направлений показаны на рис. 1 для следующих 

параметров: 0 00,08, 2,06.I t J t= =  Зонное расщепление свободных электронов наблюдается 
вследствие сильного взаимодействия с локализованными спинами, образующими упорядочен-
ное состояние ниже температуры Нееля. Уровень Ферми расположен в нижней зоне около хи-
мического потенциала, обозначенного на рис. 1 пунктирной линией. Энергия Ферми  
и s–d энергия взаимодействия имеют сопоставимые значения. S-электроны образуют волну 
спиновой плотности (ВСП) с волновым вектором, расположенным вблизи поверхности Ферми, 
поскольку энергия Ферми более чем на порядок превышает энергию магнитного возбуждения. 
ВСП модулирует плотность локализованных спинов, что вызывает появление дополнительных 
сателлитов на нейтронограмме.  
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Рис. 2. Температурная зависимость импульса Ферми (2) и положения сателлита  
на нейтронограмме (1). Кривая представляет собой аппроксимирующую  

функцию ( ) ( )0,48*Q T T T−∼  (3) 
 

Fig. 2. Temperature dependence of the Fermi impulse (2) and the position of the satellite  
in the neutron diffraction pattern (1). The curve is an approximating  

function ( ) ( )0,48*Q T T T−∼  (3) 
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Рис. 3. Энергия нижней границы полосы botW t  и верхней границы  

полосы topW t  в зависимости от температуры. На вставке показана  

температурная зависимость ширины полосы 
 

Fig. 3. Energy of the lower border of the band and the upper border  
of the band as a function of temperature. The inset shows 

the temperature dependence of the bandwidth 

 
Установлено, что эволюция положения сателлитной линии с температурой происходит по 

степенному закону [6] 

( ) ( )*Q T T T
ν

∝ − ,                                                              (6) 
 

с 0,48ν = , как показано на рис. 2. Расчетное изменение импульса Ферми Fk  вдоль [001] (рис. 2) 
в зависимости от температуры хорошо согласуется с экспериментальными данными. Расчетное 
значение ( )0,0,0.14Fk =  при 1,8T K=  также согласуется с периодом спиновой модуляции 

( )0,0,0.15Q = . Поверхность Ферми представляет собой ограниченную область с центром зоны 

при *T T<  и обращается в нуль при *T T= . Импульс Ферми лежит в диапазоне 2 Fkπ < < π   
с центрами на краях зон, где спин-волновой спектр в CuB2O4 не наблюдается. Уменьшение эф-
фективной энергии взаимодействия s-электронов с локализованными спинами, вызванное 
уменьшением намагниченности подрешетки, приводит к сдвигу дна и вершины поляронной зоны 
и увеличению ширины полосы, как показано на рис. 3. В парамагнитной фазе рост антиферро-
магнитных корреляций при охлаждении также приводит к увеличению полосы пропускания. 

Для оценки вклада поляронных возбуждений в теплоемкость среднее значение кинетиче-
ской энергии полярона pK  моделируется функцией Грина 

 

( ) ( ) ( )21 1 ImpK dE f E G E
N

= ω
π∑ ∫ k

k
k .                                            (7) 

 

Температурная зависимость pC dK dT=  представлена на рис. 4. Максимумы теплоемкости 

наблюдаются при 1,7;  4,5T K . Температуры, соответствующие максимумам теплоемкости, 
хорошо согласуются с экспериментальными данными [19]. Транспортные свойства, как прово-
димость, могут быть получены из формул Кубо в пределе d → ∞  [20] 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1 2 1 22

' '
' ', ' ,

Im , Im, ,1 ,

f f
d I
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σ

σ σ

σ

σ

ω − ω + ω
σ ω = σ ω ω ω + ω

ω

ω ω = ω ω
π

∑

∑

∫

k
k k

   (8) 

 

где 0σ  – постоянная, определяющая размерность проводимости. Температурная зависимость 

проводимости ( )0σ ω →  представлена на рис. 5. Ниже NT  величина σ  резко уменьшается  

с увеличением намагниченности подрешетки. При 16T K∼  изменение знака производной хи-

мического потенциала с 0d dTμ <  на 0d dTμ >  коррелирует с особенностью в d dTσ . Паде-
ние проводимости при 5T K>  возникает из-за смещения минимума дна зоны от центра зоны 
(0, 0, 0) к (1, 0, 1), (0, 1, 1). Это показано на рис. 1, b. Оптическая проводимость представлена  
на рис. 6 и имеет два максимума. Первый пик является результатом внутризонных переходов, 
а широкий максимум ( )σ ω  приписывается переходам между нижней и верхней зонами. Тем-

пературную зависимость ( )Tσ  можно наблюдать в ИК-диапазоне с амплитудой электрическо-

го поля 0E  и плоской поляризованной волны с частотой ω . Мощность поглощения, подавае-

мая в систему, определяется как ( ) ( )21
02 Re zP Eω = ⎡σ ω ⎤⎣ ⎦  [21].  
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Рис. 4. Температурная зависимость теплоемкости, нормированной  
на максимальное значение, индуцированное спиновыми поляронами 

 

Fig. 4. Temperature dependence of the specific heat normalized  
to the maximum value induced by spin polarons 
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Рис. 5. Температурная зависимость проводимости ( )Tσ  при 0ω →  
 

Fig. 5. Temperature dependence of conductivity ( )Tσ  at 0ω →  
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Рис. 6. Оптическая проводимость при температурах  
T = 2 К (1), 7 К (2) и 17 К (3) 

 

Fig. 6. Optical conductivity at temperatures  
T = 2 K (1), 7 K (2) and 17 K (3) 

 
Особенности низкотемпературного поведения теплоемкости и проводимости возникают из-

за модификации полосы возбуждения поляронов. Максимум плотности состояний находится 
вблизи уровня Ферми и смещается в область высоких энергий при 10T K> . Увеличение кон-
центрации дырок приводит к уменьшению критической температуры для формирования моду-
ляции спиновой структуры *T . Максимум теплоемкости также смещается в область низких 
температур.  

 
Заключение 
Подведем основные итоги. Спин-поляризованные s-электроны образуют волну спиновой 

плотности с периодом, равным импульсу Ферми. Волна спиновой плотности модулирует плот-
ность локализованных спинов в результате сильной s–d-связи. Оценка температурной зависи-
мости ферми-импульса спинового полярона хорошо согласуется с эволюцией положения са-
теллита в зависимости от температуры в CuB2O4. Максимум низкотемпературной теплоемкости 
возникает в результате смещения минимума нижней границы зоны от центра зоны (0, 0, 0)  
к (1, 0, 1), (0, 1, 1). Представленные расчеты предсказывают резкое уменьшение проводимости 
и интенсивности инфракрасного поглощения при температуре Нееля.  
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Физико-технологические и энергетические особенности электронно-лучевой сварки (ЭЛС) опреде-
ляют рациональность ее применения в условиях повышенных требований к свойствам и качеству 
сварных соединений и получения улучшенных весовых и эксплуатационных характеристик отдельных 
узлов и изделий в целом. В то же время, эти особенности определяют ЭЛС как сложный процесс, 
являющийся результатом совместного действия множества факторов. На качество сварного со-
единения влияют точность совмещения луча с плоскостью стыка, положение минимального сечения 
(фокуса) пучка электронов в канале проплавления. Это существенно влияет на глубину проплавления, 
форму шва и образование в нем дефектов. Вопросы обеспечения точного позиционирования луча по 
стыку свариваемых деталей остаются актуальными, особенно при сварке протяженных стыков 
крупногабаритных конструкций. Такая точность обусловливает необходимость применения уст-
ройств автоматического наведения луча на стык. Рассеяние и переотражение электронов в пучке 
приводит к расфокусировке луча при стабильном токе фокусирующей системы. Для получения ин-
формации о положении луча относительно стыка и положении фокуса луча относительно свари-
ваемых поверхностей используются такие сопутствующие ЭЛС явления, как вторичная электронная 
эмиссия и рентгеновское излучение из зоны сварки. Рассмотрена функциональная схема устройства 
автоматического позиционирования и фокусировки электронного луча. 

 
Ключевые слова: электронно-лучевая сварка, вторично-электронная эмиссия, рентгеновское 

излучение, отклонение луча от стыка, расфокусировка луча, частотная селекция сигнала датчика. 
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Physical, technological and power characteristics of the Electron Beam Welding (EBW) support its 
application in those circumstances that require greater focus on features and quality of the welding 
joints and overall improved weight and robustness aspects for individual joints of an object. At the 
same time, those characteristics of the EBW establish it as a complicated process that results from 
multiple factors interacting with one another. The quality of a welding joint depends on the precision 
of the beam alignment with the joint plane and the positioning of the minimum section (focus) of the 
electron beam in the welding channel. These factors have a significant impact on the welding depth, 
the shape of the seam and presence of defects in it. The challenge of providing precise positioning of 
the beam along the joint of the welded parts is especially critical during the welding of long joints of 
large construction parts. This level of precision requires reliance on equipment for automatic beam 
alignment with the seam. Dispersion and re-reflection of the electrons in the beam leads to the loss of 
focus for the beam during the stable current of the focusing system. To obtain the data for the beam’s 
position at the seam and the position of the beam’s focus at the welding surface, we use a phenomena 
closely associated with the EBW, such as the secondary electron emission and the X-ray radiation in 
the welding area. We are presenting a functional diagram of a device for the automatic positioning 
and focusing of the electron beam. 

 

Keywords: electron beam welding; secondary electron emission, X-rays, the deflection of the beam 
from the junction, the loss of focus; the frequency selection of the sensor’s signal. 

 
Введение 
Физико-технологические и энергетические особенности электронно-лучевой сварки (ЭЛС) 

определяют рациональность ее применения в условиях повышенных требований к свойствам и 
качеству сварных соединений и получения улучшенных весовых и эксплуатационных характе-
ристик отдельных узлов и изделий в целом. В частности, ЭЛС широко применяется для полу-
чения неразъемных соединений в агрегатном и корпусном производствах изделий аэрокосми-
ческой отрасли (рис. 1). Сложность и многофакторность процесса ЭЛС приводит к проблеме 
воспроизводимости качества сварных швов и необходимости управления процессом. Вопросы 
обеспечения точного позиционирования луча по стыку свариваемых деталей остаются актуаль-
ными, особенно при сварке протяженных стыков крупногабаритных конструкций. Допустимая 
погрешность совмещения луча со стыком обычно не превышает 0,2 мм. Такая точность обу-
словливает необходимость применения устройств автоматического наведения луча на стык. 

 

 
 

Рис. 1. Пример оболочковой конструкции крупногабаритного изделия 
 

Fig. 1. An example of a shell structure for a large-sized product 
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Рассеяние и переотражение электронов в пучке приводит к расфокусировке луча при ста-
бильном токе фокусирующей системы. При этом становится нестабильной глубина проплавле-
ния, что отрицательно сказывается на качестве соединения, особенно на заключительных эта-
пах сборки. Эта ситуация обусловливает необходимость стабилизации положения фокуса луча 
относительно поверхности свариваемых деталей. 

В качестве источника информации о положении луча относительно стыка и положении фоку-
са луча относительно поверхности свариваемых деталей можно использовать тормозное рентге-
новское излучение (РИ) и вторично-электронную эмиссию, сопутствующие процессу ЭЛС [1–8]. 

 

Формализация задачи 
Известны соотношения, определяющие зависимости вторично-эмиссионного тока I(ε) и ин-

тенсивности J(ε) РИ от положения ε луча относительно стыка при ЭЛС [9] 

( ) ( )
( ) 2

;

,

I K x IF

J K CZU IF
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вэ вэ

p

ε φ

ε
                                                            (1) 

где I – ток луча; Iвэ(ε) – вторично-эмиссионный ток; J(ε) – интенсивность РИ; φ – коэффициент 
вторичной эмиссии; Kвэ – коэффициент, учитывающий долю вторичных электронов, пришед-
ших на датчик [9]; Kр– коэффициент, учитывающий долю РИ, прошедшего через площадь кри-
сталла датчика [10]; C – коэффициент пропорциональности; U – ускоряющее напряжение;  
Z – атомный номер мишени (свариваемых деталей); ε – математическое ожидание (положение 
луча относительно стыка свариваемых деталей); F – функция распределения тока луча 
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где σ – среднеквадратическое отклонение электронов от оси пучка; Δ – зазор в стыке. 
Анализ выражений (1) и (2) свидетельствует о том, что зависимости Iвэ(ε) и J(ε) идентичны и 

определяются функцией распределения. Минимум этих зависимостей оказывается при ε = 0,  
т. е. при совпадении координат луча и стыка (рис. 2) [11; 12]. 

Экстремальный характер зависимостей Iвэ(ε) и J(ε) свидетельствует о возможности опреде-
ления положения луча относительно стыка известными способами поиска экстремума: [13]. 
Эти способы могут быть сведены к интегральной операции вида 

0

( ) ( ) ,
T

I G t t dt= ϕ∫                                                                 (3) 

где G(t) = f(t) + η(t) – сумма сигнала и помехи, соответственно; φ(t) – весовая функция, опреде-
ляющая способ приема; T – период. 

Так, например, имеем: 
– метод накопления – φ(t) = 1; 
– автокорреляционный прием – φ(t) = G(t – τ); 
– когерентный прием – φ(t) = f(t); 
– фильтрация – φ(t) = g(T – t), где g(t) – импульсная функция фильтра. 
Методы, описываемые формулой (3), дают результаты, близкие к предельному соотноше-

нию сигнал / помеха [13]. Это означает, что вопрос о выборе метода приема перемещается  
в область технических и технико-экономических условий. 

В процессе ЭЛС из-за рассеяния и переотражения электронов в канале проплавления воз-
можна расфокусировка луча (увеличение σ). Это приводит к изменению плотности мощности 
луча и, как следствие, к отклонению параметров сварного шва от требуемых значений. 
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Рис. 2. Расчетные зависимости F от положения луча относительно стыка: 
Δ = const = 0,1 мм, σ = var; 1 – σ = 0,25 мм; 2 – σ = 0,15 мм; 3 – σ = 0,1 мм; 4 – σ = 0,05 мм 

 

Fig. 2. Calculated dependences of F on the position of the beam relative to the joint: 
Δ = const = 0,1 mm, σ = var; 1 – σ = 0,25 mm; 2 – σ = 0,15 mm; 3 – σ = 0,1 mm; 4 – σ = 0,05 mm 

 
Из выражения (2) и графиков (рис. 2) видно, что увеличение σ приводит к уменьшению ди-

намического диапазона изменения F-функции распределения тока луча. Это явление может 
быть использовано для измерения степени расфокусировки и управления положением фокуса 
луча с помощью фокусирующей системы. 

В процессе ЭЛС текущее значение σ можно представить следующим образом [11]: 

σ = σ0 + Δσ,                                                                    (4) 

где σ0 – минимальное σ для данной электронно-лучевой пушки; Δσ – приращение σ, вызванное 
особенностями процесса ЭЛС. 

Отсюда очевиден алгоритм стабилизации σ на уровне, близком к σ0: 
 

σ0 = σ – Δσ.                                                                   (5) 
 

При ЭЛС управление σ осуществляется фокусирующей системой ЭЛП. При этом изменение 
тока Iф фокусирующей системы (ФС) относительно тока Iф0, соответствующего σ0, приводит  
к увеличению σ независимо от знака приращения ΔIф. В этом случае 

( )0 фIσ = σ + Δσ Δ ,                                                             (6) 

где Δσ(ΔIф) – приращение σ от приращения тока ΔIф. 
Зависимость Δσ(ΔIф) можно представить следующим образом [14]: 
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где R – параметр фокусирующей системы (мм); Iф0 – ток ФС, соответствующий σ0. 
Подстановка (4), (7) в выражение (2) позволяет определить зависимость функции распределе-

ния F0 от изменения Iф относительно Iф0 при нулевом смещении луча относительно стыка (ε = 0): 
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На рис. 3 представлен график, построенный в соответствии с этой формулой. Расчет произ-
веден для электронно-лучевой пушки КЭП-2М (R = 10 мм; Iф0 = 50 мА; σ0 = 0,1 мм; зазор в сты-
ке Δ = 0,1 мм). 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость функции распределения F0 от степени расфокусировки луча 
 

Fig. 3. Dependence of the distribution function F0 on the degree of defocusing of the beam 
 
Из графика видно, что изменение тока фокусировки относительно тока Iф0 приводит  

к уменьшению диапазона изменения функции распределения. К такому же эффекту приводит 
увеличение σ. 

С учетом (6), (7), выражение (5) примет вид 
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Таким образом, измеряя F (текущее значение σ) и сравнивая его с F0 (σ0), можно сформиро-
вать управляющий сигнал ΔIф для коррекции размеров пятна нагрева 
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Функциональная схема 
Устройство автоматического слежения за стыком и фокусировки электронного луча реали-

зовано на базе микроконтроллера STM32F405RGT6 в соответствии с функциональной схемой, 
представленной на рис. 4. 

Управление осуществляется по двум каналам: каналу управления положением луча относи-
тельно стыка и каналу стабилизации σ путем управления током ФС. 

Первый канал (более быстродействующий) обеспечивает совмещение луча со стыком при 
сварке (максимальное значение F). Применение микроконтроллера STM32F405RGT6 позволяет 
реализовать любой из названных выше способов приема сигнала датчика в соответствии с (3) 
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для определения положения луча относительно стыка. При этом выбор способа приема осуще-
ствляется программным путем. 

В статье канал слежения за стыком представлен экстремальным регулятором на основе  
когерентного приема сигнала датчика (Д) – вторично-эмиссионного или рентгеновского [15].  
Генератором поискового сигнала (ГПС) осуществляется сканирование стыка свариваемых де-
талей электронным лучом и формирование опорного сигнала φ (t) для синхронного детектора 
СД. Сигнал датчика преобразуется синхронным детектором в напряжение, пропорциональное 
отклонению ε луча от стыка и через усилитель (У) подается в отклоняющую систему (ОС) элек-
тронно-лучевой пушки, устраняя рассогласование положений луча и стыка. 

Канал стабилизации положения фокуса луча представлен экстремальным регулятором на 
основе поиска экстремума по чувствительности [16]. Сигнал с выхода датчика через выпрями-
тель (В) поступает на вход устройства сравнения (УС). На выходе выпрямителя формируется 
аналог текущего значения F. Источником фокусирующего тока (ИФТ) устанавливается требуе-
мое значение тока Iф0 в фокусирующей системе (ФС). Ток вводится до получения максимально-
го значения напряжения на выходе выпрямителя. Это значение напряжения (аналог F0) запоми-
нается в задающем устройстве (ЗУ) и подается на второй вход УС. 

Сигнал управления током ФС генерируется формирователем поискового сигнала ФПС  
в случае неравенства значений F и F0. При выполнении условия F < F0 ФПС формирует сигнал 
ΔIф. Если разность F – F0 увеличилась (по абсолютной величине), то ФПС изменяет знак ΔIф. 
При этом уменьшается значение ΔIф. Процесс продолжается до выполнения условия F = F0. 

 

 
 

Рис. 4. Функциональная схема устройства автоматического слежения за стыком и фокусировки луча 
 

Fig. 4. Functional diagram of the device for automatic tracking of the joint and focusing the beam 

 
Заключение 
Устройство испытано в лабораторных условиях СибГУ имени М. Ф. Решетнева на элек-

тронно-лучевой установке ЭЛУ-8. Сваривались кольцевые образцы толщиной 20 мм и диамет-
ром 500 мм из материалов АМГ-6 и Х18Н10Т. 
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Погрешность совмещения луча со стыком не превышает 0,15 мм. 
Стабилизация положения пятна нагрева повышает воспроизводимость геометрических па-

раметров сварных швов и уменьшает количество корневых дефектов. 
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Изучение нанокристаллического состояния, существенно меняющего большинство физических 

характеристик веществ, является весьма актуальным. Большой практический интерес представ-
ляют работы, посвященные исследованиям магнитных характеристик нанокристаллов ферромаг-
нитных веществ. Уже было показано, что размер нанокристаллов железа существенно влияет на 
величину их намагниченности. Тем не менее адекватной модели структуры нанокристаллических 
образований, состоящих из различного количества атомов железа, позволяющей описать выявлен-
ные экспериментально изменения магнитных характеристик, до сих пор не представлено. 

В работе анализируются различные по конфигурации и количеству слагающих их атомов нанок-
ристаллические кластеры железа. Построены пространственные модели кластеров с помощью 
программы трехмерного моделирования и определены координаты отдельных атомов в кластере. 
За основу предлагаемых структур нанокристаллов приняты тетраэдрически плотноупакованные 
кластерные сборки атомов железа. Для предлагаемых кластеров были построены спектры плот-
ности электронных состояний. Для этого использовали теорию функционала электронной плотно-
сти, расчёт проводился по методу рассеянных волн в соответствии с зонной теорией кристаллов. 

Показано, что появление намагниченности в тетраэдрических плотноупакованных кластерных 
образованиях связано с возбуждёнными электронными состояниями атомов, находящихся на по-
верхности нанокластера. Возбуждённые атомы обладают повышенной электронной плотностью, 
т. е. электроны способны переходить в состояния с большей энергией, приближаясь к энергии 
Ферми. При этом выполняется условие Стонера, необходимое для возникновения намагниченности. 
Конфигурации электронов со спином вверх и вниз отличаются, из-за чего появляются нескомпенси-
рованные магнитные моменты. Подтверждено, что предложенные модели нанокластеров железа 
удовлетворительно соответствуют известным экспериментальным данным. 

 
Ключевые слова: нанокластер железа, тетраэдрически плотноупакованные структуры, маг-

нитные свойства. 
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The study of the nanocrystalline state, which significantly changes most of the physical characteristics 

of substances, is very relevant. Of great practical interest are the works devoted to the study of the 
magnetic characteristics of nanocrystals of ferromagnetic substances. It has already been shown that the 
size of iron nanocrystals significantly affects the magnitude of their magnetization. Nevertheless, an 
adequate model of the structure of nanocrystalline formations consisting of a different number of iron 
atoms, which allows us to describe the experimentally detected changes in the magnetic characteristics, 
has not yet been presented. 

In this paper, we analyze nanocrystalline iron clusters that are different in configuration and number of 
their constituent atoms. Spatial models of clusters are constructed using a three-dimensional modeling 
program, and the coordinates of individual atoms in the cluster are determined. The proposed structures of 
nanocrystals are based on tetrahedrally densely packed cluster assemblies of iron atoms. The electron state 
density spectra were constructed for the proposed clusters. For this purpose, the theory of the electron 
density functional was used, the calculation was carried out by the method of scattered waves in 
accordance with the band theory of crystals. 

It is shown that the appearance of magnetization in tetrahedral densely packed cluster formations is 
associated with the excited electronic states of the atoms located on the surface of the nanocluster. Excited 
atoms have an increased electron density, that is, electrons are able to transition to states with higher 
energy, approaching the Fermi energy. In this case, the Stoner condition necessary for the occurrence of 
magnetization is fulfilled. The configurations of electrons with spin up and down differ, which is why 
uncompensated magnetic moments appear. It is confirmed that the proposed models of iron nanoclusters 
satisfactorily correspond to the known experimental data. 

 
Keywords: iron nanocluster, tetrahedrally tightly packed structures, magnetic properties. 
 
Введение 
Известно, что нанокристаллическое состояние меняет не только структуру, но и многие фи-

зические характерстики веществ [1]. В работе [2] приведены исследования магнитных свойств 
кластерных частицах железа из разного количества атомов. Показано, что ферромагнитные 
свойства кластеров железа зависят от числа атомов в них. Для кластеров размером менее  
50 атомов магнитные моменты достигают 3,1 магнетона Бора. При увеличении числа атомов до 
500–700 в кластере магнитные моменты приближаются к намагниченности объемных образцов, 
составляющей 2,2 магнетона Бора (рис. 1). 

Авторы [3] обнаружили наличие намагниченности в кластерных образованиях даже при от-
сутствии в них атомов ферромагнитных веществ. Петли гистерезиса, подтверждающие намаг-
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ниченность, получены для кластеров CeO2, GaN, Al2O3 и др. Ферромагнетизм также наблюдает-
ся в тонких плёнках HfO2, TiO2, ZnO [4; 5].  

 

 
Рис. 1. Зависимость среднего магнитного момента на атом 
для кластеров железа от числа атомов в нём при 120 К [2] 

 

Fig. 1. Dependence of the average magnetic moment per atom  
for iron clusters on the number of atoms in it at 120 K [2] 

 
Кластерные модели являются наиболее объективным представлением структуры металлов 

при малом числе атомов [6]. Кроме того, структуры, соответствующие кластерным, возникают 
также в объёме металлов, на границах раздела, поверхностях разрушения и т. д. При моделиро-
вании нанокластерных образований мы используем наборы плотных упаковок тетраэдров, наи-
более адекватно соответствующих нанокристаллическому состоянию [7]. 

 
Цель работы 
Объяснить природу увеличения намагниченности железа в нанокластерных образованиях, 

содержащих различное количество атомов. 
 
Задачи работы 
1. Построение трехмерных кластерных моделей тетраэдрический плотноупакованных на-

нокластеров железа с различным количеством атомов. 
2. Построение спектров плотностей электронных состояний исследуемых нанокластеров. 
 
Методы 
Для определения координат атомов были построены пространственные модели кластеров  

с помощью программы трехмерного моделирования. Программа имеет необходимые инструмен-
ты для определения координат атомов исследуемых кластеров. В основе кластерных моделей 
лежали теоретические значения параметров кристаллических решёток железа: aГЦК = 3,656 Å, 
аОЦК = 2,866 Å [8]. 

Построения спектров плотности электронных состояний проводились в рамках теории функ-
ционала электронной плотности (density functional theory, DFT) [9] с использованием базиса пло-
ских волн и ультрамягких псевдопотенциалов. Расчёт проводился по методу рассеянных волн 
(РВ) в соответствии с зонной теорией кристаллов – аналогу метода Корринги – Кона – Рокстера, 
приспособленного для кластерных моделей. Метод РВ основан на формализме многократного 
рассеяния электронной волны на системе потенциалов. Он позволяет проводить расчёты  
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для кластеров из нескольких атомов и крупных систем по координатам атомных ядер. Взаимо-
действие электронов описывается усреднёнными значениями периодических полей, описывае-
мых МТ-потенциалом [10]. Для расчёта применяли пакет программ QuantumEspresso [11]. 

 

Результаты 
На первом этапе была построена модель октаэдрического кластера для железа гранецентриро-

ванной модификации кристаллической решётки, включающего в себя шесть атомов (рис. 2, а). 
Далее был получен график плотности вероятности электронных состояний для указанного кла-
стера (рис. 2, б).  

 

 

а б 
 

Рис. 2. Октаэдрический кластер ГЦК-железа из шести атомов:  
а – общий вид; б – зависимость плотности вероятности распределения электронных состояний  

от энергии электронов со спином вверх и вниз 
 

Fig. 2. Octahedral cluster of fcc iron of six atoms:  
a – general view; b – dependence of the probability density of the distribution of electronic states 

on the energy of electrons with spin up and down 
 
По данным спектра (рис. 2, б) можно сделать вывод о нескомпенсированности электронных 

моментов с разноимёнными спинами. Рассчитанный средний эффективный магнитный момент 
на атом составил 1,67 μB/атом. Этот результат противоречит данным, полученным для намагни-
ченности аустенитных сталей, имеющих ГЦК-решётку, которые не проявляют ферромагнитные 
свойства для массивных образцов [8]. 

Октаэдрический кластер из шести атомов может быть преобразован в кластерное образова-
ние, состоящее из плотноупакованных тетраэдров. Согласно [12], октаэдр можно превратить 
в три связанных тетраэдра переключением одной химической связи между двумя атомами 
из шести (рис. 3). 

Тетраэдрические сборки могут быть организованы по-разному. Наиболее известным приме-
ром является структура Франка – Каспера ФК-12 [13], соответствующая икосаэдру. Такую 
сборку можно сконструировать из двадцати плотноупакованных тетраэдров (рис. 4, а).  

Расчёт плотности электронных состояний икосаэдрического кластера (рис. 4, б) показал, что 
средний магнитный момент равен 0,21 μB/атом. 

Известно, что структура ФК-12 наряду с ФК-14 появляется в стали Гадфильда 110Г13Л при 
пластической деформации на поверхности деформации или разрушения. Сталь Гадфильда так-
же является аустенитной, однако проявляет ненулевую намагниченность при механическом 
воздействии [14]. 
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Рис. 3. Преобразование нанокластеров: 
а – модель откаэдрического кластера; б – модель кластера из трёх тетраэдров [12] 

 

Fig. 3. Transformation of nanoclusters:  
a – model of a hexagonal cluster; b – model of a cluster of three tetrahedra [12] 

 

 

а б 
 

Рис. 4. Икосаэдрический кластер железа из 13 атомов:  
а – общий вид; б – зависимость плотности вероятности распределения электронных состояний  

от энергии электронов со спином вверх и вниз; вертикальная линия соответствует энергии Ферми 
 

Fig. 4. Icosahedral iron cluster of 13 atoms:  
a – general view; b – dependence of the probability density of the distribution of electronic states  

on the energy of electrons with spin up and down; the vertical line corresponds to the Fermi energy 
 
Существует различные возможности упаковки тетраэдров в нанокластере. Так, возникнове-

ние кластера в виде татраэдрической спирали для соединений Ni4Ti3, Al4C3 и других было пока-
зано в [12; 15; 16]. Образование такой структуры связано с возможностью перехода октаэдри-
ческого кластера в группу из трёх тетраэдрических (см. рис. 3). На рис. 5, а изображен нанок-
ристаллический кластер железа, представляющий собой спираль из семи тетраэдров. Для такой 
тетраэдрической сборки сделано построение спин-поляризованной плотности электронных со-
стояний (рис. 5, б), средний магнитный момент на атом составил 0,26 μB/атом. 

При построении дальнейших координационных сфер (рис. 6) с помощью тетраэдрических 
кластеров число атомов на поверхности увеличивается с геометрической прогрессией. Цен-
тральный атом в центре является общим для всех спиралей. Первый ряд тетраэдров располага-
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ется поверх и имеет 12 обобщённых между собой атомов на поверхности. Второй ряд имеет 
20 атомов на поверхности, третий – 32 атома, четвёртый – 52 атома и т. д. (рис. 6). Однако, со-
гласно правилу Делоне [6], невозможно реализовать в трехмерном пространстве плотно упако-
ванную структуру икосаэдра, содержащего более 2-х координационных сфер. 

 

  
а б 

 

Рис. 5. Спиральный кластер железа, составленный из семи тетраэдров:  
а – общий вид; б – зависимость плотности вероятности распределения электронных состояний  

от энергии электронов со спином вверх и вниз 
 

Fig. 5. Spiral iron cluster, composed of seven tetrahedra:  
a – general view; b – dependence of the probability density of the distribution of electronic states 

on the energy of electrons with spin up and down 
 

 
 

Рис. 6. Эволюция координационных сфер из тетраэдрических кластеров: от первой до четвёртой 
 

Fig. 6. Evolution of coordination spheres from tetrahedral clusters: from the first to the fourth 
 
Следующим этапом моделирования была комбинация спиралевидного и икосадрического 

кластера. При плотном упаковывании двадцати тетраэдрических спиралей (рис. 7) в первой ко-
ординационной сфере формируется икосаэдр, содержащий 13 атомов. Во второй координаци-
онной сфере – 20 атомов. Здесь согласованно соединяются первые 3 тетраэдра от каждой из 20 
спиралей. Далее каждая спираль растет самостоятельно в направлении от центра перпендику-
лярно граням иксаэдра первой координационной сферы. У каждой спирали имеется 10 атомов, 
6 из которых, упакованные в 3-х тетраэдрах, находятся в 2-х координационных сферах. Осталь-
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ные 4 атома каждой спирали упаковываются в «хвосты» из 4-х тетраэдров. Общее количество 
атомов в таких позициях составляет 4 × 20 = 80. Таким образом, полное число атомов в класте-
ре, упакованном из 20 тетраэдрических спиралей, равно 33 + 80 = 113 атомов (рис. 6). 

 

  
а б 

Рис. 7. Комбинация икосаэдрического и спиралевидного кластеров железа: 
а – неполная модель из бумаги; б – трехмерная компьютерная модель 

 

Fig. 7. Combination of icosahedral and spiral iron clusters:  
a – incomplete paper model; b – three-dimensional computer model 

 
На рис. 7 приведена структура, построенная из 20 тетраэдрических десятиатомных спира-

лей, имеющих один общий атом в центре. Во второй координационной сфере формируется так 
же икосаэдр, содержащий 20 атомов. Здесь получается 33 атома в сумме в первой и второй ко-
ординационной сфере. Именно такая структура соответствует экспериментально полученному 
результату с максимальной намагниченностью, приведенному на рис. 1. 

 
Заключение 
Появление намагниченности в кластерных образованиях связано с возбуждёнными элек-

тронными состояниями тех атомов, которые находятся на поверхности наночастицы или нано-
плёнки. В таких системах возникают напряжённые неравновесные электронные состояния. Для 
кластерных моделей малых размеров большая часть атомов находится на поверхности и имеет 
открытые связи. Возбуждённые атомы обладают повышенной электронной плотностью, т. е. 
электроны способны переходить в состояния с большей энергией, приближаясь к энергии Фер-
ми. При этом выполняется условие Стонера, необходимое для возникновения намагниченности 
[17]. Конфигурации электронов со спином вверх и вниз отличаются, из-за чего появляются не-
скомпенсированные магнитные моменты. Таким образом, предложенные модели нанокласте-
ров железа вполне удовлетворительно соответствуют экспериментальным данным работы [1]. 
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Известные методы очистки сточных вод, образующихся в производстве ракетно-космической 

техники с применением гальванических технологий, не позволяют обеспечить предельно допусти-
мую концентрацию ионов металлов в очищенной воде либо являются дорогостоящими или слож-
ными в эксплуатации. Общетоксичный, эмбриотропный и мутагенный эффект металлов хорошо 
изучен. Эти металлы, в том числе и железо, попадая вместе с водой к продуктам питания в жи-
вые организмы, способны в них кумулироваться, вызывая у людей патогенез болезней сердца, мозга, 
печени, раковые опухоли. 

Ионы железа, входят в состав сточных вод большинства отраслей промышленности, что тре-
бует повышенного контроля и разработки эффективных методов очистки сточных вод.  

В статье представлена методика проведения экспериментов, рассмотрен метод комбиниро-
ванной очистки воды, включающий электрохимическое воздействие и адсорбцию. Представлены 
результаты исследований этого метода очистки воды от ионов железа. Выявлена зависимость 
степени очистки от удельного количества электричества, проходящего через очищаемую воду, 
напряженности электрического поля и времени отстаивания. При Qср = 4,7 Кл/л, Е = 1058 В/м, ис-
пользовании кварцевого песка в качестве адсорбента и времени отстаивания в течении 24 ч кон-
центрация ионов железа уменьшилась с 1,65 до 0,82 мг/л. Предлагаемый комбинированный метод 
очистки требует недорогих и доступных материалов и прост в эксплуатации. 

 

Ключевые слова: комбинированный метод, удельное количество электричества, напряженность 
электрического поля, железо, степень очистки, переменный ток, постоянный ток, сорбенты. 
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The known methods of wastewater treatment generated in the production of rocket and space 
technology using electroplating technologies do not allow to ensure the maximum permissible 
concentration of metal ions in the treated water, or are expensive or difficult to operate. The general toxic, 
embryotropic and mutagenic effect of metals is well studied. These metals, getting together with water to 
food products in living organisms, are able to accumulate in them, causing the pathogenesis of heart 
diseases, brain, liver, and cancerous tumors in people. 

Iron ions are part of the wastewater of most industries, which requires increased control and the 
development of effective methods of wastewater treatment. 

The article presents a technique for conducting experiments, a method of combined water purification, 
including electrochemical action and adsorption, is considered. The results of studies of this method of 
water purification from iron ions are presented. The dependence of the degree of purification on the 
specific amount of electricity passing through the purified water, the strength of the electric field and the 
settling time is revealed. With Qav = 4.7 C / l, E = 1058 V / m, using quartz sand as an adsorbent and 
settling time for 24 hours, the concentration of iron ions decreased from 1.65 to 0, 82 mg / l. The proposed 
combined cleaning method requires inexpensive and affordable materials and is easy to operate. 

 
Keywords: combined method, specific amount of electricity, electric field strength, iron, degree of 

purification, alternating current, direct current, sorbents. 
 
Введение 
В производстве ракетно-космической техники применяются гальванические технологии,  

в результате которых происходит загрязнение сточных вод ионами металлов [1; 2]. Известные 
методы очистки сточных вод не позволяют обеспечить предельно допустимую концентрацию 
ионов металлов в очищенной воде либо являются дорогостоящими или сложными в эксплуата-
ции в промышленности. Одним из часто встречающихся загрязняющих компонентов является 
ионы железа, входящего в состав сточных вод большинства отраслей промышленности, в том 
числе и гальванических производств, что требует повышенного контроля и разработки эффек-
тивных методов очистки сточных вод. Проблема обезвреживания производственных сточных 
вод гальванических производств является одной из наиболее актуальных, в значительной сте-
пени определяющих экологическую обстановку в водных бассейнах России [3–5] и риски для 
здоровья населения [6; 7], что предполагает наличие не только высокого результата очистки, но 
и оптимальных параметров при внедрении в технологический процесс и включает расходы на 
электроэнергию, расходные материалы, время обработки и время отстаивания. 

 
Методика проведения эксперимента 
Исследование влияния постоянного электрического поля и удельного количества электриче-

ства на степень очистки воды от ионов железа комбинированным методом проводили в ячейке 
(рис. 1) с использованием графитового плоского электрода с отверстиями 3, выполняющего 
роль анода (толщиной 100 мм) и сетки из нержавеющей стали 12Х18Н10Т (толщиной 1 мм) 7, 
выполняющей роль катода, расположенных последовательно. Ячейка 1 выполнена из диэлек-
трического материала в виде цилиндрической трубы. В пространство между электродами засы-
пали сорбенты (кварцевый песок) 5 [8–13]. Объем обрабатываемой воды 1 л. На электроды по-
давали напряжение 18 В, что обеспечивало силу тока 0,034 А. При помощи зажима 6 устанав-
ливали необходимый расход воды через адсорбент. В воде 2 растворяли соли Fe (III) при сред-
ней концентрации иона 1,65 мг/л. Для регистрации параметров процесса использовали стан-
дартные приборы – вольтметр (класс точности 0,4), амперметр (0,5), MW14 фотометр порта-
тивный для определения содержания общего железа в воде [14]. Степень очистки определяли 
по формуле, % 
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где оС , кС  – начальная и конечная концентрации удаляемого иона металла, мг/л. 
Удельные энергозатраты W на очистку единицы объема воды (кВт·ч)/м3 рассчитывались 

по выражению 

пр 3IUτ
W 10 ,

V
−=  

 

где I – сила тока, А; U – напряжение на клеммах электродов, В; τпр– время пропускания элек-
трического тока через очищаемую воду, ч; V – объем заливаемой воды, м3; 10–3 – переводной 
коэффициент из Вт в кВт. 

Напряженность электрического поля Е, рассчитывалась по выражению  
 

Е = U / L, В/м, 
 

где U – напряжение на клеммах электродов, В; L– межэлектродное расстояние.  
 

 
 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 
1 – корпус ячейки; 2 – вода с ионами металлов; 3 – анод; 4 – решетка;  

5 – адсорбент; 6 – зажим; 7 – катод (сетка); 8 – вода; 9 – ёмкость 
 

Fig. 1. The scheme of the experimental setup: 
1 – the cell body; 2 – water with metal ions; 3 – anode; 4 – grid;  

5 – adsorbent; 6 – clamp; 7 – cathode (grid); 8 – water; 9 – capacity 
 
Результаты исследований 
На рис. 2 представлены зависимость степени очистки от удельного количества электричест-

ва, проходящего через очищаемую воду, напряженности электрического поля и времени от-
стаивания. 
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Рис. 2. Зависимость степени очистки от удельного количества электричества (среднее значение),  
проходящего через воду, напряженности электрического поля и времени отстаивания 

 

Fig. 2. Dependence of the degree of purification on the specific amount of electricity (average value) 
passing through the water, the strength of the electric field and the settling time 

 
Анализ полученных экспериментальных данных показал, что эффективность комбиниро-

ванного метода зависит от удельного количества электричества, проходящего через очищае-
мую воду, напряженности электрического поля и времени отстаивания. Степень очистки улуч-
шается с увеличением времени отстаивания [5–7]. 

Удельные энергозатраты, напряженность электрического поля и степень очистки комбини-
рованного метода составили: 
 

Wэ = 0,035 кВт*ч/м3, 
 

Е = 1058 В/м, 
 

Y = 50 %. 
 

Заключение  
При удельном количестве электричества (Q = 9,7 Кл/л), напряженности электрического поля 

(Е = 1058 В/м) и отстаивании воды в течение 24 ч степень очистки составляет 50 %. 
Зависимость степени очистки от количества электричества пропорциональна напряженности 

электрического поля. В работе [15] исследовался комбинированный метод очистки воды с ис-
пользованием в качестве анода нержавеющей стали, которая подвергалась анодному растворе-
нию, поэтому удельные энергозатраты по расчету больше, чем в представленном методе. Сте-
пень очистки в работе [15] составила 80 %, так как наблюдался переход растворенного железа с 
анода в воду в гидроокись, которая выступала в качестве коагулянта.  

Увеличение степени очистки наблюдается при повышении напряженности электрического 
поля либо удельного количества электричества. Для достижения степени очистки равной 50 % 
необходимо провести отстаивание в течение 24 ч, при этом удельные энергозатраты составят 
0,035 кВт ч/м3, что значительно меньше чем в использовании предыдущего метода (0,45 кВт . 

ч/м3). Наиболее близкими по результатам оказались данные при 12 и 24 ч времени отстаивания. 
Для достижения степени очистки более 80 % необходимо повысить вышеперечисленные пара-
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метры в несколько раз: напряженность электрического поля, удельное количество электричест-
ва и время отстаивания, что в конечном счете повлияет на удельные энергозатраты. 
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Электрохимические и электрофизические методы обработки металлов и сплавов нашли широ-

кое применение в машиностроении и приборостроении, в том числе ракетно-космической технике. 
Указанные методы обработки обладают рядом преимуществ и широкими технологическими воз-
можностями. Однако темпы внедрения в промышленность все еще не велики, что во многом обу-
словлено новизной этих методов.  

Известны случаи практического использования в качестве приводов подач станков линейных 
электродинамических двигателей для реализации электрохимических и электрофизических мето-
дов обработки металлов и сплавов, а именно импульсная электрохимическая обработка и электро-
контактная обработка. Линейный электродинамический привод наилучшим образом подходил для 
перемещения электрода-инструмента на каждый импульс технологического тока. В статье рас-
смотрены принципиальные схемы управления линейным электродинамическим двигателем. В на-
стоящее время назрела необходимость создать блок управления двигателем на современных элек-
тронных компонентах.  

Представлена система управления линейным электродинамическим двигателем, используемым 
в установке электрообработки для копировально-прошивочных операций при изготовлении штам-
пов, пресс-форм и другой технологической оснастки. На основе современных достижений элек-
троники была разработана структурная схема управления установки электрообработки. Управ-
ление установкой осуществляется через персональный компьютер, где загружена соответствую-
щая программа управления. В данной установке предусмотрена система регистрации перемещения 
электрода-инструмента при помощи датчика линейных перемещений. С помощью данного датчи-
ка модуль управления варьирует входные параметры, которые необходимы для обработки заго-
товки. Питание датчика осуществляется непосредственно от микроконтроллера. При помощи 
вышеуказанного датчика регистрируется и анализируется глубина обработки и скорость движе-
ния электрода-инструмента. Представлены результаты проверки работоспособности микрокон-
троллера осциллографом.  

Разработанная система управления с индуктивными датчиками перемещения и современной 
цифровой техникой позволит получить точность позиционирования электрода-инструмента  
в пределах нескольких микрометров, что соответствует мировому уровню. 
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Electrochemical and electrophysical methods of processing metals and alloys have found wide 

application in mechanical engineering and instrument making, including rocket and space technology. 
These processing methods have a number of advantages and wide technological capabilities. However, the 
pace of industrial adoption is still not high, which is largely due to the novelty of these methods. 

There are known cases of practical use of linear electrodynamic motors as feed drives for machine tools 
for the implementation of electrochemical and electrophysical methods of processing metals and alloys, 
namely, pulse electrochemical processing and electrical contact processing. The linear electrodynamic 
drive was the best suited for moving the electrode – the tool for each pulse of the process current. The 
article discusses the basic control schemes for a linear electrodynamic motor. Currently, there is a need to 
create an engine control unit based on modern electronic components. 

The article presents a control system for a linear electrodynamic motor used in an electrical processing 
installation for copy-piercing operations in the manufacture of dies, molds and other technological 
equipment. On the basis of modern advances in electronics, a block diagram of the control of an electrical 
processing unit was developed. The setup is controlled via a personal computer, where the corresponding 
control program is loaded. This setup provides a system for recording the movement of the electrode – tool 
using a linear displacement sensor. With this sensor, the control module varies the input parameters that 
are necessary for machining the workpiece. The sensor is powered directly from the microcontroller. Using 
the above sensor, the processing depth and the speed of movement of the tool electrode are recorded and 
analyzed. The article presents the results of checking the operability of the microcontroller with an 
oscilloscope. 

The developed control system with inductive displacement sensors and modern digital technology will 
make it possible to obtain the positioning accuracy of the tool electrode within a few micrometers, which 
corresponds to the world level. 

 
Keywords: control system, linear electrodynamic motor, electrical processing, electrode – tool, linear 

displacement sensor. 
 
Введение 
В машиностроении и приборостроении, в том числе ракетно-космической отрасли, исполь-

зуются различные электрохимические и электрофизические методы обработки металлов и 
сплавов. Приводы подач большинства современных металлообрабатывающих станков с ЧПУ,  
в том числе и электроэрозионных (ЭЭ), строятся по традиционной схеме (перемещения рабоче-
го органа (РО) осуществляется путём использования передачи винт-гайка). Недостатки указан-
ных видов приводов достаточно известны и очевидны: большое количество промежуточных 
элементов, инерционность этих элементов, трение во множестве сопрягаемых деталей и др. 
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Одним из вариантов устранения этих недостатков является использование в качестве приво-
дов подач станков линейного электродинамического двигателя. 

Совмещение рабочего органа стационарных машин и ротора электродвигателя позволяет 
уменьшить массу и размеры машины (привода), исключить из электропривода преобразователь 
движения в виде редуктора или другого передаточного механизма, улучшить условия охлажде-
ния и вентиляции [1]. 

Сотрудниками СибГУ им. М. Ф. Решетнева была предложена конструкция привода подачи 
электрода-инструмента на основе линейного электродинамического двигателя (ЛЭДД) [2–4]. 
Практическое использование линейных электродинамических двигателей началось с его тради-
ционных областей применения: быстродействующие технологические устройства – привод 
электрода – инструмента в установках импульсной электрохимической и электроконтактной 
обработки [5–7]. Линейный электродинамический привод наилучшим образом подходил для 
перемещения электрода-инструмента на каждый импульс технологического тока, следующих  
с частотой до 200 Гц. В дальнейшем линейный двигатель был использован в качестве молота 
[8; 9] и для исследования ударного взаимодействия материалов [10–12]. Подробно вопросы  
моделирования, конструирования и практического использования линейного электродинамиче-
ского двигателя изложены в монографии [13]. В этой работе рассмотрены принципиальные 
схемы управления линейным электродинамическим двигателем. В настоящее время назрела 
необходимость создать блок управления двигателем на современных электронных компонен-
тах. 

В статье представлена система управления линейным электродинамическим двигателем,  
используемым в установке электрообработки для копировально-прошивочных операций при 
изготовлении штампов, пресс-форм и другой технологической оснастки. 

 
Система управления 
Структурная схема управления установки электрообработки разработана на основе совре-

менных достижений электроники [14–16] (рис. 1) и включает следующие элементы: блок пита-
ния индуктора ЛЭДД (600 В); блок питания ротора ЛЭДД (200 В импульсного напряжения, 
обеспечивает транзистор); блок питания микроконтроллера (12 В); блок питания (40 В) для 
обеспечения технологическим током зоны обработки между катодом-инструментом и заготов-
кой; микроконтроллер, предназначенный для основных вычислений; ПК – персональный ком-
пьютер, необходимый для управления установкой; плата управления и индикации, предназна-
ченная для графического отображения информации и задания параметров; плата MKS, необхо-
димая для управления работой шаговыми двигателями; шаговые двигатели, которые обеспечи-
вают перемещения заготовки по трём координатам; операционный усилитель, служащий для 
усиления сигналов с шунта; оптопары, которые предназначены для гальванической развязки 
высоковольтных цепей от низковольтных; датчик линейных перемещений, необходимый для 
регистрации глубины обработки.  

Управление установкой осуществляется через персональный компьютер, где загружена со-
ответствующая программа управления. В данной установке предусмотрена система регистра-
ции перемещения электрод-инструмента при помощи датчика линейных перемещений. Данный 
датчик является одним из основных элементов обратной связи в модуле. С его помощью мо-
дуль управления будет варьировать входные параметры, которые необходимы для обработки 
заготовки на данном этапе. Питание датчика может осуществляться непосредственно от кон-
троллера. При помощи этого датчика регистрируется и анализируется глубина обработки и 
скорость движения электрода-инструмента.   
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Рис. 1. Структурная схема модуля управления 
 

Fig. 1. Control module block diagram 
 
Скорость движения электрода-инструмента при разведении электродов определяется выра-

жением 

г
н.у ,p H T

P
v i k k

p
= ⋅ ⋅ ⋅η ⋅                                                            (1) 

 

где i – плотность тока на катоде-инструменте; kHг – объемный электрохимический эквивалент 
выделения водорода; kТ – термический коэффициент увеличения объема водорода; η – выход 
водорода по току; Рн.у  – давление при нормальных условиях; р – давление подачи рабочей жид-
кости в МЭЗ. 

Скорость движения рабочей жидкости (электролита) относительно обрабатываемой поверх-
ности стремится к бесконечности при уменьшении МЭЗа к нулю. Однако скорость движения 
электролита не может превышать скорость звука в рабочей жидкости, поэтому скорость сбли-
жения электродов для трубчатого катода-инструмента определяется по формуле 

 

н.у2 ,
cс H T

P
v ik k

R r p
α δ

≤ − ⋅η⋅
−

                                                       (2) 

 

где α – скорость звука в прианодном слое электролита; δ  – амплитуда колебаний электрода- 
инструмента; R – наружный радиус электрода-инструмента; r – внутренний радиус электрода-
инструмента. 

В обеих формулах переменной величиной является плотность технологического тока, кото-
рая прямо пропорциональна падению напряжения на шунте. 

После проведения серии опытов с разными параметрами появится возможность создать мо-
дель установки, которая будет способна сама полностью контролировать процесс обработки и 
выбирать параметры необходимые для того или иного этапа обработки заготовки. 

Для мониторинга и калибровки микроконтроллера использовался осциллограф DSO2090-
USB. С помощью этого прибора проверена работоспособность микроконтроллера в диапазоне 
частот 1–100 Гц, полученная осциллограмма напряжения приведена на рис. 2. 
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Рис. 2. Осциллограмма напряжения 
 

Fig. 2. Voltage oscillogram 
 
Заключение 
Модульная конструкция, работа с естественным охлаждением, возможность применения струк-

тур локального и распределенного ввода-вывода, широкие коммуникационные возможности, мно-
жество функций, наличие широкой гаммы модулей ввода-вывода дискретных и аналоговых сигна-
лов, функциональных модулей и коммуникационных процессоров, удобство эксплуатации и об-
служивания обеспечивают возможность получения рациональных решений для построения систем 
автоматического управления в различных областях промышленного производства. 

Система управления с индуктивными датчиками перемещения и современной цифровой 
техникой позволит получить точность позиционирования электрода-инструмента в пределах 
нескольких микрометров, что соответствует мировому уровню. 
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