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SIMULATION COMPUTER MODEL FOR VIRTUAL RESEARCH  

OF OPTOELECTRONIC MEASURING SYSTEMS 
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The paper considers a simulation computer model of an optoelectronic system for measuring the point objects 

coordinates. The model allows optimal coordination of the system links parameters in order to minimize the 

measurement error. The method of multiple statistical tests which allows accumulating the results of single 

computational experiments for each specific measurement event with a unique random distribution of links parameters 

and characteristics, and then carrying out statistical processing of the accumulated results is the main method of 

computer simulation. As a result of multiple analyses, multi-parameter functional dependencies that provide optimal 

coordination of parameters controlled by the designer or operator according to the criterion of the resulting 

measurement error minimizing are realized. The article presents the results of evaluating modeling parameters that 

reduce the measurement error. It is relevant to apply this method when using the same measuring system in different 

operating conditions, for different measured objects and when performing various functional tasks since it allows 

adapting the system for a specific application. The model presented in the article can be concretized for the purpose of 

evaluating and multi-parameter optimization of particular object parameters, as well as for developing a virtual 

measuring stand on the basis of the model and its modifications. 

 

Keywords: coordinate measurement, point object, computer simulation, measurement error, optimal parameter 

matching. 
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ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ОПТИКО-ЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМ 
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Рассматривается имитационная компьютерная модель оптико-электронной системы измерения коорди-

нат точечных объектов, позволяющая проводить оптимальное согласование параметров звеньев системы  

с целью минимизации погрешности измерений. Основным методом имитационного компьютерного моделиро-

вания является метод многократных статистических испытаний, позволяющий накапливать результаты 

однократных вычислительных экспериментов для каждого конкретного акта измерения при уникальном  

случайном распределении параметров и характеристик звеньев, а затем проводить статистическую обра-

ботку накопленных результатов. В результате многократного анализа реализуются многопараметрические 
функциональные зависимости, обеспечивающие оптимальное согласование контролируемых проектировщиком 

или оператором параметров по критерию минимизации результирующей погрешности измерений. В статье 
приведены результаты оценки параметров моделирования, уменьшающих погрешность измерений. Актуаль-
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ным является применение данного метода при использовании одной и той же измерительной системы в раз-
ных условиях эксплуатации, для различных измеряемых объектов и при выполнении различных функциональных 
задач, поскольку позволяет адаптировать систему для конкретного применения. Приведенная в статье  
модель может быть конкретизирована с целью оценки и многопараметрической оптимизации параметров 
конкретного объекта, а также для разработки на основе модели и ее модификаций виртуального измеритель-
ного стенда. 

 

Ключевые слова: измерение координат, точечный объект, имитационное компьютерное моделирование, 
погрешность измерения, оптимальное согласование параметров. 

 

Introduction. The problem of remote determination 

of the spatial position of various stationary and dynamic 

objects is effectively solved using optoelectronic measur-

ing systems. Currently, a photo detector array (PDA) [1] 

is the main detecting element, in the plane of which the 

image of the measured object is built. PDA-based coordi-

nators are used in astronomical and geodetic measure-

ments, in guidance and aiming devices [2; 3], as well as  

in personal identification systems using biometric  

parameters [4]. In the latter case we mean registering  

the coordinates of some cardinal points, the ratio of the 

distances between which is one of the components of the 

identification vector. 

It is advisable to take the image of a point object as 

the basic measured element. It is the measurement error of 

this element coordinates that determines the functional 

quality of the device. Obviously, in the case of an ideal 

optical system the image of a point will be a point. Then 

the measurement error is determined by the geometric 

dimensions of an individual sensitive array element 

(pixel) [5]. Error reduction is possible due to the fact that 

a real lens creates an image of a point in the form of a 

scattering spot. 

When such a spot is formed, the image energy is no 

longer concentrated on one sensitive element of the array, 

but is distributed over the surfaces of several detectors, 

which creates a charge relief in the region of accumula-

tion of PDA signal charges. Having obtained the exact 

numerical values of the signals for adjacent elements onto 

which the scattering spot is projected and having proc-

essed these values using an interpolation algorithm that 

takes into account the imbalance in the distribution of 

signals among elementary detectors, we can calculate the 

coordinates of the spot center in the PDA vertical and 

horizontal relative to a given coordinate center in the 

PDA plane. 

If the scattering spot is round, which is typical for its 

location in the eyesight central (paraxial) zone, then there 

is no need to carry out interpolation processing for all 

array elements that fall into the optical signal energy 

zone. It is enough to determine the extreme pixel with the 

maximum signal and construct the interpolating functions 

only by the vertical and horizontal sets of detectors sym-

metric with respect to the extreme element (column and 

row, respectively). 

If a PDA is an ideal one, that is, there are no noises 

and dark currents in it, then the calculating errors in the 

horizontal or vertical coordinates will decrease with in-

creasing the number of sample elements to a certain value 

that ensures representativeness of the result. Further in-

crease in the number of processed pixels will no longer 

affect the error. The error itself in this case will be deter-

mined by the computational error of the computer. 

A real PDA is characterized by the presence of both 

dark currents and noise. This leads to deformation of the 

ideal charge relief and to increasing the error of coordi-

nate measurement [6]. Moreover, increasing the number 

of processed pixels can increase the measurement error, 

since the processing will include elements in which signal 

charges are already absent, and noise components  

continue to participate in the calculation process. Other 

factors, such as the instability of the initial optical signal, 

atmospheric turbulence, vibrations, etc., also affect the 

resulting error. We can say that the measurement error  

is determined by signal fluctuations distributed over  

the optoelectronic path and having different physical  

origin [7]. 

Problem statement. At present, decrease in the meas-

urement error is achieved mainly due to the improvement 

of the qualitative indicators of the devices hardware  

and the improvement of the algorithms for PDA output 

signals [8] processing. Computer simulation is used,  

as a rule, for the preliminary development of various  

design decisions at the stage of scientific research [9]. 

The presence of a computer model that allows optimal 

matching of coordinator links according to the criterion of 

minimizing the measurement error is an urgent problem, 

the solution of which will ensure the adaptation of a de-

signed or operated measuring device to actual conditions 

of its use in order to increase the accuracy of measure-

ments. 

As it has already been noted above, fluctuation (noise) 

processes distributed along the optoelectronic path are the 

main factors for increasing measurement errors. The pres-

ence of random components in a useful signal requires the 

implementation of a basic modeling algorithm in the for-

mat of multiple statistical tests. In this case, the device 

links parameters and characteristics are initially set in the 

form of nominal values having the essence of the mathe-

matical expectation for each component involved in the 

computing process. Also a probabilistic law that describes 

the behavior of a random variable and the parameters of a 

random process necessary for modeling, for example, 

mean standard deviation (MSD) are determined for these 

components. 

In a single computer experiment a random point (its 

coordinates) is generated in the PDA plane. Then a corre-

sponding spatial function with a vertex whose coordinates 

correspond to the generated point coordinates is con-

structed in the scattering spot in accordance with the en-

ergy distribution law. The distribution of array signal 

charges which are then converted taking into account the 

probabilistic nature of physical processes into a random 
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discrete function of the signals accumulated by the PDA 

pixels is calculated using the convolution operation be-

tween the array raster and the energy distribution func-

tion. Using this discrete function the approximate value of 

the scattering spot center is calculated by interpolation. 

The difference between the positions of the true random 

point and the calculated spot center is stored as a single 

random error. 

Conducting a series of repeated statistical tests for 

each new random position of the generated point and the 

unique distribution of random array parameters allows 

finally obtaining the MSD for the entire set of statistical 

experiments. Each new series of statistical experiments 

involves a purposeful deterministic change in one of the 

coordinator controlled parameters in a real range of ac-

ceptable values. Thus, the function of the dependence of 

the error in measuring the coordinates δi on the variable 

parameter pi, that is, δi = f (pi), is realized. The minimum 

value of this objective function will be the optimal pa-

rameter value providing the smallest measurement error, 

other conditions being equal. 

Obviously, carrying out such an analysis in a multi-

parameter space will allow getting an optimally consistent 

set of controllable parameters that meets the criterion  

of minimizing the measurement error. It should be noted 

that the solution of this problem does not imply the de-

velopment of new instruments or methods for measuring 

coordinates, nor does it touch upon the improvement of 

algorithms for determining the position of the vertex of 

the energy distribution function in the scattering spot. The 

main purpose of the research is to develop computer-

oriented tools and methods for optimal coordination of the 

parameters and characteristics of the optoelectronic path 

links of the measuring device controlled by the designer 

or operator, which would ensure minimization of the 

measurement error in the presence of an already set (de-

signed or physically implemented) coordinator. That is, 

we are mean creating a virtual test stand for the optimal 

choice of parameters and operating modes of a real device 

planned for practical use, taking into account the real 

conditions of its operation in accordance with a given 

functional purpose. 

As it has already been noted above, the scattering spot 

formed in the paraxial region is round. The invariance of 

such a spot relative to the selected coordinate system al-

lows setting the function of the illumination distribution 

in the spot E (x, y) for only one coordinate. Let such a 

coordinate be x. The function itself is assumed to be 

Gaussian: 
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where 0  is the incident radiation power; x0 is the  

real random coordinate of the point generated in the  

PDA plane; r is the scattering spot radius at the level  

of 0.606 from the maximum illumination level. 

In the case of a single generation of fluctuations, only 

PDA noises are taken into account, which are specified in 

fractions of the useful signal for the multiplicative noise 

component, and, similarly, in fractions of the dark signal 

for the additive noise component. 

The convolution of the array raster and the illumina-

tion distribution function in the point image leads to the 

conversion of the continuous input optical signal E (x) 

into a stepwise discrete function S (i), where S is the elec-

trical signal and i is the number of the array raster element 

in a row. Each element of the vector S (i) contains a signal 

determined for a specific random implementation of the 

point, determined by the integrated illumination of the 

raster i-th element, and a noise random component gener-

ated inside the i-th element in accordance with a given 

MSD. The simplest interpolation algorithm for calculating 

the energy center, which is a modification of the method 

of determining the mass center of a system of material 

points known from the course of theoretical mechanics, 

was used to determine the coordinate of the center xc of 

the scattering spot: 
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where S (i) is the signal in the i-th element of the row; 

xc(i) is the coordinate of the i-th element center; m is the 

number of sample elements involved in the processing. 

The calculation of the final error is carried out on the 

basis of all random implementations for a particular series 

of multiple statistical tests. 

Discussion of simulation results. It is obvious that if 

the size of the scattering spot is smaller than the pixel 

size, then the measurement error of the spot center coor-

dinate will be determined by the size of the pixel. Increase 

in the scattering spot diameter will reduce the error due to 

the inclusion of adjacent pixels in the processing. Too 

much "expansion" of the spot will reduce the energy level 

of the optical signal due to the distribution of energy over 

a larger area. Therefore, there must be some optimal spot 

radius which will provide the minimum measurement 

error. This hypothesis was tested in [10; 11]. A virtual 

experiment in which the scattering spot radius varied with 

a certain step from the value of the pixel size to a size of 

several hundred pixels was conducted for given raster 

parameters and values of noise components. Multiple 

statistical tests were carried out, and the current error was 

calculated for each new value of the radius. Fig. 1 shows 

the resulting optimization graph, from which it can be 

seen that there really is a radius of the scattering spot 

which minimizes the measurement error. 

The optimal number of sample elements was also de-

termined, which minimizes the error [12]. The number of 

pixels involved in the interpolation process discretely 

increased from 1 (the pixel with the maximum signal) to n 

(the total number of pixels in the row). Pixel increment 

was performed symmetrically on both sides of the ex-

treme pixel. Each step was accompanied by the calcula-

tion of the error by the method of multiple statistical tests. 

With a small number of sample elements the error was 

large. Then as the number of pixels involved in the proc-

essing increases the error decreases. But with a certain 

value of the processed pixels, it again began to increase. 

This is due to the fact that at the periphery of the spot the 

useful signal became smaller than noise signals which 

began to make a significant contribution to the final error. 

The more “noise” pixels that did not contain signal com-
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ponents were added to the processing the larger was this 

contribution. Fig. 2 is a stepwise graph illustrating the 

results of the described computational experiment. 

The horizontal of this graph shows the number of 

sample pixels normalized relative to the total number of 

pixels in the row, and the vertical shows the measurement 

error. 

The graphs shown in fig. 1, 2 are illustrative (demon-

strative), and the parameters of the arrays in computa-

tional experiments are selected in such a way as to in-

crease the visibility of the presented results. In this regard 

there is no need to give the parameters of the optoelec-

tronic paths of the measuring systems for which these 

graphs were obtained. 
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Fig. 1. Dependence of the optimal coordinate measurement error  

on the scattering spot radius 

 

Рис. 1. Зависимость оптимальной погрешности измерения координаты  

от радиуса пятна рассеяния 

 

 

 

 
 

Fig. 2. Dependence of the relative error of coordinate measurement  

on the number of sample elements 

 

Рис. 2. Зависимость относительной погрешности измерения координаты  

от количества элементов выборки 
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Fig. 3. Distribution of charge packets over the pixels of the matrix row 

at a small radius of the scattering spot 

 

Рис. 3. Распределение зарядовых пакетов по пикселям строки 

матрицы при малом радиусе пятна рассеяния 

 

 

 

 
 

Fig. 4. Distribution of charge packets over the pixels of the matrix  

row at a large radius of the scattering spot 

 

Рис. 4. Распределение зарядовых пакетов по пикселям строки  

матрицы при большом радиусе пятна рассеяния 

 

 

The appearance of the screen interfaces on which the 

results of single statistical tests are presented is of interest. 

They are shown in fig. 3, 4. 

Gaussian function of illumination distribution in the 

scattering spot is displayed at the top of both figures. The 

lower part corresponds to the discrete distribution of 

charges (signal and noise) accumulated under the influ-

ence of optical radiation. It is obvious that in fig. 3 the 

charge relief has a sharper character due to the smaller 

size of the scattering spot. The increase in the spot radius 

in fig. 4 leads to “blurring” of the charge relief. In both 

cases the amount of spot energy remains constant, but the 

radius increase in Fig. 4 reduces the proportion of energy 

per 1 pixel. Therefore, the charge relief shown in Fig. 4 

undergoes noticeable deformations, which of course leads 

to a significant increase in the measurement error of the 

scattering spot center. 

For example, when analyzing a dynamic object [13]  

a sequential series of measurements of its current position 

coordinates at equal time intervals determined by the sig-
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nal accumulation period is made in order to determine 

both the trajectory of its movement and the parameters 

characterizing the movement of the object (speed, accel-

eration). It is obvious that decrease in the accumulation 

time would lead to more accurate measurements, but then 

the signal charge would not have time to accumulate to 

the value necessary for accurate fixation of the calculated 

coordinate. At the same time the increase in the accumu-

lation time will lead to blurring of the image [14; 15]. 

There appears the problem of determining such an opti-

mal accumulation time that would ensure the smallest 

measurement error of the current coordinate. A similar 

problem could also be solved using the proposed model. 

Conclusion. The described model is of a generalized 

character and demonstrates only some of the possibilities 

provided by it in terms of the optimal coordination of 

individual parameters and operating modes of optoelec-

tronic measuring systems. The development of the model 

takes place, firstly, along the path of concretization as 

applied to real designed or operated devices, and sec-

ondly, towards the development of multi-parameter opti-

mization of coordinators by combining the parameters 

and characteristics of various parts of the system into one 

modeling process. 

All this creates the prerequisites for creating a virtual 

stand which provides the development and configuration 

of measuring systems that most effectively fulfill the tasks 

planned for them. 
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КОМПОЗИТНЫХ КОНСТРУКЦИЙ РЕГУЛЯРНОЙ СТРУКТУРЫ 
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Пластины, балки и оболочки с неоднородной и микронеоднородной регулярной структурой широко приме-
няются в авиационной и ракетно-космической технике. На этапе эскизного проектирования первоначально 

важно знать, удовлетворяет ли коэффициент запаса конструкции заданным условиям прочности. Для опреде-
ления коэффициента запаса необходимо решить по методу конечных элементов (МКЭ) задачу упругости  

для проектируемой конструкции с учетом ее неоднородной структуры, что требует больших ресурсов ЭВМ. 

В данной работе предложен метод эквивалентных условий прочности (МЭУП) для расчета на прочность  
упругих конструкций с неоднородной регулярной структурой. Предлагаемый метод сводится к расчету  
на прочность изотропных однородных тел с применением эквивалентных условий прочности. В основе МЭУП 

лежит следующее утверждение. Для всякого композитного тела 0V  существует такое изотропное однород-

ное тело bV  и такое число p  (коэффициент эквивалентности), что если коэффициент запаса 0
bn  тела bV  

удовлетворяет эквивалентным условиям прочности 
0

1 2bpn n pn  , то коэффициент запаса 0n  тела 0V  удов-

летворяет заданным условиям прочности 1 0 2n n n  , и наоборот, 1n , 2n  – заданы, коэффициенты 0
bn , 0n  

отвечают точным решениям задач упругости, построенных для тел bV  и 0V . Расчет на прочность по МКЭ 

изотропных однородных тел наиболее простой в реализации и требует меньше памяти ЭВМ, чем аналогичный 

расчет тел с учетом их неоднородной структуры. Изложена процедура определения коэффициента эквива-

лентности p  с помощью МКЭ. При построении решений по МКЭ для изотропных однородных тел приме- 
няются многосеточные конечные элементы, порождающие модели малой размерности и решения с малой по-

грешностью. Скорректированные эквивалентные условия прочности имеют вид 1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      , 

где bn  – коэффициент запаса тела bV  и величины 1 , 2  отвечают приближенному решению. Реализация МКЭ 

для многосеточных дискретных моделей требует в 3 610 10  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем для базовых. 
Приведен расчет на прочность балки с микронеоднородной регулярной структурой с помощью МЭУП. 

 

Ключевые слова: упругость, композиты, эквивалентные условия прочности, многосеточные конечные эле-
менты, пластины, балки, оболочки. 
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Plates, beams and shells with non-uniform and micro-inhomogeneities regular structure are widely used in aviation 

and rocket and space technology. At the preliminary design stage, it is initially important to know whether the design 

safety factor meets the specified strength conditions. To determine the margin factor, it is necessary to solve the elastic-
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ity problem for the designed structure by the finite element method (FEM), taking into account its inhomogeneous struc-

ture, which requires large computer resources. In this paper, we propose a method of equivalent strength conditions 

(MESC) for calculating the static strength of elastic structures with a inhomogeneous regular structure. The proposed 

method is reduced to the calculation of the strength of isotropic homogeneous bodies using equivalent strength condi-

tions. The MESC is based on the following statement. For any composite body 0V , there exists such an isotropic homo-

geneous body bV  and such a number p  (equivalence coefficient) that if the body bV  stock coefficient satisfies 0
bn  the 

equivalent strength conditions 
0

1 2bpn n pn  , then the body 0V  stock coefficient satisfies 0n  the given strength condi-

tions 1 0 2n n n  , and Vice versa, 1n , 2n  – given, the coefficients 0
bn , 0n , meet the exact solutions of elasticity prob-

lems constructed for bodies 0V , bV . The method under consideration is reduced to FEM strength calculation of iso-

tropic homogeneous bodies, which is the easiest to implement and requires less computer memory than a similar calcu-

lation of composite bodies taking into account their inhomogeneous structure. The procedure for determining the 

equivalence coefficients for a number of composite plates, beams and shells of rotation is described. High-precision 

multigrid finite elements generating discrete models of small dimension and solutions with small error are used in the 

construction of elastic solutions according to FEM for isotropic homogeneous bodies. The adjusted equivalent strength 

conditions are of the form 1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      , where bn  is the body bV  reserve coefficient and the values 

1 , 2  correspond to the approximate solution constructed for the body bV . Implementation of FEM for multigrid dis-

crete models requires several 3 610 10  times less computer memory than for basic models. The calculation of the 

strength of a beam with a micro-homogeneous regular structure with the help of MESC is given. 

 

Keywords: elasticity, composites, equivalent strength conditions, multigrid finite elements, plates, beams, shells. 

 

Введение. Расчет на прочность конструкции –  

один из важнейших на этапе эскизного проектирова-

ния [1], которое является технико-экономическим 

обоснованием проекта конструкции. Как правило, 

расчет на прочность конструкций проводится по запа-

сам прочности [1–3]. Согласно этому расчету,  

для коэффициента запаса 0n  проектируемой конст-

рукции 0V  заданные условия прочности имеют вид 

1 0 2n n n  ,            (1) 

где 1 2,n n  – заданы, 1 1n  . 

На этапе эскизного проектирования конструктору 

в первую очередь важно знать, удовлетворяет или не 

удовлетворяет коэффициент запаса 0n  проектируемой 

конструкции 0V  заданным условиям прочности (1). 

Если коэффициент 0n  удовлетворяет заданным усло-

виям прочности, то считают, что конструкция 0V  не 

разрушается при заданных условиях эксплуатации. 

Следует отметить, что в этом случае нет необходимо-

сти детально исследовать напряженно-деформи- 

рованное состояние (НДС) конструкции 0V . Расчет на 

прочность конструкции 0V  сводится к нахождению ее 

коэффициента запаса 0n  и проверке условий прочно-

сти (1) для коэффициента 0n . Коэффициент запаса 0n  

определяют по формуле 0 0/Tn     [1–3], где T  – 

предельное напряжение конструкции 0V  (предел  

текучести [3]), 0  – максимальное эквивалентное  

напряжение конструкции 0V . Отметим, что коэффи-

циент запаса 0n  отвечает точному решению задачи 

упругости, сформулированной для конструкции 0V . 

Если максимальные эквивалентные напряжения кон-

струкций определяются приближенно, то в этом слу-

чае используются скорректированные условия проч-

ности [4]. При анализе НДС композитных конструк-

ций широко используют метод конечных элементов 

(МКЭ) [5–8]. Базовые дискретные модели конструк-

ций с неоднородной и микронеоднородной структу-

рой, которые состоят из конечных элементов (КЭ)  

1-го порядка и учитывают их структуры в рамках 

микроподхода [9], имеют очень высокую размер-

ность, что порождает трудности при реализации МКЭ 

на ЭВМ. Для таких моделей эффективно используется 

метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ) 

[10–12], в котором используются многосеточные ко-

нечные элементы (МнКЭ) [13; 14]. Следует отметить, 

МКЭ есть частный случай ММКЭ, и если при реше-

нии краевых задач по МКЭ используются МнКЭ,  

то в этом случае, по сути, реализуется ММКЭ. 
Для практики важно знать погрешность прибли-

женного решения, которое используется в расчетах. 
Оценить погрешность приближенных решений можно 
тогда, когда они мало отличаются друг от друга и при 
этом образуют последовательность решений, которая 
быстро сходится к точному решению. При построе-
нии таких последовательностей применяется проце-
дура измельчения исходного разбиения области тела 
на КЭ. Процедуры измельчения, используемые для 
разбиений, которые построены для неоднородной  
и микронеоднородной (волокнистой) структуры, 
сложные и труднореализуемы. Так как волокна имеют 
малую толщину, то измельчение таких разбиений 
приводит к резкому увеличению размерностей дис-
кретных моделей. Реализация МКЭ для таких моделей 
требует больших ресурсов ЭВМ. Кроме того, на закон 
измельчения накладываются определенные ограниче-
ния, связанные с тем, что на каждом шаге измельче-
ния разбиений необходимо учитывать микронеодно-
родную структуру по микроподходу. Как известно, 
процедура измельчения, применяемая для дискретных 
моделей однородных изотропных тел, наиболее  
простая в реализации и требует меньше памяти ЭВМ, 
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чем для тел с неоднородной и микронеоднородной 
структурой (с учетом их структуры). 

В данной работе предложен метод эквивалентных 

условий прочности (МЭУП) для статического расчета 

на прочность линейно упругой конструкции 0V  с не-

однородной (микронеоднородной) регулярной струк-

турой, состоящей из пластичных материалов. Для 

простоты изложения считаем, что тело 0V  имеет во-

локнистую структуру. Показано, что расчет на проч-

ность композитного тела 0V  сводится к расчету на 

прочность (с помощью МКЭ) изотропного однород-

ного тела bV . Тела 0V , bV  имеют одинаковые форму, 

размеры, закрепление и нагружение. Модули упруго-

сти тела bV  и волокна совпадают. В расчетах приме-

няются скорректированные эквивалентные условия 

прочности вида 

1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      ,                 (2) 

где 1 1 / (1 ) 1p     , 2 1 1 / (1 )p     ; p  – коэффи-

циент эквивалентности; bn  – коэффициент запаса 

тела bV , / b
b Tn    ; T  – предел текучести волокна; 

b  – максимальное эквивалентное напряжение тела 
bV  (определяемое с помощью МКЭ); p  – погреш-

ность для напряжения b , 0 1p   . 

Показано, что если коэффициент запаса bn  изо-

тропного однородного тела bV  удовлетворяет скор-

ректированным эквивалентным условиям прочности 

(2), то коэффициент запаса 0n  композитного тела 0V  

(отвечающий точному решению задачи упругости) 

удовлетворяет заданным условиям прочности (1).  

Таким образом, реализация предлагаемого метода 

сводится к построению скорректированных эквива-

лентных условий прочности (2) и нахождению коэф-

фициента запаса bn  тела bV , т. е. к определению ко-

эффициента эквивалентности p  и к нахождению  

с помощью МКЭ максимального эквивалентного  

напряжения b  для тела bV  (с погрешностью p ). 

Коэффициент эквивалентности p  находим по форму-

ле 0 / bp    , где 0  – максимальное эквивалентное 

напряжение тела 0V . Напряжения 0  для композит-

ного тела 0V  и b  для изотропного однородного  

тела bV  определяем по МКЭ (с применением МнКЭ). 

Для построения оценки погрешности приближенных 

решений используются последовательности решений, 

полученные с помощью МКЭ, которые быстро схо-

дятся к точным. 

Достоинства МЭУП состоят в следующем. В рас-

четах используем изотропные однородные конструк-

ции, которые имеют такие же формы и размеры,  

закрепления и нагружения, как композитные конст-

рукции. При анализе НДС изотропных однородных 

конструкций по МКЭ применяются МнКЭ, которые  

позволяют строить последовательности решений бы-

стросходящиеся к точным, что позволяет определить 

погрешность для полученных приближенных реше-

ний. МнКЭ для изотропных однородных конструкций 

порождают дискретные модели малой размерности  

и приближенные решения с малой погрешностью. 

Реализация МКЭ для многосеточных дискретных мо-

делей требует в 3 610 10  раз меньше объема памяти 

ЭВМ, чем для базовых. При реализации МЭУП  

не используются процедуры измельчения дискретных 

моделей композитных конструкций. Приведен  

пример расчета на прочность балки с микронеодно-

родной регулярной волокнистой структурой с помо-

щью МЭУП. 

Основные положения для конструкций. В рабо-

те рассматриваются трехмерные конструкции (тела), 

для которых выполняются следующие условия. 

Положение 1. Рассматриваются в декартовых сис-

темах координат трехмерные линейно упругие изо-

тропные однородные и композитные тела (конструк-

ции), которые состоят из пластичных материалов, 

имеют гладкие границы, статические нагружения  

и одинаковые условия эксплуатации. Функции нагру-

жений тел являются гладкими функциями. Тела имеют 

границы закрепления, которые не вырождаются  

в точки. Композитные тела состоят из разномодуль-

ных изотропных однородных тел, связи между кото-

рыми идеальны, т. е. на общих границах разномо-

дульных однородных тел функции перемещений  

и напряжений являются непрерывными. Перемеще-

ния, деформации и напряжения разномодульных тел 

отвечают соотношениям Коши и закону Гука трех-

мерной линейной задачи теории упругости [15].  

Эквивалентные напряжения для упругих тел опреде-

ляются по 4-й теории прочности [1]. 

Эквивалентные условия прочности и эквива-

лентные по прочности конструкции, выраженные 
через коэффициенты запаса. Пусть две упругие кон-

струкции 1V  и 2V  имеют одинаковые форму, геомет-

рические размеры, закрепления и статические нагру-

жения, но отличаются модулями упругости. Пусть для 

коэффициентов запаса 1n , 2n  соответственно конст-

рукций 1V , 2V  заданы условия прочности 

1 1
1a bn n n  ,              (3) 

2 2
2a bn n n  ,              (4) 

где 
1 2, 1a an n  ; 

1 2,a an n , 
1 2,b bn n  – заданы, коэффициент  

1n  ( 2n ) отвечает точному решению задачи упругости, 

сформулированной для конструкции 1V  ( 2V ). 

Для конструкций 1V , 2V  введем следующие два 

определения. 

Определение 1. Если из выполнения условий (4) 

для коэффициента 2n  следует выполнение условий 

(3) для коэффициента 1n  и наоборот, если из выпол-

нения условий (3) для коэффициента 1n  следует вы-

полнение условий (4) для коэффициента 2n , тогда 

условия прочности (3), (4) будем называть эквива-
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лентными условиями прочности соответственно для 

конструкций 1V , 2V . 

Определение 2. Пусть конструкции 1V , 2V , для ко-

торых соответственно условия (3), (4) являются экви-

валентными условиями прочности, не разрушаются 

при одинаковых условиях эксплуатации. Тогда конст-

рукции 1V , 2V  будем называть эквивалентными  

по прочности. 

На практике эквивалентность по прочности конст-

рукций 1V , 2V  означает, что вместо работающей кон-

струкции 1V  можно использовать конструкцию 2V ,  

и наоборот. Отметим, что из двух эквивалентных  

по прочности конструкций целесообразно использо-

вать в работе такую конструкцию, которая более  

технологична в изготовлении, отвечает заданным тех-

ническим требованиям и требует меньше финансовых 

затрат на изготовление и эксплуатацию. 

Теорема о существовании эквивалентных усло-

вий прочности. Рассмотрим теорему, в которой дока-

зывается существование эквивалентных условий 

прочности для упругих композитных конструкций 

(тел). 

Теорема 1. Пусть на трехмерное линейно упругое 

композитное тело 0V  (расположенное в декартовой 

системе координат Oxyz ) действуют заданные стати-

ческие поверхностные силы q , т. е. силы, действую-

щие на незакрепленной части границы qS  тела 0V ,  

и объемные силы p , где { , , }T
x y zq q qq , 

{ , , }T
x y zp p pp : xq , yq , zq , xp , yp , zp  – гладкие 

функции координат x , y , z . На границе uS  тело 0V  

жестко закреплено, т. е. на uS : 0u v w   , 

0 u qS S S  , 0S  – гладкая граница тела 0V . Тело 0V  

состоит из компонент iV , т. е. из пластичных разно-

модульных изотропных однородных тел iV , где 

1,...,i N , N – общее число тел iV  тела 0V . Пусть 

максимальное эквивалентное напряжение композит-

ного тела 0V  возникает в теле V , 1 N   . Пусть 

для коэффициента запаса 0n  композитного тела 0V  

(который отвечает точному решению задачи упруго-

сти для тела 0V ) заданы условия прочности 

1 0 2n n n  ,            (5) 

где 1 2,n n  – заданы, 1 1n  . 

Тогда существуют такое трехмерное упругое изо-

тропное однородное тело bV  и такие числа 1
pn , 2

pn , 

что если коэффициент запаса 0
bn  тела bV , отвечаю-

щий точному решению задачи упругости для тела bV , 

удовлетворяет эквивалентным условиям прочности 

вида 
0

1 2
p p

bn n n  ,          (6) 

то коэффициент запаса 0n  композитного тела 0V  

удовлетворяет условиям прочности (5), и наоборот. 

Если коэффициента запаса 0n  композитного тела 0V  

удовлетворяет условиям (5), то коэффициент запаса 0
bn  

изотропного однородного тела bV  удовлетворяет  

условиям (6), причем, между коэффициентами за- 

паса 0n , 0
bn  существует взаимно однозначная связь. 

Доказательство. Пусть однородное изотропное 

тело bV  и композитное тело 0V  имеют одинаковые 

форму, размеры, закрепления и нагружения, но отли-

чаются модулями упругости. Пусть модули упругости 

тела bV  равны модулям упругости тела V  композит-

ного тела 0V , 1 N   . Коэффициенты запаса 0n , 0
bn  

находим по формулам (1–3) 

0 0/Tn    ,             (7) 

0 0/b T bn    ,                (8) 

где T  – предел текучести тела V  [3]; 0 , 0
b  – мак-

симальные эквивалентные напряжения, возникающие 

соответственно в телах 0V , bV и отвечающие точным 

решениям задач упругости. 

Пусть коэффициент 0n  удовлетворяет условиям 

прочности (5). Тогда подставляя (7) в (5) получим 

неравенства 

1 2

0

Tn n


 


.            (9) 

Существует такое число p  (коэффициент эквива-

лентности), что 
0

0 / bp    .         (10) 

Учитывая (10) в (9), имеем 

1 20

T

b

pn pn


 


.          (11) 

Используя (8) в (11), получаем 

0
1 2bpn n pn  .           (12) 

Существуют такие числа 1
pn , 2

pn , что 

11
pn pn , 22

pn pn .   (13) 

Подставляя (13) в (12), получаем, что для коэффи-

циента 0
bn  выполняются условия (6). Итак, сущест-

вуют такие числа 1
pn , 2

pn , что коэффициент запаса 

0
bn  изотропного однородного тела bV  удовлетворяет 

условиям (6). Обратно, пусть коэффициент запаса 0
bn  

тела bV  удовлетворяет условиям прочности (6). Под-

ставляя (8) в (6) и учитывая (10), (13), получим 

1 2

0

Tp
pn pn


 


. 

Откуда с учетом (7) следует выполнение для ко-

эффициента запаса 0n  композитного тела 0V  условий 

прочности (5). Итак, показано, что всякому коэффи-

циенту 1 2( , )p p
bn n n  соответствует единственный ко-
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эффициент 0 1 2( , )n n n , найденный по формуле (7),  

и наоборот, всякому коэффициенту 0 1 2( , )n n n  соот-

ветствует единственный коэффициент 0
1 2( , )p p

bn n n , 

отвечающий формуле (8). Рассмотрим предельные 

случаи. Пусть 0
1
p

bn n . Используя соотношения (8), 

(13), (10) в последнем равенстве, получаем 

0 1/Tp pn   . Откуда с учетом (7) следует 0 1n n . 

Аналогично можно показать, что если 0
2
p

bn n ,  

то 0 2n n . Пусть 0 1n n . Используя (7), (10) в по-

следнем равенстве, получаем 0
1/T b pn   . Откуда  

с учетом (8), (13) вытекает 0
1
p

bn n . Аналогично  

можно показать, что если 0 2n n , то 0
2
p

bn n . Таким 

образом, между коэффициентами запаса 0n  и 0
bn   

существует взаимно однозначная связь. Теорема 1 

доказана. 

Эквивалентные условия прочности (6) можно 

представить через коэффициент эквивалентности p   

в виде 0
1 2bpn n pn  , построение которых сводится  

к нахождению коэффициента p . 

Отметим, что условия (5), (6) являются эквива-

лентными условиями прочности соответственно для 

тел (конструкций) 0V , bV  (см. определение 1). Счи-

тают, что если 0n  удовлетворяет заданным условиям 

прочности (5), то конструкция 0V  не разрушается при 

эксплуатации. Пусть конструкция bV  не разрушается 

при эксплуатации. Тогда конструкции 0V , bV  являют-

ся эквивалентными по прочности (см. определение 2). 

Итак, доказано существование эквивалентных ус-

ловий прочности для композитных тел (конструкций), 

имеющих любую структуру, форму, любые размеры, 

статические нагружения и закрепления, которые от-

вечают выше сформулированым положению 1 и усло-

виям теоремы 1. Следует отметить, что для всякой 

композитной конструкции 0V  всегда можно построить 

изотропную однородную конструкцию bV , т. е. все-

гда для конструкции bV  можно задать по определен-

ным правилам форму, размеры, нагружение, закреп-

ление и модули упругости. Однако, в общем случае, 

эквивалентные условия прочности для изотропной 

однородной конструкции bV  можно построить лишь 

только для заданных усилий q , p , что непрактично. 

Это связано с тем, что напряжения 0 , 0
b  и p   

отвечают заданному нагружению q , p  констру- 

кций bV , 0V  (см. формулы (10), (13)). 

Замечание 1. Пусть найдено значение p  и макси-

мальное эквивалентное напряжение 0
b  конструкции 

bV . Тогда для конструкции 0V  по формуле (10) опре-

деляем максимальное эквивалентное напряжение 0 , 

т. е. 0
0 bp   , и затем по формуле (7) вычисляем ко-

эффициент запаса прочности 0n , т. е. 0
0 / ( )T bn p   , 

что важно знать при проектировании конструкции 0V . 

Скорректированные условия прочности, учи-

тывающие погрешность напряжений. В общем 

случае (например, для тел сложной формы) построить 

аналитические решения трехмерной задачи теории 

упругости очень трудно. Однако с помощью МКЭ [5–8]  

и ММКЭ [10–12] можно построить приближенные 

решения задач теории упругости с заданной погреш-

ностью для напряжений. Следует отметить, что при 

проектировании ряда конструкций (например, конст-

рукций минимального веса) нарушение заданных ус-

ловий прочности (5), т. е. эквивалентных условий 

прочности (6), недопустимо. Эквивалентные условия 

прочности (6) не учитывают погрешность прибли-

женных решений, что порождает трудности при их 

выполнении. 

Пусть для коэффициента запаса упругой конст-

рукции bV  заданы условия прочности вида 

0
1 2
p p

bn n n  ,            (14) 

где 1
pn , 2

pn  – заданы; 0
bn  – коэффициент запаса проч-

ности конструкции bV , отвечающий точному реше-

нию трехмерной задачи упругости, сформулирован-

ной для данной конструкции. 

В теореме 2 сформулированы скорректированные 

условия прочности, учитывающие погрешность при-

ближенных решений. Для удобства и непрерывности 

изложения в теореме 2 используются обозначения, 

введенные в теореме 1. 

Теорема 2. Пусть для упругой конструкции bV  за-

даны условия прочности (14) и определено макси-

мальное эквивалентное напряжение b , отвечающее 

приближенному решению задачи упругости. Пусть 

1 2

| |  p p p p

n
C

n n


    


,         (15) 

где 2 1| |p pn n n   , 1
pn , 2

pn  – заданы;   – относитель-

ная погрешность для напряжения b , т. е. 

0

0

b b

b

 
 


,            (16) 

где 0
b  – максимальное эквивалентное напряжение 

конструкции bV , отвечающее точному решению  

задачи упругости, напряжения 0
b , b  определяются 

по 4-й теории прочности, p  – оценка для погрешно-

сти  . 

Пусть коэффициент запаса bn  конструкции, отве-

чающий приближенному решению, удовлетворяет 

скорректированным условиям прочности вида 

1 2

1 1

p p

b

p p

n n
n 

   
.                (17) 

где /b T bn    , T  – предел текучести. 
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Тогда коэффициент запаса 0
bn  конструкции, отве-

чающий точному решению, удовлетворяет заданным 

условиям прочности (14), где 0 0/b T bn    . 

Доказательство. Из (16) следует 0(1 ) b b     . 

Отсюда получаем 

0 (1 )b bn n   .          (18) 

Отметим, что в (15) 1pC  . Пусть 0  такое,  

что 0  | |   . Тогда в силу (15) имеем соотношения 

00  | |  1p       .                (19) 

Принимая в (18) последовательно 0   , 0   , 

введем коэффициенты 

1 0(1 )r
bn n   , 2 0(1 )r

bn n   ,       (20) 

Тогда в силу (18), (20) получаем 

0
1
r

bn n   или  0
2
r

bn n .                 (21) 

Введем коэффициенты 1
dn , 2

dn  по формулам 

1 (1 )d
p bn n   ,  2 (1 )d

p bn n   .          (22) 

В силу того, что 0 1g   , 0bn  , из (22) следует 

2 1
d dn n .        (23) 

Пусть для коэффициента bn  выполняются условия 

прочности (17), т. е. пусть 

1 (1 )p
p bn n   ,    2(1 ) p

p bn n   . 

Тогда для коэффициентов 1
dn , 2

dn  с учетом (23) 

выполняются неравенства 

1 21 2
p d d pn n n n   .              (24) 

Сравнивая (20), (22) с учетом (19), следуют нера-

венства 

1 1
d rn n ,  2 2

r dn n . 

Отсюда, учитывая, что согласно (19) 1 2
r rn n , по-

лучаем 

1 1 2 2
d r r dn n n n   .          (25) 

Тогда в силу (24), (25) выполняются неравенства 

1 21 2
p r r pn n n n   .           (26) 

Из выполнения (26) с учетом (21) следует выпол-

нение заданных условий прочности (14) для коэффи-

циента запаса 0
bn . Ограничения на параметр p  нахо-

дим из предположения существования условий проч-

ности (17), т. е. пусть 

1 2

1 1

p p

p p

n n


   
.        (27) 

Откуда следует 

1 2

p p p p

n
C

n n


  


.                   (28) 

Отметим, что поскольку 2 1 1p pn n  , то из (28) 

следует 0 1pC  . Если p pC  , то диапазон для 

варьирования значений коэффициента bn  равен ну-

лю, т. е. в этом случае 1 2( ) / 2p p
bn n n  , что трудно 

выполнить на практике при заданных 1
pn , 2

pn . Итак, 

при p pC   возможно выполнение заданных условий 

прочности (14) для коэффициента 0
bn  с применением 

скорректированных условий прочности (17) и при-

ближенного решения, которое порождает для напря-

жения b  такую погрешность  , что | |  p   .  

Теорема 2 доказана. 

Скорректированные эквивалентные условия 

прочности, учитывающие погрешность напряже-
ний. На практике для решения задач теории упруго-

сти, сформулированных для трехмерных композит-

ных конструкций, применяются численные методы, 

например ММКЭ [10–12], которые порождают реше-

ния с малой погрешностью. В связи с этим возникает 

необходимость учитывать погрешность решений  

в эквивалентных условиях прочности. В работе [16] 

рассматриваются эквивалентные условия прочности 

без учета погрешности приближенных решений.  

Используя результаты работы [4], на основе  

теорем 1, 2 сформулируем скорректированные экви-

валентные условия прочности, которые учитывают 

погрешность решений. Скорректированные эквива-

лентные условия прочности отражает следующая  

теорема, в которой используются обозначения, вве-

денные в теоремах 1, 2. 

Теорема 3. Пусть для коэффициента запаса упру-

гой изотропной однородной конструкции bV  опреде-

лены эквивалентные условия прочности вида 

0
1 2
p p

bn n n  ,            (29) 

где 1
pn , 2

pn  – заданы, т. е. определен параметр p  (см. 

теорему 1); 0
bn  – коэффициент запаса прочности  

конструкции bV , отвечающий точному решению 

трехмерной задачи упругости, сформулированной для 

конструкции bV . Пусть для конструкции bV  опреде-

лено максимальное эквивалентное напряжение b , 

отвечающее приближенному решению задачи упруго-

сти. Пусть 

1 2

| |  p p p p

n
C

n n


    


,      (30) 

где 2 1| |p pn n n   ,   – относительная погрешность 

для напряжения b , т. е. 0 0( ) /b b b      , где 0
b  – 

максимальное эквивалентное напряжение конструк-

ции bV , отвечающее точному решению задачи упру-

гости, p  – оценка для погрешности  . 

Пусть коэффициент запаса bn  конструкции, отве-

чающий приближенному решению, удовлетворяет 
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скорректированным эквивалентным условиям проч-

ности вида 

1 2

1 1

p p

b

p p

n n
n 

   
.                (31) 

где /b T bn    , T  – предел текучести. 

Тогда коэффициент запаса 0
bn  конструкции, отве-

чающий точному решению, удовлетворяет эквива-

лентным условиям прочности (29), где 0 0/b T bn    . 

Доказательство теоремы 3 аналогично доказатель-

ству теоремы 2. Отметим, что p  можно рассматри-

вать как максимальную погрешность для максималь-

ного эквивалентного напряжения b  конструкции 

bV . Соотношения (31) представим в виде 

1 21 2(1 ) (1 )p p
bn n n      , 

или, учитывая (13), имеем 

1 1 2 2(1 ) (1 )bpn n pn      ,                (32) 

где величины 1 , 2  определяются с помощью по-

грешности p  напряжения b  по формулам 

1

1
1

1 p

  
 

,  2

1
1

1 p

  
 

,  0 1p   ,       (33) 

здесь p  – коэффициент эквивалентности. 

Основные положения метода эквивалентных 

условий прочности. Рассмотрим консольную компо-

зитную балку 0V  регулярной структуры (которая рас-

положена в декартовой системе координат Oxyz ) 

длиной 1536 600L h  , квадратного сечения разме-

рами H H , где 128 50H h   (рис. 1). Балка 0V  

состоит из пластичных материалов и имеет статиче-

ское нагружение ( , , )zq x y z . 

 

 
 

Рис. 1. Характерные размеры балки 0V  

 

Fig. 1. The characteristic sizes of the beam 0V  

 
Регулярная ячейка 0G  композитной балки 0V  имеет 

размеры 8 8 8h h h  , в которой расположены про-

дольные волокна сечением h h  (рис. 2, сечения  

волокон закрашены, 16 волокон). Таким образом,  

балка армирована продольными волокнами – сече- 

нием h h , расстояние между волокнами равно h . 

Волокна являются изотропными однородными телами  

и имеют одинаковые модули упругости. 

Если толщина волокон меньше 0,5 мм, то такие 

волокна образуют микронеоднородную структуру [17]. 

Пусть 600 ммL  , 50 ммH  , тогда 0,3906h   мм, 

т. е. балка 0V  размерами 5 60 5 см   имеет микроне-

однородную регулярную волокнистую структуру. 

 

 
 

Рис. 2. Регулярная ячейка 0G  

 

Fig. 2. Regular cell 0G  

 
Для коэффициента запаса 0n  композитной балки 0V  

заданы условия прочности вида (5). Требуется опре-

делить коэффициент запаса 0n  данной балки, т. е. 

проверить, удовлетворяет ли балка 0V  заданным  

условиям прочности. Для решения данной задачи  

используем МЭУП, основные положения которого 

рассмотрим (для простоты изложения, не теряя общ-

ности суждений) на примере балки 0V  с микронеод-

нородной регулярной структурой. Базовое регулярное 

разбиение 0R  балки 0V  состоит из (базовых) односе-

точных КЭ (1сКЭ) h
jV  1-го порядка формы куба  

со стороной h  [8], в которых реализуется трехмерное 

НДС. Разбиение 0R  учитывает микронеоднородную 

структуру балки, порождает равномерную мелкую 

(базовую) сетку с шагом h  размерности 

129 1537 129   и дискретную модель с общим  

числом узловых неизвестных МКЭ 0 76681728N  , 

ширина ленты системы уравнений (СУ) МКЭ равна 

0 50316b  . Реализация МКЭ для базовой модели 0R  

(более 76 млн узловых неизвестных) требует больших 

ресурсов ЭВМ. Построение последовательности ре-

шений связано с применением процедуры измельче-

ния базового разбиения, которая для композитной 

структуры балки 0V  является сложной и труднореали-

зуемой, так как каждый шаг измельчения приводит  

к резкому увеличению размерности дискретной зада-

чи. Отметим, что шаг базового регулярного разбиения 

0R  композитной балки 0V  не может быть больше h , 

так как сечение волокна имеет размеры h h . 

Согласно МЭУП, введем изотропную однородную 

балку bV  такую, что балки bV , 0V  имеют одинаковые 
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форму, размеры, заданные закрепления и нагружения, 

но отличаются модулями упругости. Модули упруго-

сти балки bV  равны модулям упругости волокна бал-

ки 0V . Реализация МЭУП сводится к построению 

скорректированных эквивалентных условий прочно-

сти (32) и к определению коэффициента запаса bn  

тела bV , т. е. к определению коэффициента  

эквивалентности p  для балки 0V  и к определению  

с помощью МКЭ максимального эквивалентного  

напряжения b  для тела bV  с погрешностью p . 

Коэффициент p  определяется по формуле 0 / bp    , 

где 0 , b  – максимальные эквивалентные напряже-

ния соответственно тел 0V , bV . Отметим, что нахож-

дение напряжения 0  по МКЭ (с применением одно-

сеточных КЭ формы куба со стороной h  [8]) для бал-

ки 0V  с учетом ее микронеоднородной структуры 

требует больших ресурсов ЭВМ. 

Для нахождения коэффициента эквивалентности p  

и напряжения b  предлагается следующая процедура. 

Для изотропного однородного тела bV  строим после-

довательность базовых регулярных разбиений (дис-

кретных моделей) 0
1{ }N

n nV  , состоящих из базовых 

1сКЭ ( )n
jV  1-го порядка формы куба со стороной nh . 

Дискретная модель 0
nV  имеет размерность 

( ) ( ) ( )
1 2 3

n n nn n n  , где 

( )
1 8 1nn n  , ( )

2 96 1nn n  , 

( )
3 8 1nn n  , 1,...,n N .       (34) 

Шаги базовой сетки по осям Ox , Oy , Oz  равны 

( ) / (8 )n
xh H n , ( ) / (96 )n

yh L n , ( ) / (8 )n
zh H n , так как 

12L H , то ( ) ( ) ( )n n n
n x y zh h h h   , причем, nh h , 

1,..., 1n N  . Отметим, что при n N  получаем 

Nh h  (для закона измельчения (34) при 16N    

имеем 16h h ), т. е. при 16n   размерности изотропной 

однородной дискретной модели 0
16V  и базового раз-

биения 0R  композитной балки 0V  одинаковы. Важно 

отметить следующее. Закон измельчения для разбие-

ний задается так, что каждое разбиение 0
nV  состоит из 

конечного числа одинаковых по форме и размерам 

таких областей b
nG , что область b

nG  и область регу-

лярной ячейки 0G  (рис. 2) имеют одинаковую форму, 

но отличаются характерными размерами. Для задан-

ного закона измельчения (34) область b
nG  имеет раз-

меры 8 8 8n n nh h h  . Область b
nG  отличается от об-

ласти регулярной ячейки 0G  (размерами 8 8 8h h h  , 

см. рис. 2) характерными размерами вида n nh h  ,  

где 1n  . При 16n   имеем 1n  , при 16n   

получаем 16 1  . 

Введем область 0
nG , форма и характерные размеры 

которой совпадают с областью b
nG , 1,...,n N . При 

этом область 0
nG  имеет композитную структуру, ко-

торая по виду совпадает со структурой регулярной 

ячейки 0G , т. е. область 0
nG  имеет такое же число 

волокон (с квадратным сечением размерами n nh h )  

и такое же их взаимное расположение, как в ячейке 0G  

(16 продольных волокон, см. рис. 2). Волокна в облас-

тях 0
nG , 0G  имеют одинаковые модули упругости. 

Области 0
nG , 0G , по сути, отличаются только масштаб-

ностью, т. е. формально можно записать 0
0n nG G  , 

где n  – коэффициент масштабности, 1n  , 

1,..., 1n N  . При n N  получаем 1N  , т. е. 

0
0NG G . Для закона измельчения (34) при 16n   

имеем 16 1  , т. е. 0
16 0G G . Отметим, что в области 

0
nG  учитывается неоднородная (волокнистая) струк-

тура. 

Заменяем в дискретной модели 0
nV  все одно- 

родные изотропные области b
nG  на композитные об-

ласти 0
nG . В результате на основе изотропной одно-

родной модели 0
nV  получаем композитную (базовую) 

дискретную модель, которую обозначим через 0
nR   

(в которой учитывается неоднородная структура). 

Таким образом, при 16n   композитная дискретная 

модель 0
16R  совпадает с базовой моделью 0R  компо-

зитной балки 0V , т. е. имеем 0
16 0R  R . Итак, дискрет-

ные модели 0
nV , 0

nR  имеют одинаковую форму, ха-

рактерные размеры и размерность, одинаковые закре-

пления и нагружения, но отличаются модулями упру-

гости. Согласно (34) размерности моделей 0
nV , 0

nR  

резко возрастают при увеличении n . Для понижения 

размерности дискретных моделей эффективно приме-

няются МнКЭ [10; 11; 13; 14]. Используя m – сеточ-

ные КЭ в дискретных базовых моделях 0
nV , 0

nR ,  

получаем соответственно m  – сеточные дискретные  

модели b
nV , nR , которые имеют одинаковую форму, 

характерные размеры, размерность, одинаковые за-

крепления и нагружения как балка 0V , но отличаются 

модулями упругости. Размерности m  – сеточных дис-

кретных моделей b
nV , nR  значительно меньше раз-

мерностей соответственно базовых моделей 0
nV , 0

nR . 

Процедура определения коэффициента эквивалентно-

сти p  заключается в следующем. Для дискретных 

моделей b
nV , nR  определяем соответственно макси-

мальные эквивалентные напряжения b
n , n , с по-

мощью которых находим коэффициент / b
n n np    , 

1,...,n N . Имеем np p  при n N . Пусть 
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1| | /n n n np p p    есть малая величина, тогда при-

нимаем np p . Пусть построена последовательность 

решений 12
1{ }b

n n , которая быстро сходится к точному 

решению и пусть 1| | /b b b
n n n n


       малая величина. 

Тогда считаем, что b
n  есть максимальное эквива-

лентное напряжение изотропного однородного тела 
bV  (найденное с погрешностью p ). Подставляя по-

лученные p , p  и заданные коэффициенты 1n , 2n   

в (32), определяем скорректированные эквивалентные 

условия прочности для композитной балки 0V . Коэф-

фициент запаса bn  для тела bV  находим по формуле 

/ b
b T nn    , где T  – предел текучести волокна. Если 

найденный коэффициент bn  удовлетворяет получен-

ным скорректированным эквивалентным условиям 

прочности вида (32), то коэффициент запаса 0n  ком-

позитной балки 0V  (см. рис. 1) удовлетворяет задан-

ным условиям прочности вида (5). 

Результаты численных экспериментов. Рас-

смотрим модельную задачу о расчете на прочность 

консольной балки 0V  с микронеоднородной волок-

нистой регулярной структурой размерами 

128 1536 128h h h  , h  – мало, задано (см. рис. 1). 

Балка 0V  состоит из пластичных материалов, имеет 

квадратное сечение размерами H H , где 128H h . 

Регулярная ячейка микронеоднородной структуры 

балки 0V  размерами 8 8 8h h h   имеет 16 одинаковых 

продольных волокон сечением h h  (см. рис. 2), т. е. 

балка армирована изотропными однородными про-

дольными волокнами сечением h h , расстояние  

между волокнами равно h . При 0y  : 0u v w   , 

т. е. в плоскости xOz , балка 0V  закреплена. Для ко-

эффициента запаса 0n  балки 0V  заданы условия 

прочности вида 

01,3 3,2n  .        (35) 

Для балки 0V  используем следующие исходные 

данные: 

0,3906h  ; 5T  ; 10vE  , 1cE  , 

0,3c v    , 0,0018,zq            (36) 

где cE , vE  ( c , v ) – модули Юнга (коэффициенты 

Пуассона) соответственно связующего материала  

и волокон, T  – предел текучести волокна, нагрузка zq  

действует на поверхности z H , 0,5L y L   (см. 

рис. 1). 

Для расчета балки 0V  используем МЭУП с приме-

нением МнКЭ. В расчетах используем однородные и 

композитные лагранжевые трехсеточные КЭ (3сКЭ) 

формы прямоугольного параллелепипеда. Основные 

положения построения 3сКЭ рассмотрим на примере 

композитного 3сКЭ (3)V  формы прямоугольного  

параллелепипеда размерами 8 16 8h h h   [10; 15]. 

3сКЭ (3)V  расположен в локальной декартовой  

системе координат Oxyz , который содержит две ре-

гулярных ячейки 0G  размерами 8 8 8h h h   компо-

зитной балки 0V . Вначале рассмотрим процедуру  

построения композитного лагранжевого двухсеточно-

го КЭ (2сКЭ) (2)
dV  размерами 8 8 8h h h  , который 

содержит одну регулярную ячейку 0G . В процедуре 

используем равномерную мелкую сетку dh  с шагом h  

размерности 9 9 9   и крупную сетку dH , вложен-

ную в мелкую, d dH h . На рис. 3 показана мелкая 

сетка dh  и крупная сетка dH , имеющая 125 узлов, 

которые отмечены точками. Мелкая сетка dh  порож-

дена базовым разбиением dR  2сКЭ (2)
dV , которое со-

стоит из 1сКЭ h
jV  1-го порядка формы куба со сторо-

ной h  (в которых реализуется трехмерное НДС, 

1,...,j M , M  – общее число 1сКЭ h
jV , 512M  )  

и которое учитывает микронеоднородную структуру 

2сКЭ (2)
dV . Волокна параллельны оси Oy , сечения 

волокон в плоскости Oxz  закрашены, 16 волокон 

(рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Мелкая и крупная сетки 2сКЭ 
(2)

dV  

 

Fig. 3. Small and large mesh 2gFE 
(2)

dV  

 

Полную потенциальную энергию Пd  базового 

разбиения dR  2сКЭ (2)
dV  представим [5; 8] 

  
512

1

1П ( [ ] )
2

T h T
d j j j j j

j

K


  q q q P ,                (37) 

где [ ]h
jK  – матрица жесткости, jP , jq – векторы уз-

ловых сил и перемещений 1сКЭ h
jV  базового разбие-

ния 2сКЭ, T – транспонирование. 

С помощью полиномов Лагранжа [5] на крупной 

сетке dH  определяем аппроксимирующие функции 

перемещений 2 2 2, ,u v w  для 2сКЭ (2)
dV , которые запи-

шем в форме 
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5 5 5

2

1 1 1

ijk ijk

i j k

u N u
  

 ,  
5 5 5

2

1 1 1

ijk ijk

i j k

v N v
  

 ,  

 
5 5 5

2

1 1 1

ijk ijk

i j k

w N w
  

 ,                  (38) 

где , ,ijk ijk ijku v w  – значения перемещений u, v, w  

в узле , ,i j k  сетки dH ; , ,i j k  – координаты целочис-

ленной системы координат ijk , введенной для узлов 

сетки dH  (см. рис. 3); ( , , )ijk ijkN N x y z  – базисная 

функция узла , ,i j k  сетки dH , , , 1,...,5i j k  , 

( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z , где 

5

1,

( )i

ii

x x
L x

x x



 




 , 
5

1,

( )j

jj

y y
L y

y y



 




 , 

 
5

1,

( )k

kk

z z
L z

z z



 




 ,                     (39) 

здесь , ,i j kx y z  – координаты узла , ,i j k  сетки dH   

в системе координат Oxyz  (см. рис. 3). 

Обозначим: ijkN N  ,  ijku u  ,  ijkv v  , 

 ,ijkw w   где , , 1,...,5i j k  , 1,...,125  . Тогда вы-

ражения (38) принимают вид 

125

2

1

u N u 


 , 
125

2

1

v N v 


 , 
125

2

1

w N w 


 .       (40) 

Обозначим через 1 125 1 125 1 125{ ,..., , ,..., , ,..., }T
d u u v v w wq  

вектор узловых перемещений сетки dH , т. е. вектор 

узловых неизвестных 2сКЭ (2)
dV . Используя (40), 

компоненты вектора jq  узловых неизвестных 1сКЭ 

h
jV  выражаем через компоненты вектора dq , в ре-

зультате получим равенство 

2[ ] j j dAq q ,           (41) 

где 2[ ] jA  – прямоугольная матрица, 1,...,512j  . 

Подставляя (41) в выражение (37), из условия 

/ 0d dП  q  получаем [ ] d d dK q F , где 

512
2 2

1

[ ] [ ] [ ][ ]T h
d j j j

j

K A K A


 ,    
512

2

1

[ ]Td j j

j

A


F P ,      (42) 

здесь [ ]dK  – матрица жесткости (размерности 

375 375 ), dF  – вектор узловых сил (размерности 

375) 2сКЭ (2)
dV . 

Рассмотрим построение лагранжевого трехсеточ-

ного КЭ (3сКЭ) (3)V , используя два 2сКЭ (2)
dV . Мел-

кая h  и крупная H  сетки 3сКЭ (3)V  показаны на 

рис. 4, узлы сетки H  отмечены точками, 12 узлов. 

Узлы мелкой сетки h  являются узлами крупных се-

ток dH  двух 2сКЭ (2)
dV , 1,  2d  . 

Полную потенциальную энергию П  3сКЭ (3)V  

представим в форме  

2

1

1
( [ ] )
2

T T
d d d d d

d

П K


  q q q F ,                 (43)  

где [ ],d dK F , dq  – матрица жесткости, векторы узло-

вых сил и перемещений 2сКЭ (2)
dV , 1,  2d  . 

 

 
 

Рис. 4. Мелкая h  и крупная H  сетки 3сКЭ 
(3)V  

 

Fig. 4. Small h and large H  mesh 3gFE 
(3)V  

 

С помощью полиномов Лагранжа на крупной  

сетке H  определяем аппроксимирующие функции 

перемещений 3 3 3, ,u v w  для 3сКЭ (3)V , которые запи-

шем в форме  

2 3 2

3

1 1 1

ijk ijk

i j k

u N u
  

 ,  
2 3 2

3

1 1 1

ijk ijk

i j k

v N v
  

 , 

2 3 2

3

1 1 1

ijk ijk

i j k

w N w
  

 ,                    (44) 

где , ,ijk ijk ijku v w  – значения перемещений u, v, w в 

узле , ,i j k  сетки H ; , ,i j k  – координаты целочис-

ленной системы координат ijk , введенной для узлов 

сетки H  (см. рис. 4); ( , , )ijk ijkN N x y z  – базисная 

функция узла , ,i j k  сетки H , , 1,2i k  , 1,2,3j  , 

( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z , где  

2

1,

( )i

ii

x x
L x

x x



 




 , 
3

1,

( )j

jj

y y
L y

y y



 




 ,  

2

1,

( )k

kk

z z
L z

z z



 




 ,                     (45) 

здесь , ,i j kx y z  – координаты узла , ,i j k  сетки H  в 

системе координат Oxyz , рис. 4. 

Обозначим: ijkN N  ,  ijku u  ,  ijkv v  , 

,ijkw w   где , 1,  2i k  , 1,  2,  3j  , 1,...,12  . То-

гда выражения (44) принимают вид 

12

3

1

u N u 


 ,  
12

3

1

v N v 


 ,  
12

3

1

w N w 


 .          (46) 
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Обозначим через 1 12 1 12 1 12{ ,..., , ,..., , ,..., }Tu u v v w w q  

вектор узловых перемещений крупной сетки H , т. е. 

вектор узловых неизвестных 3сКЭ (3)V . Используя 

(46), компоненты вектора dq  узловых неизвестных 

2сКЭ (2)
dV  выражаем через компоненты вектора q ,  

в результате получим 

3[ ] d dA q q ,                            (47) 

где 3[ ] dA  – прямоугольная матрица, 1,  2d  . 

Подставляя (47) в выражение (43), из условия 

/ 0П   q  получаем [ ] K  q F , где  

2
3 3

1

[ ] [ ] [ ][ ]T
d d d

d

K A K A


 ,   
2

3

1

[ ]T
d d

d

A


F F ,      (48) 

здесь ][ K  – матрица жесткости (размерности 

36 36 ), F  – вектор узловых сил (размерности 36) 

3сКЭ (3)V . 

Замечание 2. Решение, построенное для крупной 

сетки H  3сКЭ (3)V , с помощью формулы (47) проеци-

руется на мелкую сетку h  3сКЭ (3)V . Затем,  

с помощью формулы (41) определяем узловые пере-

мещения базовых разбиений 2сКЭ (2)
dV , что дает воз-

можность вычислять напряжения в любом 1сКЭ h
jV  

базового разбиения dR  2сКЭ (2)
dV , 1,  2d  . 

Замечание 3. В силу (41) размерность вектора dq  

(т. е. размерность 2СКЭ (2)
dV ) не зависит от общего 

числа M  1сКЭ h
jV , т. е. от размерности разбиения 

dR . Поэтому для учета в 2сКЭ микронеоднородной 

структуры можно использовать сколь угодно мелкие 

базовые разбиения
 dR , состоящие из 1сКЭ h

jV .  

В этом случае в 2сКЭ (2)
dV  (следовательно, и в 3сКЭ 

(3)V ) сколь угодно точно описывается трехмерное 

НДС (без введения дополнительных упрощающих 

гипотез). 

С помощью процедур, изложенных в работе [14], 

проектируются 2сКЭ для расчета композитных  

оболочек вращения, колец сложной формы и валов, 

которые имеют центральные круговые отверстия, 

композитных и однородных цилиндрических оболо-

чек, пластин и балок сложной формы, которые широ-

ко используются на практике. Процедура построения 

однородных МнКЭ аналогична процедуре построения 

композитных МнКЭ. 

Для композитной балки 0V  определяем изотроп-

ное однородное тело bV  (балку bV ). Тела 0V , bV  

имеют одинаковые форму, размеры, закрепление  

и нагружение, модули упругости тела bV  равны мо-

дулям упругости волокна. Используя закон измельче-

ния (34), строим по процедуре, описанной выше, 

трехсеточные дискретные модели b
nV , nR , состоящие 

соответственно из изотропных однородных и компо-

зитных 3сКЭ типа (3)V  размерами 8 16 8n n nh h h  , 

1,  12n  . Для дискретной изотропной однородной 

модели b
nV  находим решения b

nw , b
n , где b

nw , b
n  – 

максимальные перемещение и эквивалентное напря-

жение дискретной модели b
nV , 1,...,12n  . Эквива-

лентные напряжения определяем по 4-й теории проч-

ности. Результаты расчетов представлены в табл. 1. 

Анализ результатов расчетов показывает быструю 

равномерно монотонную сходимость приближенных 

решений ( b
nw , b

n ) к точному. Напряжения 

11 0,665b  , 12 0,686b  , отличаются на 3,061%  . 

Тестовые расчеты показывают, что в этом случае  

напряжение 12
b  найдено с погрешностью 10 15 % . 

Принимаем 0,15p  . Условие (30) для p  выполняет-

ся. Учитывая в (30) соотношения (13), (35), имеем 

0,15 0,42p pC    . Согласно (33) при 0,15p   

получаем 1 0,176  , 2 0,131  . Скорректированные 

эквивалентные условия прочности (32) для 1 0,176  , 

2 0,131   имеют вид 

1 21,176 0,869bpn n pn  ,                    (49) 

где bn  – коэффициент запаса тела bV , определяемый 

с помощью МКЭ. 

 

Результаты расчетов балки 
bV  

 

b
nV  

b
nw  

b
n  b

nV  
b
nw  

b
n  

1
bV  204,851 0,377 7

bV
 

238,033 0,569 

2
bV  228,503 0,489 8

bV
 

238,263 0,595 

3
bV  234,023 0,524 9

bV
 

238,422 0,620 

4
bV  236,109 0,537 10

bV
 

238,545 0,643 

5
bV  237,119 0,543 11

bV
 

238,630 0,665 

6
bV

 
237,683 0,547 12

bV
 

238,697 0,686 

 
Отметим, что трехсеточная дискретная модель 

12
bV , состоящая из лагранжевых 3сКЭ типа (3)V  

( 1,...,32768  ) размерами 12 12 128 16 8h h h  , имеет 

12 73008bN   узловых неизвестных МКЭ, ширина  

ленты СУ МКЭ равна 12 1059b  . Реализация МКЭ 

для дискретной модели 12
bV  требует  

в 0 0

12 12

76681728 50316
49903,566

73008 1059b

N b
k

N b

 
  


 раз 

меньше объема памяти ЭВМ, чем для базовой модели 

0R  балки 0V , что показывает высокую эффектив-

ность применения лагранжевых 3сКЭ типа (3)V  в рас-

четах. Коэффициент эквивалентности p  для компо-

зитной балки 0V  определяем с помощью процедуры, 

которая описана выше. Дискретные модели b
nV , nR , 
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9,  11, 12n   построены с помощью 3сКЭ типа (3)V на 

основе базовых регулярных разбиений соответствен-

но размерностей: 73 865 73  , 89 1057 89   и 

97 1153 97  . Коэффициенты эквивалентности np  

находим по формуле / b
n n np    , где n , b

n  – мак-

симальные эквивалентные напряжения соответствен-

но моделей nR , b
nV , 9,  11, 12n  . В результате расче-

тов получаем: 9 3,002p  , 11 3,000p  , 12 2,999p  . 

Относительные погрешности для найденных коэффи-

циентов 9p , 11p , 12p  равны 

1 11 9 11(%) 100% | | /

100% | 3,002 3,000 | /3,000 0,066%

p p p    

   
, 

2 22 11 12(%) 100% | | /

100% | 3,000 2,999 | /2,999 0,033%

p p p    
   

. 

Поскольку 9 11 12p p p   и 2  самая малая вели-

чина, то считаем, что коэффициент эквивалентности 

равен 12 2,999p p  . Подставляя в (49) 2,999p  , 

1 1,3n  , 2 3,2n  , получаем 

4,584 8,339bn  .                         (50) 

Коэффициент запаса однородного тела bV  равен 

12/ 5 / 0,686 7,288b
b Tn      , который удовлетво-

ряет скорректированным эквивалентным условиям 

прочности (50). Это означает, что коэффициент запаса 

0n  композитной балки 0V  удовлетворяет заданным 

условиям прочности (35). 

Проведем проверочные расчеты. На основе базо-

вого разбиения 0R  балки 0V  с применением 3сКЭ 

(3)V  строим трехсеточные дискретные модели:  

композитную 16R  и изотропную однородную 16
bR , 

отвечающие закону измельчения (34) при 16n  . 

Считаем, что напряжения 16 2,279  , 16 0,762b   

отвечают точным решениям, т. е. 0 16   , 16
b

b   . 

Тогда коэффициент запаса для композитного тела 0V  

равен 0 0/ 5 / 2,279 2,194Tn      , т. е. 0 2,194n   

удовлетворяет заданным условиям прочности (35), 

что подтверждает аналогичный вывод, полученный с 

помощью МЭУП. 

Коэффициент эквивалентности 0p  (отвечающий 

точным решениям) для балки 0V  равен 

0 0 / 2,279 / 0,762 2,990bp      . Отметим, что ко-

эффициенты 2,999p   и 0 2,990p   отличаются на 

0,301 %, т. е. в самом деле, можно принять 0p p . 

Размерность базовой дискретной модели 0
12V  (сет-

ка которой при 12n   имеет размерность 

97 1153 97  , см. формулы (34)) равна 32517504, ши-

рина ленты СУ МКЭ равна 28524. Число узловых не-

известных МКЭ трехсеточной дискретной модели 12
bV  

равно 73008, ширина ленты СУ МКЭ равна 1059. Реа-

лизация МКЭ для однородной изотропной трехсеточ-

ной дискретной модели 12
bV  требует в 

2

32517504 28524
11996,685

73008 1059
k


 


 раз меньше объема 

памяти ЭВМ, чем для базовой модели 0
12V , состоящей 

из известных 1сКЭ формы куба со стороной 12h . 

Заключение. Предложен метод эквивалентных 

условий прочности для расчета на статическую проч-

ность конструкций (пластины, балки, оболочки) с не-

однородной, микронеоднородной регулярной струк-

турой при заданных условиях прочности. Реализация 

метода сводится к расчету на прочность изотропных 

однородных тел с применением эквивалентных усло-

вий прочности, построенных на основе заданных. При 

расчете однородных тел по МКЭ используются 

МнКЭ, которые порождают дискретные модели ма-

лой размерности и решения с малой погрешностью. 

Реализация предлагаемого метода требует малых  

ресурсов ЭВМ. 
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COMPARISON OF METHODS FOR INITIALIZING STARTING POINTS  

ON THE OPTIMIZATION GENETIC ALGORITHM 

 

A. A. Pavlenko 

 

Reshetnev Siberian State University of Science and Technology 

31, Krasnoyarsky Rabochy Av., Krasnoyarsk, 660037, Russian Federation 

E-mail: saaprepod@mail.ru 

 

The way to initialize the starting points for optimization algorithms is one of the main parameters. Currently used 

methods of initializing starting points are based on stochastic algorithms of spreading points. In a genetic algorithm, 

points are Boolean sets. These lines are formed in different ways. They are formed directly, using random sequences 

(with uniform distribution law) or formed using random sequences (with uniform distribution law) in the space of real 

numbers, and then converted to boolean numbers. Six algorithms for constructing multidimensional points for global 

optimization algorithms of boolean sets based on both stochastic and non-random point spreading algorithms are de-

signed. The first four methods of initialization of Boolean lines used a random distribution law, and the fifth and sixth 

methods of initialization used a non-random method of forming starting points-LP sequence. A large number of opti-

mization algorithms were restarted. Calculations of high accuracy were used. The research was carried out on the ge-

netic algorithm of global optimization. The work is based on Acly function, Rastrigin function, Shekel function, 

Griewank function and Rosenbrock function. The research was based on three algorithms of srarting points spreading: 

LP sequence, UDC sequence, regular random spreading. The best parameters of the genetic algorithm of global opti-

mization were used in the work. As a result, we obtained arrays of mathematical expectations and standard deviations 

of the solution quality for different functions and optimization algorithms. The purpose of the analysis of ways to initial-

ize the starting points for the genetic optimization algorithm was to find the extremum quickly, accurately, cheaply  

and reliably simultaneously. Methods of initialization were compared with each other by expectation and standard  

deviation. The quality of the solution is understood as the average error of finding the extremum. The best way of ini-

tialization of starting points for genetic optimization algorithm on these test functions is revealed. 

 

Keywords: genetic optimization algorithm, points initialization methods. 

 

СРАВНЕНИЕ СПОСОБОВ ИНИЦИАЛИЗАЦИИ НАЧАЛЬНЫХ ТОЧЕК  

НА ГЕНЕТИЧЕСКОМ АЛГОРИТМЕ ОПТИМИЗАЦИИ 

 

А. А. Павленко 

 

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 

Российская Федерация, 660037, г. Красноярск, просп. им. газ. «Красноярский рабочий», 31 

E-mail: saaprepod@mail.ru 

 

Способ инициализации начальных точек для алгоритмов оптимизации является одним из главных парамет-

ров. Сегодня используются способы инициализации начальных точек, основанные на стохастических алгорит-

мах разброса точек. В генетическом алгоритме точки представляют собой булевые строки. Эти строки 

формируются по-разному: напрямую с помощью случайных последовательностей (с равномерным законом 

распределения) или с помощью случайных последовательностей (с равномерным законом распределения)  
в пространстве вещественных чисел, а потом преобразуют вещественные числа в булевые. Спроектированы 

шесть алгоритмов построения многомерных точек для алгоритмов глобальной оптимизации – булевых строк, 
основанные как на стохастических, так и на неслучайных алгоритмах разброса точек. В первых четырех спо-

собах инициализации булевых строк использовался случайный закон распределения, а в четвертом и пятом 

способе инициализации использовался неслучайный способ формирования начальных точек – ЛП последова-

тельность. Применялось большое количество повторных запусков алгоритмов оптимизации. Использовалась 
достаточно высокая точность вычислений. Исследования проводились на генетическом алгоритме глобальной 
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оптимизации. Использовались функция Акли, функция Растригина, функция Шекеля, функция Гриванка и функ-
ция Розенброка. Исследования проводились с использованием трех алгоритмов разброса начальных точек:  
ЛП последовательность, UDC последовательность, равномерный случайный разброс. В работе использова-

лись лучшие параметры генетического алгоритма глобальной оптимизации. На выходе получены массивы  

математических ожиданий и среднеквадратических отклонений качества решения для разных функции  

и оптимизационных алгоритмов. Цель анализа способов инициализации начальных точек для генетического 

оптимизационного алгоритма заключалась в нахождении экстремума одновременно быстро, точно, дешево  

и надёжно. Способы инициализации сравнивались между собой по математическому ожиданию и среднеквад-

ратическому отклонению. Под качеством решения понимается среднестатистическая ошибка нахождения 
экстремума. Выявлен лучший способ инициализации начальных точек для генетического алгоритма оптимиза-

ции на данных тестовых функциях. 
 

Ключевые слова: генетический алгоритм оптимизации, способы инициализации точек. 
 

Introduction. The genetic algorithm of global optimi-

zation [1] differs from the others in Economics, Finance, 

and banking. In the genetic algorithm, points are repre-

sented as boolean sets. These lines can be formed in dif-

ferent ways: directly, using random sequences (with regu-

lar distribution law) or spreading points using random 

sequences (with a regular distribution law) in the space of 

real numbers, and then convert them into Boolean ones. 

The research is based on Acly function, Rastrigin func-

tion, Shekel function, Griewank function and Rosenbrock 

function. [2]. LP sequence [3], UDC sequence, uniform 

random spread are very interesting and efficient algo-

rithms for spreading starting points. Recent studies in this 

area were carried out in the works [4]. These studies were 

applied to specific practical problems, there was no goal 

in averaging these parameters, in testing on a large num-

ber of practical problems of a complex type of the tested 

function [5]. LP sequences is a point spreading algorithm 

based on the matrix of irreducible Marshall Polynomials. 

UDC sequence is an algorithm for regular distribution of 

points over all coordinates in multidimensional space [6] 

regardless of the number of spread points [7]. Regular 

random spread [8] is a stochastic point spreading algo-

rithm using the normal distribution law. 

The best parameters of the genetic algorithm of global 

optimization were used [9]. 

Parameter description. The paper used the best pa-

rameters of the genetic algorithm of global optimization: 

1. Selection – tournament 4 participants. 

2. Recombination – 2-point, the probability of cross-

ing – 0.8. 

3. Probability of mutation 0.001 

4. Binary coding. 

Additional parameters used: 

1. The size of the space of the studied regularity – 2. 

2. Total number of spreading points (boolean sets) – 

50. 

3. The maximum number of steps of the algorithm 

(generations) – 200. 

4. The accuracy of finding the extremum – 0.0001. 

5. The number of repeated runs of the algorithm – 

400. 

6. Boundaries of the study area отfrom –45 to +45  

on each coordinate. 

We used six methods of initialization: 

Method 1: using random sequences (with regular dis-

tribution law), a real number from 1 to 100 is obtained. If 

the resulting number is less than 50, the corresponding bit 

of the boolean set [10] takes the value 1, otherwise 0. This 

produces boolean sets (fig. 1). 

Method 2: using random sequences [11], we obtain  

a real number from 1 to K, where K is the maximum  

real number obtained if each bit of the boolean set is 

equal to 1. Then, this real number is converted to a boo-

lean set by the conversion rules. This produces boolean 

sets (fig. 2). 

Method 3. The third method is equal to the first but 

with the checking of boolean sets for repeatability (fig. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 1. The first method of initialization 

 

Рис. 1. Первый способ инициализации 
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Method of initialization 2 
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Fig. 2. The second method of initialization 

 

Рис. 2. Второй способ инициализации 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 3. The third method of initialization 

 

Рис. 3. Третий способ инициализации 

 

 

Method 4. The fourth method is equal to the second 

one but with the checking of real numbers for repeatabil-

ity (fig. 4). 

Method 5: with the help of the LP sequence, a real 

number from 1 to 100 is obtained. If the resulting number 

is less than 50, the corresponding bit of the boolean  

set will be 1, otherwise 0. This produces boolean sets  

(fig. 5). 

Method 6: using the LP sequence, we obtain a real 

number from 1 to K, where K is the maximum real  

number obtained if each bit of the boolean set was equal 

to 1. Then, this real number is converted into a boolean 

set (fig. 6). 

As a result, we get arrays of mathematical expecta-

tions and standard deviations of the solution quality for 

different functions and optimization algorithms [12]. The 

quality of the solution is the average error of finding the 

extremum [13]. 

Recent experiments in this area were carried out in the 

works of the scientist [7]. In his works, binary lines were 

formed without taking into account the check for repeatability. 

Experimental part. The initialization methods are 

compared with each other on a genetic algorithm, accord-

ing to math expectation, on the first function. The best 

way to initialize on a six-point scale is determined. Then 

they are compared on the second function, etc. 
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Method of initialization 6 
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Fig. 4. The fourth method of initialization 

 

Рис. 4. Четвёртый способ инициализации 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 5. The fifth method of initialization 

 

Рис. 5. Пятый способ инициализации 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 6. The sixth method of initialization 

 

Рис. 6. Шестой способ инициализации 
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Table 1 

Percentage of finding the extremum for the algorithm by absolute value 
 

Method of initialization (I) 
 

1 2 3 4 5 6 
Best I 

1 4.00 3.50 2.75 2.25 3.50 3.25 1 

2 7.25 7.50 7.25 7.75 8.50 7.25 5 

3 0 0 0 0 0 0 –

F
u

n
ctio

n
 

4 0 0.25 0 0.75 1.00 0.25 5 

Total       5 

 

 

Table 2 

The quality of the solution for the Genetic algorithm by absolute value 
 

Method of initialization (I) 
Function 

1 2 3 4 5 6 

Best I by 

М 

Best I by 

 

М 
0.2431 0.2453 0.2511 0.2401 0.2231 0.2370 

1 
 0.2127 0.2035 0.2221 0.2177 0.2076 0.2077 

5 2 

М 
0.0613 0.0585 0.0629 0.0586 0.0533 0.0598 

2 
 0.0512 0.0495 0.0725 0.0553 0.0310 0.0456 

5 5 

М 0.5001 0.5478 0.5091 0.4904 0.4433 0.4455 
3 

 0.3947 0.5188 0.3718 0.3459 0.0055 0.0422 
5 5 

М 
1.7635 1.7237 1.7866 1.7827 0.9066 1.9681 

4 
 1.5675 1.7093 1.6367 1.6068 0.4152 1.8819 

5 5 

Places by М 5 4 6 2 1 3   

Places by  3 3 5 4 1 2   

Total 5 4 6 3 1 2   

 

 

After that, the points obtained for all functions for 

each initialization method are summed up [14]. The larger 

the amount, the better place takes one or another method 

of initialization. The places got in this way are recorded  

in the tab. 1 and 2. 

Then the whole cycle is repeated for the standard de-

viation (). After that, the obtained places by math expec-

tation (M) and by  are summed up and compared again 

[15]. Eventually we will know: 

1. The best initialization method for each of the func-

tions when using a genetic algorithm, both by math ex-

pectation and by . 

2. The best and the worst methods of initialization on 

average for all four optimization functions, both by math 

expectation and by , and in general, when using a ge-

netic algorithm. 

Results. As we know, the goal of any optimization  

algorithm is to find the extremum as quickly, more accu-

rately, cheaper and more reliable as possible. 

The percentage of finding the extremum, on average, 

for all optimization functions is better for the initialization 

method 5 (tab. 2), it follows that the initialization method 

5 has the greatest reliability (probability) of finding the 

extremum. 

We prove that at 50 points, the algorithm calculates 

200 steps (generations), on average, for 1/400 seconds. 

Accuracy is the inverse of an error. The higher the ac-

curacy, the smaller the error. The higher the accuracy 

obtained, the smaller the number takes the characteristic 

on a six-point scale, which means that the characteristic is 

better. 

For the genetic algorithm (tab. 1) the smallest error of 

finding the extremum (quality of solution) according to 

the expected value for the first function characterizes the 

method of  initialization 5, this means that the method 5 

has the highest accuracy of finding the extremum. For the 

genetic algorithm, the initialization method 5 also has the 

highest accuracy of finding the extremum by mathemati-

cal expectation for the function 2–4. On average, for the 

genetic algorithm, the initialization method 5 has the 

highest accuracy of finding the extremum. 

For the genetic algorithm, the smallest error of finding 

the extremum by  for the function 1 (error) is in the ini-

tialization method 2, and for the function 2–4 – in the 

initialization method 5. On average, for a genetic algo-

rithm, the smallest error is that the resulting expectation 

value is the average expectation value of the initialization 

method 5. 
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Since, on average, for the genetic algorithm, the high-

est accuracy of finding the extremum and the smallest 

error of the result obtained is in the initialization method 

5, then, on average, the initialization method 5 is the best 

initialization method for the genetic algorithm and takes 

the first place. 

To compare the method of initialization 5, for exam-

ple, with the applied now numerical method of initializa-

tion 1, the comparison of these methods in percentage 

being conducted in relation to the method of initialize- 

tion 1 for each function, and then taken the arithmetic 

average of these percentages for all functions. 

As a result, it became obvious that in the genetic algo-

rithm, the initialization method 5 is better than the initiali-

zation method 1 by an average of 20 % and the applica-

tion of check in boolean initialization does not lead to 

positive result, and in real – leads. 

Conclusion. The genetic algorithm of global optimi-

zation based on Acly function, Rastrigin function, Shekel 

function, Griewank function and Rosenbrock function is 

analyzed. The research was carried out on six methods of 

initialization of boolean sets, using three algorithms of 

spreading initial points: LP sequence, UDC sequence, 

uniform random spread. Studies show that, on average, 

the initialization method 5 is the best initialization method 

for the genetic algorithm, and it follows that the initializa-

tion method 5 is very promising. It must be taken  

into account that the initialization method 5 is based on a 

non – random algorithm of spreading points LP se-

quence. This provides an incentive for further study of the 

LP sequence, and once again confirms its effectiveness. 
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ATTRIBUTE FEATURES APPLICATION IN SPECIFICATION 

OF REGRESSION MODEL OF APARTMENTS COST 

 

O. V. Pashkovskaya*, D. V. Brening 
 

Reshetnev Siberian State University of Science and Technology 

31, Krasnoyarsky Rabochy Av., Krasnoyarsk, 660037, Russian Federation 
*E-mail: pashkovskaya@sibsau.ru 

 

In the study of statistical data with a pronounced endogenous variable, it is necessary to identify factors (explana-

tory variables) that have a strong impact on the result. In this, factors can be both quantitative and attributive. To as-

sess influence of numerical features, regression analysis methods can be used. Influence of attributive features is not 

taken into account. However, often these are they who make the decisive contribution to variation of the result. It is 

necessary to develop methods for analyzing influence of attributive features and accounting for these features in regres-

sion models. 

On the example of sets of apartments proposed for sale in the city of Krasnoyarsk, a new method is used to assess 

influence of attributive features on the quantitative using ranking them in accordance with their influence on the en-

dogenous variable. Method of fictitious variables is used to analyze the attribute features. Each attribute with m values 

is assigned (m-1) dummy variables and a regression model is constructed. Influence of exogenous variables can be ex-

pressed using standardized regression coefficients. In this case, influence of attributes can be estimated by cumulative 

correlation coefficient calculated on the basis of a regression model with fictitious variables. 

For further research, set is proposed to rank, assigning each element a "rank" – value of a standardized coefficient 

which reflects closeness of the relationship with the endogenous variable. Thus, all features have a numerical value.  

A standardized regression model is constructed. 

Proposed approach can be used in the analysis of statistical aggregates, units of which are characterized by quanti-

tative and attributive features. 

 

Keywords: attributive features (qualitative variables), ranking of variables, correlation, standardized multiple  

regression model. 

 

 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АТРИБУТИВНЫХ ПРИЗНАКОВ ПРИ СПЕЦИФИКАЦИИ  

РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ СТОИМОСТИ КВАРТИР 

 

О. В. Пашковская*, Д. В. Бренинг 

 

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 

Российская Федерация, 660037, г. Красноярск, просп. им. газ. «Красноярский рабочий», 31 
*E-mail: pashkovskaya@sibsau.ru 

 

При изучении статистических совокупностей с явно выраженной эндогенной переменной, необходимо  

выявить факторные признаки, которые оказывают сильное влияние на результат. При этом факторные  
признаки могут быть, как количественными, так и атрибутивными. Для оценки влияния числовых признаков 
можно использовать методы регрессионного анализа. Влияние атрибутивных признаков не учитывается.  
Однако часто именно они вносят решающий вклад в вариацию результата. Необходимо разработать методы 

анализа влияния атрибутивных признаков и учета этих признаков в регрессионных моделях. 
На примере совокупности квартир, предлагаемых к продаже в г. Красноярске, применен новый метод оцен-

ки влияния атрибутивных признаков на количественные с использованием ранжирования их в соответствии  

с их влиянием на эндогенную переменную. Для анализа атрибутивного признака используется метод фиктивных 
переменных. Каждому атрибуту, имеющему m значений, ставится в соответствие m-1 фиктивная перемен-

ная, строится регрессионная модель. Силу влияния экзогенных переменных можно выразить с помощью  

стандартизированных коэффициентов регрессии. В этом случае влияние атрибутов можно оценить  
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совокупным коэффициентом корреляции, вычисленным на основе регрессионной модели с фиктивными пере-
менными. 

Для дальнейшего исследования совокупность предлагается ранжировать, присваивая каждому элементу 
«ранг» – значение стандартизированного коэффициента, который отражает тесноту связи с эндогенной 

переменной. Таким образом, все признаки имеют числовое значение. Построены стандартизированные регрес-
сионные модели. 

Предлагаемый подход можно использовать при анализе статистических совокупностей, единицы которых 
характеризуются количественными и атрибутивными признаками. 

 

Ключевые слова: атрибутивные признаки, ранжирование переменных, корреляция, стандартизированная 
модель множественной регрессии. 

 

Introduction. To assess influence of factor variables 

on a endogenous variable, various econometric tools are 

used [1–14]. For example, in the work, published earlier 

[1], cost of an apartment in aggregate of apartments  

offered for sale in the housing market in the city of Kras-

noyarsk in 2017, a regression model is being constructed, 

in which quantitative explanatory variables (total area, 

residential area and others) are used. As a result, some 

characteristics were obtained, according to which the de-

gree of influence of any factor [1–14] was estimated. 

When studying the aggregate of apartments, offered  

for sale on the primary housing market in the city of Kras-

noyarsk in 2017 [15], it was revealed that a strong influ-

ence on the price of an apartment, in addition to quantita-

tive, such characteristics as total area of the apartment, 

qualitative variables: district of the city, in which the 

house is located and material from which this house is 

built, also exert influence. 

If the statistical analysis of numerical features does 

not cause any difficulties, but when dealing with qualita-

tive variable, various difficulties arise: meaning of attrib-

ute is represented by the word - attribute, data needs rang-

ing, substituting each meaning by rank. If, when ranking, 

values are replaced simply by serial numbers, then the 

numerical value will distort influence on the resultant 

attribute. For example, when ranking on the basis of “dis-

trict”, apartments in Akademgorodok are given rank 12, 

and apartments in Pokrovka are ranked 6. It turns out that 

apartments in the same region are twice “bigger” than in 

the other. The question arises, why exactly twice, and is it 

really “bigger” or is it just an unconfirmed guess of the 

researcher? 

For the studied aggregate [5], it is proposed to apply a 

new method for assessing influence of qualitative variable 

on the endogenous variable. We distinguish two attribute 

signs: wall materials and region in which the house is 

built. We will develop this method for a set of one-room 

apartments, and then test it on a set of 2, 3, 4-room apart-

ments. 

Method of fictitious variables. When studying influ-

ence of attributive features, method of fictitious variables 

will be used. 

Let us evaluate influence of the district (z), in which 

the house is built, on formation of the price of apartment 

(y) (structure of the studied phenomenon is shown  

in fig. 1). 

To account for the qualitative variable (z), we intro-

duce twelve fictitious variables z1, z2, ... z12 into the re-

gression model. Based on available sample of one-room 

apartments (volume of 765 elements), we calculate esti-

mates of parameters of regression equation. Regression 

equation will be built in a standardized form: 


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12

0.68 4.43 4.63 2.23

13.42 7.55 7

11.78

1.96

5.05 33.98

.87 16.58

2.42

0.25

0.04

0.09 0.6

0.01 0.08 0.01 0.05

0.30 0.18 0.14 0.4

0.04 .

4

0

y z z z z z

z z z z z
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
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





 







 (1) 

where yt  is the price of apartment (standardized variable 

corresponding to the value of the apartment), y

y

y y
t

s


 ), 

1 2 12
, , ,z z zt t t  standardized fictitious variables, corre-

sponding to attributive feature “district”, xt  – total area 

(standardized variable); for evaluating each parameter, the 

observed value of t-statistics is given below. 

In equation (1) adjusted coefficient of determination 

was 82.6 %, what indicates high quality and statistical 

significance of constructed equation. 

To assess influence of qualitative variable (z) – “dis-

trict”, basing on the constructed correlation matrix, we 

calculate total correlation coefficient: 

   
2 2 121 1 11 12

0.012 0.029 0.092 0.268 0.404.

yz yzy z z z
r r r     

       

 


. 

Share of influence of quantitative feature in the ex-

plained variation was 51.2 %, and of qualitative variable – 

48.7 %. 

Next, we evaluate influence of material of the house 

walls (u) on formation of apartment price (y) (structure  

of the phenomenon is shown in fig. 2). 

To account for the qualitative variable (u), we intro-

duce two fictitious variables u1, u2 into the regression 

model. Let's build a standardized regression model: 


1 24.2 1.90 27.8 77

0.05 0. 10.11 7y u u xt t t t


  .                 (2) 

For evaluation influence of attribute (u) – “wall  

material”, based on constructed correlation matrix 

1 0.088 0.174 0.709

0.088 1 0.198 0.045
.

0.174 0,198 1 0.145

0.709 0.045 0.145 1

Q

 
   
 
 
 

 let’s calculate 

total correlation coefficient: 

       
1 221 1 2

0.11 0.088 0.018.0.05 0.174

yuy u yuu
r r r    

      
.  
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Fig. 1. Distribution of offered for sale one-room apartments 

by district of the city Krasnoayarsk, 2017 year 

 

Рис. 1. Распределение предлагаемых к продаже однокомнатных квартир  

по районам, г. Красноярск, 2017 г. 

 

 

 

 
 

Fig. 2. Distribution of offered for sale one-room apartments 

by wall material, Krasnoyarsk, 2017 year 

 

Рис. 2. Распределение предлагаемых к продаже однокомнатных квартир  

по материалу стен, г. Красноярск, 2017 г. 

 

 

Ranking of aggregate. In the initial population, we 

replace values of attribute features with corresponding 

standardized regression coefficients, thus assigning each 

element a “rank”. 

Now, in aggregate under consideration, all the features 

are quantitative. We get the following regression equation: 


39.9 5.93 34.2 95

0.09 0.550.63y u zxtt t t   .                     (3) 

Equation (3) by 81.6 % explains change in the price  

of apartments (adjusted coefficient of determination  

is 0.815) and with probability of 99 % is statistically sig-

nificant, standard mistake is S = 0.43. 

Approbation. In analogy, we analyze aggregate of 

two-room apartments (547 units of observation). In this 

aggregate, average apartment area is 55.13 square meters. 

m, average price of 1 square. m – 48.41 thousand rubles, 
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average cost of an apartment – 2668.93 thousand rubles. 

Structure of aggregation is shown in fig. 3–4. 

In this population, there is a very strong influence of 

qualitative variable – part of influence of the qualitative 

variable in the overall determination coefficient is –  

49.12 %. The resulting equation is: 


30. 1.24 29 347 . 1

0.00.58 2 0.57y ux zt ttt


 . 

Statistically significant with probability of 99 % (ad-

justed coefficient of determination is equal to 0.818). 

Next, we analyze sample of three-room apartments 

(200 units of observation). In this aggregate, average 

apartment area is 76.62 square meters, average price  

of 1 square. m – 51.05 thousand rubles, average cost of an 

apartment is – 3910.94 thousand rubles. The structure  

of aggregate is shown in fig. 5, 6. 

 
 

 

Replacing attribute feature values with standardized coefficients 
 

Wall material District 
№ 

Cost of apartment, 

thousand rubles 

Area of apart-

ment, apt. m Attributes Rank Attributes Rank 

1 1863 48.27 Monolith –0.11 Myasokombinat –0.302 

2 1262 31.77 Monolith –0.11 Муаsokombinat –0.302 

3 1010 26.01 Monolith –0.11 Myasokombinat –0.302 

4 1010 26.01 Monolith –0.11 Myasokombinat –0.302 

5 1646 42.20 Monolith –0.11 Myasokombinat –0.302 

6 1646 42.20 Monolith –0.11 Myasokombinat –0.302 

7 1545 42.70 Monolith –0.11 Solnechnyy –0.435 

… … … … … … … 

687 1677 36.11 Brick 0.00 Solnechnyy –0.435 

688 1531 37.91 Brick 0.00 Myasokombinat –0.302 

689 2315 42.09 Panel 0.05 Innokentyevskiy 0.000 

… … … … … … … 

763 3162 51.00 Brick 0.00  0.242 

764 1100 17.60 Brick 0.00 BSMP –0.012 

765 3162 51.00 Brick 0.00 Vzletka 0.242 

 

 

 

 

 
 

Fig. 3. Distribution of offered for sale two-room apartments 

by district of the city Krasnoayarsk, 2017 year 

 

Рис. 3. Распределение предлагаемых к продаже двухкомнатных квартир  

по районам, г. Красноярск, 2017 г. 
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Fig. 4. Distribution of offered for sale two-room apartments 

by wall material, Krasnoyarsk, 2017 year 

Рис. 4. Распределение предлагаемых к продаже двухкомнатных квартир  

по материалу стен, г. Красноярск, 2017 г. 

 

 

 
 

Fig. 5. Distribution of offered for sale three-room apartments 

by district of the city Krasnoyarsk, 2017 year 

 

Рис. 5. Распределение предлагаемых к продаже трехкомнатных квартир 

по районам, г. Красноярск, 2017 г. 

 

 

Based on the available quantitative characteristics  

(y – is price of apartment, thousand rubles; x1 - is the total 

area, sq. m, x2  – is living area, sq. m; x3 is the kitchen 

area, sq. m) we construct a regression model in a stan-

dardized form: 


1 2 31.28 0.82 9 61 .1

0.78 0.06 0.0 .5x x xyt tt t    

For these models: adjusted coefficient of determina-

tion is 71.4 % and regression equation is statistically  

significant with a probability of 99 %. Low values  

of t-statistics indicate that estimates of regression parame-

ters are not statistically significant, and high values of 

correlation coefficients between factors (
1 2

0.549x xr  ; 

1 3
0.648x xr  ) signal about presence of multicollinearity 

in the model. Let’s try to improve quality of the model by 

adding attributive features and excluding factors (x2 – 

living area, sq. m; x3 – kitchen area, sq. m) closely associ-

ated with the sign x1 – total area, sq. m 

Dealing with qualitative variables wall material (u) 

and district (z) and quantitative feature total area (x) and 
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using method, presented in this article earlier, we obtain 

standardized equation: 


24.3 0.39 14.1 31

0.01 0.420.68y u zxtt t t   . 

Note, that correlation matrix does not show close  

relationship between factors: rxu= 0–272; rxz= 0.379;  

rzu=0–390, therefore, there is no need to eliminate multi-

collinearity. 

Share of influence of attribute feature in the overall 

coefficient of determination is 33.54 %. Such equation is 

statistically significant with probability of 99 % and ad-

justed R-squre is 0.868. 

Finally, we analyze aggregate of four-room apart-

ments (83 units of observation). 

In this aggregate, average apartment area is  

107.82 square meters. m, average price of 1 square.  

m – 52.79 thousand rubles, average cost of an apartment – 

5692.53 thousand rubles. The structure of population is 

shown in fig. 7, 8. Aggregate is heterogeneous (coeffi-

cient of variation is 41.2 %), apartments in brick houses 

predominate.  

 
 

 
 

Fig. 6. Distribution of offered for sale three-room apartments 

by wall material, Krasnoyarsk, 2017 year 

 

Рис. 6. Распределение предлагаемых к продаже трехкомнатных квартир  

по материалу стен, г. Красноярск, 2017 г. 

 

 

 
 

Fig. 7. Distribution of offered for sale four-room apartments 

by district of the city Krasnoayarsk, 2017 year 

 

Рис. 7. Распределение предлагаемых к продаже четырехкомнатных квартир  

по районам, г. Красноярск, 2017 г. 
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Fig. 8. Distribution of offered for sale four-room apartments 

by wall material, Krasnoyarsk, 2017 year 

 

Рис. 8. Распределение предлагаемых к продаже четырехкомнатных квартир  

по материалу стен, г. Красноярск, 2017 г. 

 

 

In a model containing only quantitative attributes: 


1 218.11 2.74

1.11 0.17y x xt tt


  , 

adjusted coefficient of determination is 0.930 and regres-

sion equation is statistically significant with a probability 

of 99 %. 

Dealing with attributive features, we obtain equation 


29. 1.38 0.013 2

0.04 0.0096 10. xy u zttt t   . 

Conclusion. Thus, the proposed method allows to 

analyze statistical data, elements of which are character-

ized by both numerical and attribute features (qualitative 

variable). This significantly improves quality of models 

and takes into account large amount of factors. This 

method can be easily applied to arbitrary aggregates. 
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INFORMATION-MEASURING SYSTEM OF PYROMETRIC TYPE  

FOR SMALL-SIZED UNMANNED AIRCRAFT 
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A new trend of science and technology is now rapidly developing both in Russia and abroad   –   the development of 

miniature unmanned aerial vehicles. 

The key system of on-board control equipment (avionics) of an unmanned aerial vehicle (UAV) is the orientation 

system for determining UAV attitude relative to reference system. In small-size UAV, we can meet the application of 

strapdown attitude reference systems, magnetometric, pyrometric, video systems, etc. 

Rapid development of mini- and micro-UAVs requires the development of information-measuring systems (operating 

on different physical principles) in order to determine UAV attitude parameters in flight.  With UAV mass and wingspan 

reduction, there are growing requirements for these systems, concerning the accuracy of positioning parameters and 

more compact dimensions. 

Manufacturing of most information-measuring and control systems of manned aircraft and heavy UAVs rely on tra-

ditionally used gyroscopes and accelerometers. They are complex fine-mechanics instruments of considerable power 

consumption, rather large size, weight and high cost. 

A significant improvement of the accuracy in UAV angular coordinates determination is achieved by integrating 

orientation systems of various types. The use of GPS / GLONASS signals also improves the accuracy and reliability of 

determining UAV angular coordinates and supplies the additional function of measuring its geographical coordinates. 

 

Keywords: information-measuring system, unmanned aerial vehicle, pyrometric sensor. 
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ДЛЯ МАЛОРАЗМЕРНОГО БЕСПИЛОТНОГО ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА 
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В настоящее время в России, как и за рубежом, стремительно развивается новое направление науки и тех-
ники – разработка миниатюрных беспилотных летательных аппаратов (МБПЛА). 

Ключевой системой бортовой аппаратуры управления (авионики) БПЛА является система ориентации для 
определения углового положения БПЛА относительно опорной системы координат. В МБПЛА могут приме-
няться бесплатформенные системы ориентации, магнитометрические, видеосистемы, пирометрические и др. 

Стремительно развивающееся направление мини- и микро-БПЛА требует разработки информационно-

измерительных систем, необходимых для определения параметров ориентации БПЛА в пространстве,  
построенных на различных физических принципах. Вместе с уменьшением массы и размаха крыльев БПЛА, 

возрастают требования к таким системам по точности определения параметров и минимизации габаритов. 
В настоящее время большинство информационно-измерительных и управляющих систем пилотируемых 

самолётов и тяжёлых БПЛА строятся на базе гироскопов и акселерометров традиционного исполнения. Они 

представляют собой сложные приборы точной механики, обладающие значительными энергопотреблением, 

габаритами, массой и высокой стоимостью. 
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Существенное улучшение точности определения угловых координат БПЛА достигается комплексировани-

ем систем ориентации различных типов. Использование сигналов систем GPS/ГЛОНАСС также повышает 

точность и надёжность определения угловых координат БПЛА и добавляет функцию определения географи-

ческих координат его положения. 
 

Ключевые слова: информационно-измерительная система, беспилотный летательный аппарат, пиромет-

рический датчик. 
 

Introduction. The proposed model relates to devices 

measuring aircraft (AC) attitude, and can be used as a 

device for orientation and stabilizing of small-size un-

manned aerial vehicles. 

There is a free-running orientation system that sup-

plies the angle values of a moving object successive revo-

lutions, known as Krylov angles, to be taken as orienta-

tion parameters. It consists of three angular velocity sen-

sors, the sensitivity axes of which are normal to each 

other, and the angle calculators, the main elements of 

which are angular velocity calculators for Krylov angles, 

plus integrating and summing devices [1–3]. 

The disadvantage of the free-running orientation sys-

tem is time-dependent errors in determining the object’s 

attitude, due to the presence of integrating links in the 

attitude rate sensor. 

Pyrometric vertical. The closest analogue is the py-

rometric vertical as part of the Co-Pilot CPD4 (fig. 1) 

model aircraft autopilot designed by FMA Inc (USA, 

Maryland). 

This vertical consists of four pyrometric sensors (py-

rometers) located horizontally on the printed  board in the 

aircraft plane [2–5]. The principle of attitude determina-

tion is based on measuring the difference in infrared 

(thermal) radiation from the earth surface and from the 

sky (fig. 2). Since the earth is always warmer, there is a 

certain gradient distributed vertically from the zenith to 

the nadir.  

 

 

 
 

Fig. 1. Co-Pilot CPD4 

 

Рис. 1. Co-Pilot CPD4 

 

 
 

 

Fig. 2. Gradient between sky and earth 

 

Рис. 2. Градиент между небом и землей 
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Fig. 3. Pyrometric sensors location 

 

Рис. 3. Расположение пирометрических датчиков 
 

 

Measuring the temperature with four perpendicular 

pyrometers located along the axes of symmetry of the 

aircraft, it is possible to determine bank and pitch angles 

without accumulating errors due to the absence of inte-

grating links [6–9]. 

The known pyrometric vertical has the drawback of 

inability to operate in the absence of  visible horizon 

(when flying in deep gorges, tunnels, along city streets) 

and with uneven thermal pattern on the opposite sides of 

the aircraft (for example, when there is a forest fire to the 

right and a cold sea to the left) [10; 11]. In the first case, 

the pyrometric vertical will not be able to function at all; 

the second case implies a significant error in determining 

bank and pitch angles (fig. 3). 

Technical objective. The technical objective of the 

proposed device is to expand the capabilities of the py-

rometric vertical by adding the function of controlling the 

accuracy of angles calculated by that pyrometric vertical 

and of bank and pitch angle calculation in the absence of 

visible horizon or in conditions of uneven thermal pattern 

[12–14]. 

The technical problem is solved by additional installa-

tion into the pyrometric vertical (containing four pyrome-

ters on a printed board set perpendicularly in the same 

plane), a biaxial or three-axis unwedging angular velocity 

sensor independent of the pyrometers, and with the sensi-

tivity axis  parallel to the symmetry axes of the aircraft. 

The angular velocity sensor itself is located in the aircraft 

center of mass, and has the function of controlling the 

accuracy of bank and pitch angles. The pyrometers’ read-

ings are taken to calculate only dryness; the calculation  

of bank and pitch angles is also performed, but only  

by indications of the angular velocity sensor within  

a limited period (when the bank and pitch angles supplied 

by pyrometers are considered incorrect). In conditions 

unfavorable  for the pyrometric vertical, it becomes  

possible to instantly switch the task of attitude calculation  

from the pyrometric vertical to the angular velocity sensor 

(AVS), using the last correct reading of the pyrometric 

vertical as the initial bank and pitch angle value, and also 

to detect unfavorable conditions according to the AVS 

readings. 

The utility model is illustrated by drawings, where fig. 

4 shows a configuration of the pyrometric vertical to-

gether with non-serviceable AVS. The proposed device 

contains a printed  board 1, on which four pyrometers  

2 are perpendicular to each other and in the same plane, 

located in the same plane (the printed  board 1 is installed 

in the aircraft so that the direction of pyrometers’ sensitiv-

ity axes is parallel to the aircraft axes of symmetry), and 

two- or three-axis AVS 3 located in the aircraft center of 

mass with sensitivity axes parallel to the axes of symme-

try of the aircraft. Pyrometers and AVS are linked with 

computer 4. 

The introduced device performs as follows: in the 

standard mode, the calculation of bank and pitch angles is 

performed only by the readings of the pyrometers 2. In 

flight, the bank and pitch angles are continuously meas-

ured according to the readings of the pyrometers 2 inte-

grated in the pyrometric vertical, and AVS 3; the recent 

readings are accumulated in the RAM of computer 4, and 

compared (fig. 4). 

The execution of sensor readings’ inequalities means 

that the readings of the pyrometric vertical and of inde-

pendent AVS for the latest meterage are correlated, and 

the pyrometric vertical works correctly. With this φg, 

AVS pitch angle is assigned the value of the pyrometric 

vertical pitch angle, and the AVS bank angle – the value 

of the pyrometric vertical bank angle, and the reading of 

the AVS angular position restarts every time from the last 

value supplied by the pyrometric vertical. Thus, continu-

ous monitoring of the angle accuracy supplied by the py-

rometric vertical is supported. As the integration errors do 

not get accumulated, the reliability and multi-functional 

operation of the given device are perfected, as compared 

with the known units [15].  
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Fig. 4. Location of pyrometric sensors together with angular velocity sensor 

 
Рис. 4. Расположение пирометрических датчиков совместно  

с датчиком угловой скорости 

 

 

In case of the inequalities’ non-execution, the assign-

ment of angles does not occur. If the inequalities are not 

executed in succession of times set by the construction, 

the operating conditions of the pyrometric vertical are 

considered unfavorable, and the task of bank and pitch 

angle calculations is fully transferred to AVS, by integrat-

ing the readings of which the current bank and pitch an-

gles relative to their last correct values are obtained. 

Switching to AVS can also be performed at the command 

of the aircraft pilot or UAV operator. The values of other 

parameters are assigned specially for the presently oper-

ated aircraft and autopilot. 

The most commonly used AVS have their own reduc-

tion rate of 0.33 degrees per minute. As the aircraft con-

figuration allows, they may be able to maintain the stabi-

lization with bank and pitch angle error from 1 (for not 

self-stabilizing aerodynamic designs) to 5 degrees (for 

self-stabilizing aerodynamic designs). Thus, with the ac-

cumulation of errors of bank and pitch angle readings at 

the rate of 0.33 degrees per minute, the aircraft can go on 

stable using the readings of the non-serviceable AVS 

from 3 to 15 minutes, which allows not only to get out of 

the zone unfavorable for the pyrometric vertical opera-

tion, but also to carry out short-term flights in gorges, 

tunnels and city streets. 

Returning to stable flight by the pyrometric vertical 

readings is possible with execution of inequalities several 

times running. 

As the stable flight according to the pyrometrical ver-

tical readings is resumed, the values of bank and pitch 

angles are reset, and the attitude reading by AVS starts 

again as before, from the last correct value determined by 

the pyrometric vertical – that allows to exercise AVS con-

trol many times over without accumulation of integration 

errors. 

Thus, the combination of device attributes appropriate 

for implementation allows to extend the pyrometer func-

tions as to the vertical – in the absence of the visible hori-

zon or in conditions of uneven thermal pattern – by intro-

ducing the control of accuracy calculated only by bank 

and pitch angle pyrometer readings, and calculation of the 

same angles only by indications of the angular velocity 

sensor within a limited period, when the bank 

and pitch angles supplied by pyrometers are considered 

incorrect. 

Conclusion. The article analyzes the characteristics of 

information-measuring system of pyrometric type in ap-

plication for small-sized unmanned aerial vehicle. The 

advantages of applying the system are evident on the 

background of drawbacks demonstrated by the orientation 

system used to determine UAV attitudes relative to the 

reference system. 

The reviewed way of using pyrometric sensors can 

help to considerably improve the accuracy of UAV angu-

lar coordinates determination. 
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When testing a spacecraft in a thermal vacuum chamber, special attention is paid to ensuring guaranteed continu-

ous power supply to the spacecraft for a long time (up to several months). The de-energization of the spacecraft can 

lead to the failure of thermal control systems, up to the complete failure of the spacecraft worth several billion rubles. 

During the operation of ground power equipment, the necessary data on the intensity and types of failures in the opera-

tion of this ground power equipment were obtained, the result of which led to an increase in the test time and the risks 

of failure of the spacecraft at this stage. 

As a result of collaborative work of JSC “Academician M. F. Reshetnev Information Satellite Systems” and 

Research Institute of Automation and Electromechanics of Tomsk State University of Control Systems and 

Radioelectronics on the analysis of  failure statistics obtained during operation, a technical task was worked out to 

develop methods for increasing the uptime of ground power equipment manufactured. 

One of the key requirements for the new generation of ground power equipment being manufactured is to ensure a 

high reliability indicator – “uptime”. 

Experience in the field of additional screening tests of electro-radio parts before their installation in a spacecraft al-

lows us to propose a method for determining the quantitative value of the decreasing coefficient of screening tests using 

a method for evaluating the coefficients characterizing the degree of difference between radio-electronic products that 

have successfully passed additional screening tests and received ones from the factory manufacturer. 

As a result of the calculations of the decreasing coefficient and the mathematical calculations of the uptime, it is 

possible to determine the effect of the decreasing coefficient of screening tests on improving the reliability of ground 

power equipment. 

High requirements for uptime of ground power equipment for electrical tests of the spacecraft have led to the 

need for additional screening tests in special testing technical centers, where the verification of indicators of the 

number of failures by confidence probabilities should be carried out. The introduction of additional screening 

tests in the technological process of ground equipment manufacturing is the next step in the methods of increasing 

reliability. 

 

Keywords: spacecraft, power ground equipment, reliability, screening tests, electro-radio parts. 
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ТЕХНИЧЕСКОМ ЦЕНТРЕ ДЛЯ НАЗЕМНОГО СИЛОВОГО ОБОРУДОВАНИЯ 
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При испытаниях космического аппарата в термовакуумной камере особое внимание уделяется обеспече-

нию гарантированного непрерывного энергопитания космического аппарата в течение продолжительного 
времени (до нескольких месяцев). Обесточивание космического аппарата может повлечь за собой отказ сис-
тем терморегулирования, вплоть до полного выхода из строя космического аппарата стоимостью несколько 
миллиардов рублей. В процессе эксплуатации наземного силового оборудования получены необходимые данные 
об интенсивности и типах отказов в работе данного наземного силового оборудования, что привело к увеличе-
нию сроков испытаний и рисков выхода из строя космического аппарата на этапе термовакуумных испыта-
ний. 

В результате совместно проведенного анализа статистики отказов наземного силового оборудования,  
полученных в процессе эксплуатации, АО «Информационные спутниковые системы» имени академика  
М. Ф. Решетнева» и Научно-исследовательским институтом автоматики и электромеханики Томского госу-
дарственного университета систем управления и радиоэлектроники, было разработано техническое задание 
по созданию методик увеличения времени безотказной работы наземного силового оборудования. 

Одним из ключевых требований к изготовляемому наземному силовому оборудованию нового поколения  
является обеспечение высокого показателя надёжности – времени безотказной работы. 

Опыт в области дополнительных отбраковочных испытаний электрорадиоизделий перед их установкой  
в космическом аппарате позволяет предложить способ определения количественного значения понижающего 
коэффициента отбраковочных испытаний с помощью метода оценки коэффициентов, характеризующих сте-
пень отличия электрорадиоизделий, успешно прошедших дополнительные отбраковочные испытания  
и полученных с завода-изготовителя. 

В результате расчётов понижающего коэффициента и математических расчётов времени безотказной 
работы можно определить влияние понижающего коэффициента отбраковочных испытаний на повышение 
надёжности наземного силового оборудования. 

Высокие требования по безотказной работе наземного силового оборудования для электроиспытаний кос-
мического аппарата привели к необходимости проведения дополнительных отбраковочных испытаний  
в специальных испытательных технических центрах, где должны проводиться проверки показателей количества 
отказов по доверительным вероятностям. Ввод дополнительных отбраковочных испытаний в технологический 
процесс изготовления наземного оборудования – это следующая ступень в методах повышения надёжности. 

 
Ключевые слова: космический аппарат, силовое оборудование, надёжность, отбраковочные испытания, 

электрорадиоизделия. 
 
Introduction. When testing a spacecraft (SC) in a 

thermal vacuum chamber, special attention is paid to en-
suring a guaranteed continuous power supply of the 
spacecraft for a long time (up to several months). The de-
energization of the spacecraft can lead to the failure of 
thermal control systems, up to the complete failure of the 
spacecraft worth several billion rubles. During the opera-
tion of ground power equipment (GRE), the necessary 
data were obtained on the intensity and types of failures in 
the operation of this GPE, the result of which led to an 
increase in the testing time and risks of spacecraft failure at 
the stage of thermal vacuum tests [1; 2]. 

As a result of collaborative work of JSC “Academi-
cian M. F. Reshetnev Information Satellite Systems” and 
Research Institute of Automation and Electromechanics 
of Tomsk State University of Control Systems and 

Radioelectronics on the analysis of  failure statistics 
obtained during operation, a technical task was worked 
out to develop methods for increasing the uptime of 
ground power equipment manufactured. 

One of the key requirements for the manufactured 
GPE of new-generation is to ensure a high reliability indi-
cator – failure-free operation. Conducting continuous tests 
in a thermal vacuum chamber for up to 30 days depends 
entirely on the failure-free operation of the GPE – solar 
battery simulators (SBS) and storage battery simulation 
unit (SBSU). 

In order to ensure the implementation of the technical 
task, the following methods for increasing reliability have 
been adopted [3; 4]: 

– reservation of power channels of IBS with the possibil-

ity of on-line replacement of failed blocks from SPTA; 
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– BSU has developed eight identical independent 

power modules BIZR, with seven modules providing  

100 % of the output power. Recovery of failed blocks 

from a set of spare parts in the on-line mode; 

– introduction of technological vibration and thermal 

cycling procedures to the manufacturing process in order 

to identify manufacturing defects before preliminary ac-

ceptance tests; 

– introduction of a screening test procedure (STP)  

for electro-radio products (ERP).This article discusses the 

method of additional screening tests (AST) as one of the 

methods for increasing the uptime of GPE. According to 

the results of the work, it is necessary to determine the 

effect of AST on improving the reliability of GPE. 

General concepts of improving the reliability. ERP 

reliability during operation is characterized by a time de-

pendence on the failure rate curve (fig. 1) [5]. 

This curve shows a relatively high failure rate during 

the early failure period (initial operating period), a rela-

tively low and stable failure rate during the operation pe-

riod, and increasing intensity during the aging period (af-

ter about 10 years of normal operation). 

Early failures usually arise due to design flaws and 

non-compliance with manufacturing standards. Under 

normal operating conditions, the initial operating period 

lasts up to 1000 hours or about 6 weeks. The end of the 

initial operating period is indicated by the alignment of 

the failure rate curve. The failure rate during the initial 

operating period tends to decrease as the design of the 

equipment and its manufacturing technology improve. 

At present, two main directions of improving the reli-

ability of manufactured ERP are generally accepted [5]: 

1) elimination of the causes of failures in the manufac-

turing products process by studying and improving the 

production process, as well as strengthening of control. 

Thus, the production process is affected by establishing 

stable feedback of information transfer in the direction of 

creating ideally defect-free technology; 

2) identification and removal from the finished batch, 

products with “weak points” that could lead to failures (ac-

tual or potential) before delivering them to the consumer. 

The first method is a more effective method of im-

proving the quality and reliability of manufactured prod-

ucts. However, since failures cannot be avoided even for 

well-established production, a more common way to im-

prove the quality and reliability of the manufactured batch 

of electronic components and integrated circuits is to 

carry out screening tests during the output control at the 

manufacturer. Moreover, the verification does not apply 

specifically to each product from a given batch, but to the 

entire batch of products [6]. 

It is believed that there are no accidental ERP failures, 

that each failure, on the one hand, has its own cause, and 

on the other hand, is a consequence of the application of a 

certain critical load to the product. Failures of GPE may 

be caused by “potentially unreliable” ERP, which re-

mained undetected at the beginning of operation. The 

experience of using integrated circuits in spacecraft shows 

that the introduction of screening tests significantly in-

creases the reliability level of GPE. 

Modernization of the screening test method. For a 

long time, PJSC “ITC – NPO PM” and counterparties 

have been using ERP of the quality categories VP, OS 

and OSM, which underwent additional screening tests 

(AST), including diagnostic non-destructive testing 

(DNDT) and destructive physical analysis (DPA), in test 

technical centers (TTC) accredited by the “Voenelectron-

sert” systems and the Federal Space Technology Certifi-

cation System. According to the data of [6; 7], these tests 

increase the quality of the applied ERP batches, reduce 

the failure rate due to the elimination of ERP with hidden 

defects from them, and make it possible to use a decreas-

ing coefficient KTTC, which refines the values of λэ, the 

value of the operational ERP failure rate [8]. 

However, at present, the correction coefficient KTTC is 

not taken into account when calculating the engineering 

estimate of the GPE reliability, since there is still no 

method for quantifying this coefficient. Thus, the task of 

technical justification of KTTC value for use by clarifying 

the value of the operational failure rate remains relevant [9]. 

Experience in the field of AST of ERP before their in-

stallation in the SC allows us to propose a method for 

determining KTTC using the method of evaluating the coef-

ficients characterizing the degree of difference of ERP, 

which successfully passed AST and were received from 

the manufacturer [10]. 

 

 
 

Fig. 1. Typical dependence of  ERP failure rate ontimе 

 

Рис. 1. Типичная зависимость интенсивности отказов ЭРИ от времени  
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The essence of the method lies in the fact that, based 

on the generally accepted function of the ERP time failure 

rate, the required failure-free lifecycle of ERP as part of 

the equipment corresponds to the ERP failure-free period 

provided by the basic group average failure rate and the 

tolerance fields of the ERP parameters according to the 

technical condition (TC) as shown in fig. 1 [11]. 

The result of the failure statistics analysis shows that 

during normal operation of the equipment, ERP failures 

are mainly parametric, i. e. failures of the type “out of 

tolerance range” occur. AST allows one to classify ele-

ments with narrowed parameter values compared to the 

tolerance fields for technical specifications. This leads to 

an increase in the duration of the period of stable failure 

rate of ERP that have passed the classification. 

The validity of this approach is based on the fact that 

when assessing the failure rate according to the test re-

sults for failure, a complete loss of performance or depar-

ture of the parameters-criteria of validity are taken for the 

norms established in the technical specifications. An illus-

tration of this approach is shown in fig. 2. 

Designations of the following periods are introduced 

in fig. 2: 

1) the initial operating period of ERP at the manufac-

turer; 

2) the period of stable operation of ERP not subjected 

to AST; 

3) the period of wear and aging of ERP not subjected 

to AST; 

4) the AST period of the whole party of ERP;период 

ДОИ ЭРИ всей партии; 

5) the period of stable operation of ERP subjected to 

AST; 

6) the period of wear and aging of ERP subjected to 

AST. 

Allowing for the fact that the test results for each type 

of additional test are independent events, KTTC is deter-

mined by the expression: 
 

1П ,n
TTC iK k  

 

where ki – safety coefficient for i types of ST; п – the 

number of types of AST. The specific value of KTTC de-

pends on the volume of AST. 

The basis of the AST for ERP of GPE is presented by 

the ST conducted for ERP, which are part of the space-

craft, modified to meet the requirements of the technical 

task of JSC “ISS”. As a result, the range and scope of 

tests for GPE were determined [10]. 

The composition of the additional tests of ERP  

includes up to 100 % ERP and relays for the components 

of the product SBSU-200LI and SBS-160/4-8. The scope 

of additional tests of foreign ERP, component parts  

of SBSU – 200LI and SBS-160/4-8 are given in tab. 1.  

It must be emphasized that the coefficient ki for tests 

related to the measurement of electrical parameters is 

complex, since it takes into account all the electrical pa-

rameters involved in the classification and is determined 

by the formula: ki = max kj, where kj is the coefficient for 

each AST parameter. 

Thus, in accordance with tab. 1 the generalized safety 

factor for the parametric reliability of a particular batch of 

electronic components will be equal to: 
 

KTTC = kTS × kD. 
 

Where kTS is classification according to tightened stan-

dards, kD is drift estimation of parameters. 

 

 

 
 

Fig. 2. Refinement of the function of the failure rate for ERP that passed ST: 

а – without ST; b – passed ST;  ТАС – warranty period of the equipment and SC provided  

by the area of stable failure rate of ERP according to technical conditions; ΔТАС – ТАС increase  

due to additional ST in testing technical centers 

 

Рис. 2. Уточнение функции интенсивности отказов для ЭРИ, прошедших ОИ: 

а – без ОИ; б – прошедших ОИ; ТАС – гарантийный срок службы аппаратуры и КА,  

обеспечиваемый участком стабильной интенсивности отказов ЭРИ по техническим условиям; 

ΔТАС – прирост ТАС за счёт ОИ в ИТЦ 
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Table 1 

Scope of Additional Tests 
 

№ Test Type Sampling Note 

1 Serializing Elements 100 %  

2 Measurement of electrical parameters under normal con-

ditions 

100 % with recording parameters 

3 Statistical processing of measurement results, the estab-

lishment of standards for “tightening” parameters 

  

4 Classification according to tightened standards for elec-

trical parameters 

100 % in accordance with established tightened 

standards with recording parameters 

5 Burn-in testing 100 % not less than 72 hours at 125 °C 

6 Measurement of electrical parameters under normal con-

ditions 

100 % with recording parameters 

7 Statistical processing of measurement results and setting 

standards for parameter drift 

100 %  

8 Parameter drift classification 100 % in accordance with established standards 

with recording parameters 

 

 
Table 2 

Additional Test Results 

 

Quantity of ERP 
Item 

Tested Suitable Reject Potentially unreliable 

Generators 117 115 0 2 

Diodes 31787 31171 305 313 

Microchips 11623 11104 115 404 

Relay 1749 1663 13 73 

Zener diodes 2840 2624 67 149 

Thyristors 1030 842 2 186 

Transistors 5505 5255 4 246 
 

 

The minimum composition of additional tests  

of foreign ERP, component parts of SBSU-200LI and 

SBS-160/4-8 includes 100 % ERP: 

1. Microchips, OE converter and generators. 

2. Modularized secondary power supplies. 

3. Semiconductors with a small housing size. 

4. Semiconductor devices with a sufficient housing 

size for serialization [12]. 

Based on the results of the tests, we drew up the pre-

sent act that JSC “ITC – NPO PM” carried out work on 

the topic “Conducting additional tests of electric radio 

products (ERP) intended for installation in products of 

SBS-160/4-8 and SBSU-200LI” in accordance with the 

terms of the contract concluded between JSC “ITC – NPO 

PM” and “NII AET TU SUR” [13; 14]. 

AST of ERP were carried out in accordance with the 

technical task for the implementation of the component of 

the development work. 

The results of AST of ERP (the number of tested, 

suitable, rejected and classified as potentially unreliable – 

PU) intended for the assembly of SBSU-200LI and SBS-

160/4-8 products are presented in tab. 2. 

To bind the obtained coefficient, it is necessary  

to carry out a mathematical calculation of the reliability  

of SBS-160 – this is the probability of failure-free opera-

tion (FFO) in the ASRN-2006 program. 

To calculate the operational failure rate of domestic 

ERP, the models given in the manual [15] are used. 

The manual contains information intended for use in 

calculating the reliability indicators of equipment, the 

composition of sets of spare parts for military equipment, 

and predicting the reliability of new types of ERP in ac-

cordance with the requirements of fundamental docu-

ments on standardization. 

To calculate the operational failure rate of foreign 

ERP, the models described in the manual [16] are used. 

Calculation results. Calculations show that the FFO 

SBS-60/4-8 is 0.94677 for 1000 hours of operation, which 

meets the requirements of the technical task. 

Taking into account the coefficient KTTC obtained in 

the calculations and the influence of AST on the reliabil-

ity of GPE, the value of FFO of SBS-160/4-8 is 0.96599 

for 1000 hours of operation. 

Analysis of the calculation leads to the following con-

clusions: 

1. Additional tests of the influence of various factors 

on the failure rate of a particular batch showed that 

screening for compliance with the technical specifications 

followed by the removal of low-quality products from 

factory batch led to a significant reduction in the likeli-

hood of failure of calibration equipment. 

2. It is possible to estimate KTTC coefficients for any 

batches of ERP for a certain period of their manufacture 

(for one year) and issue recommendations for conducting 

tests in order to reduce their volume and increase confi-

dence probabilities in terms of parameters. 

Conclusion. High requirements for the reliability of 

the GPE for the spacecraft EI have led to the need for 

additional screening tests in special testing technical cen-

ters, where the verification of indicators of the number 

of failures by confidence probabilities should be carried 

out. These tests lead to higher prices for manufactured 
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products up to 40 % of the cost. Nevertheless, the intro-

duction of additional screening tests in the manufacturing 

process of ground power equipment justifies the increase 

in cost by reducing the risks of failure of test objects.  

The introduction of additional screening tests into the 

technological process of manufacturing ground power 

equipment is the next step in the methods of increasing 

reliability [17]. 
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SPACECRAFT MOTION IN A LOW CIRCULAR ORBIT IN ESTABLISHING  

INTERSATELLITE LINK 

 

I. K. Kolovsky*, D. N. Shmakov 

 

JSC “Academician M. F. Reshetnev “Information Satellite Systems” 

52, Lenin St., Zheleznogorsk, Krasnoyarsk region, 662972, Russian Federation 
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The article investigates the problem of inter-satellite linking in the constellation of spacecraft in a low circular or-

bit. A specific problem of establishing intersatellite link (IL) in that orbit – cross-pointing of the antennae – is also stud-

ied. To support cross-tracking, it is important to place spacecraft (SC) in the orbital plane so that they are constantly in 

the zone of mutual visibility. The line-of-sight range is analyzed both in one orbital plane and between adjacent planes. 

IL is treated in terms of the orbital constellation (OC) ballistic formation. Several typical modes of motion of SC with IL 

in adjacent planes are determined – parallel, orthogonal, oncoming. The parameter values of IL antenna pointing are 

also assessed. The obtained results of OC formation and antenna pointing parameters’ calculations may be relevant for 

establishing a modified system. 

 

Keywords: ballistics, range, low circular orbit, orbital constellation, intersatellite link. 

 

ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

НА НИЗКОЙ ОКОЛО КРУГОВОЙ ОРБИТЕ 

ПРИ СОЗДАНИИ МЕЖСПУТНИКОВОЙ ЛИНИИ СВЯЗИ 

 

И. К. Коловский*, Д. Н. Шмаков 

 

АО «Информационные спутниковые системы» имени академика М. Ф. Решетнева» 

Российская Федерация, 662972, г. Железногорск Красноярского края, ул. Ленина, 52 
*Е-mail: kolovigor@mail.ru 

 

В работе исследуется задача организации межспутниковой линии связи (МЛС) в космической системе, ко-

торая строится на основе орбитальной группировки (ОГ) космических аппаратов (КА) на низкой около круго-

вой орбите. Рассматривается одна из проблем при создании МЛС на такой орбите – наведение антенны КА 

друг на друга. Для возможности отслеживания друг друга важно размещать КА в орбитальной плоскости 

так, чтобы они были постоянно в зоне взаимной видимости. Анализируется дальность прямой видимости как 
внутри одной орбитальной плоскости, так и в соседних плоскостях. Создание МЛС рассматривается с точки 

зрения баллистического построения ОГ. При организации МЛС определены несколько типов характерного 

движения КА в соседних плоскостях: параллельного, ортогонального, встречного. Приводятся значения пара-

метров наведения антенны МЛС. Полученные результаты построения ОГ и вычисления параметров наведе-
ния антенны могут быть актуальны для создания модифицированной системы. 

 

Ключевые слова: баллистика, дальность, низкая круговая орбита, орбитальная группировка, межспутни-

ковая линия связи. 

 

Introduction. Intersatellite links can increase the effi-

ciency in achieving the principle objective of satellite 

systems – providing communications for subscribers  

distributed globally. Besides, operating IL helps to  

solve the problems of parallel control of all spacecraft  

in the constellation without numerous ground tracking 

stations [1]. 

There are several satellite systems which provide 

monitoring and data transmission, such as “Globalstar”, 

“Iridium”. Development of such intersatellite systems is 

also essential for solving various problems of data trans-

mission, monitoring and locating moving objects. Techni-

cal solutions of these systems provide the basis of moni-

toring facilities development [2; 3]. 
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The aim of IL is to provide radio exchange of sub-

scribers not in the line of sight of the same spacecraft - 

that requires information exchange both between SC in 

the same plane and between ones in different planes. The 

use of IL significantly increases the efficiency of radio 

links [4]: 

– the service area is increased by interconnection of all 

radio visibility zones (RVZ) of SC into an integrated RVZ 

of the orbital constellation; 

– the load on the satellite links is reduced due to in-

stant information exchange; 

– the reliability and stability of satellite links is in-

creased. 

Establishing IL in OC of SC. For the experiment we 

assume that there is an OC of 24 SC in a near-circular 

orbit of 1500 km altitude, and from the point of view of 

the OC ballistic formation and SC motion, we review the 

ways of plotting the IL for the given satellite system, both 

in one plane and between adjacent planes. A similar IL 

configuration is already introduced in “Iridium” satellite 

system [5]. “Iridium” is a low-orbit system operating in 

circular orbits. The orbit altitude is about 700 km; the 

standard OC includes 66 interlinked SC [6]. 

When an IL are made in a circular orbit of 1500 km 

altitude, the optimal mutual visibility of SC in the orbital 

plane is achieved when the number of SC in the plane is 

more than or equals 6 [7]. 

It must be noted that for IL correct operation in one 

plane, orbit correction must be carried out to keep the 

orbital position of all SC stable, otherwise the distance 

between the SC can alter too much and cause operational 

failure. 

We can determine the station-keeping zone and posi-

tioning of SC in the orbital plane for IL operation in ref-

erence to 5, 6, 7 SC. It is necessary to view the orbit con-

figuration of SC 1 and SC 2 in more detail (fig. 1). 

The symbols in fig.1 are: a – Earth radius; b – half-

distance between SC 1 and SC 2; с – major semi-axis of SC 

orbit;  – half of the center angle between SC 1 and SC 2. 

We take the basic relation of a right-angled triangle 

[8] to calculate 2· – the limit angle of keeping SC in 

the line of sight 

a = 6378.16 km – Earth radius [9]; 

с = 1500 + 6378.16 = 7878,16 km – major semi-axis  

of SC orbit; 

sin = a/c; 
 

 = 54.056°; 
 

 = 35.944°; 
 

2· = 71.888°.                          (1) 
 

According to the formula (1), for a number of SC 

composition variants in the orbital plane, we obtain the 

values of the angle between the nearest SC and of the 

station-keeping zone (tab. 1). 

 

 
 

Fig. 1. IL within an orbital plane 

 

Рис. 1. МЛС внутри орбитальной плоскости 

 

The results in tab. 1 show that for IL at 1500 km alti-

tude with five SC in the plane, to provide mutual visibility 

it is necessary to keep the SC in orbit with an accuracy of 

0.5° by latitude argument, which is quite demanding 

technically. 

Therefore, an architecture of 6 SC in the plane  

with ± 5° station-keeping zone relative to the SC orbital 

position can be applicable. In this case, the distance be-

tween two adjacent SC with an IL will depend on the ac-

curacy of keeping the SC in the orbital positions with 

respect to the latitude argument. Half-distance value  

between adjacent SC with IL (parameter b in fig. 1) when 

there are 6 SC in the orbital plane will make 
 

b = с·sin.                                 (2) 
 

In case 6 SC are evenly positioned in the plane, (the 

center angle between these SC is 60 °) and the station-

keeping accuracy is ± 5º, the expression (2) gives the 

7878 km distance in the nominal position. The distance 

calculations for the center angle of 50° and 70° are listed 

in tab. 2. 

We form the chosen for the experiment standard OC 

architecture of 24 SC for modeling and studying the bal-

listic parameters of IL as follows: four orbital planes  

of 6 SC each (tab. 3).  

Absolute longitude divergence of the ascending nodes 

of adjacent orbital planes is 46°. The SC phase distribu-

tion is taken for the moment of SC 11 passing the ascend-

ing node of the orbit. 

Fig. 2 represents 24 SC in four orbital planes and the 

track of every SC in flight period of a few minutes. 

 

 
Table 1 

Station-keeping zone for a SC with 1.500 km orbit altitude operating IL 
 

SC number in the orbital plane SC positioning in the plane with respect  

to the argument of latitude, ° 

Station-keeping zone, ° 

5 71.9 ±0.5 

6 60.0 ±5.0 

7 51.4 ±9.3 
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Table 2 

Values of distance and center angle between SC in the plane 
 

 Distance between SC, 

2·b, km 

Center angle between SC, 

2·, ° 

Minimal 6658 50 

Nominal 7878 60 

Maximal 9037 70 

 

 

 

 

Table 3 

Distribution for OC of 24 SC 
 

Plane number SC 

number 

Ascending node 

longitude, ° 

Argument  

of latitude, ° 

Plane  

number 

SC 

number 

Ascending node 

longitude, ° 

Argument  

of latitude, ° 

11 0 0 31 92 50 

12 0 60 32 92 110 

13 0 120 33 92 170 

14 0 180 34 92 230 

15 0 240 35 92 290 

1 

16 0 300 

3 

36 92 350 

21 46 25 41 138 75 

22 46 85 42 138 135 

23 46 145 43 138 195 

24 46 205 44 138 255 

25 46 265 45 138 315 

2 

26 46 325 

4 

46 138 15 

 

 

 

 

 

 
Fig. 2. Routes of 24 SC in the OC 

 
Рис. 2. Трассы ОГ из 24-х КА 
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IL is a unique element of “Iridium” communication 

system, every SC of which is interconnected with 4 adja-

cent ones, 2 of them in front and in aft position in the 

same orbital plane, and 2 on the left and on the right in 

adjacent orbital planes [10]. 

For the experimental OC architecture of 24 SC we can 

outline the following IL configurations: 

– Configuration 1 – IL between the SC in one orbital 

plane; 

– Configuration 2 – IL between SC of adjacent planes 

№ 1 and 2, № 2 and 3, № 3 and 4 (parallel motion); 

– Configuration 3 – IL between SC in planes № 1 and 

3, № 2 and 4 (orthogonal motion in the moment of mutual 

visibility); 

– Configuration 4 – IL between SC in planes № 1  

and 4 (cross-movement in the moment of mutual visibility). 

Operating IL dictates the need of continuous commu-

nication during the SC flight. The analysis of this aspect 

is presented in [11] for “CubeSat” system. 

Below, there is an analysis of some specified SC from 

every orbital plane in the experimental OC of 24 SC, as 

well as of ballistic parameters variation for each of the IL 

configurations, including the periods of SC mutual visi-

bility. 

Here is an analysis of the following ballistic parame-

ters: 

– the SC positioning range and the rate of its changing; 

– declination and the rate of its changing; 

– elevation and the rate of its changing; 

– period of mutual visibility in an orbit pass. 

These parameters allow to determine SC antenna con-

trol characteristics in IL communication, as well as the 

mutual visibility periods of SC within IL zone. 

Configuration 1 – IL between the SC in one orbital 

plane. Fig. 3 presents an IL variant in one plane, when all 

RVZ of six SC (at an elevation angle of 10 °) are net-

worked into a common RVZ of the orbital plane. Com-

mon RVZ will significantly increase the coverage zone. 

Further we review the requirements for IL-providing 

equipment on the example of two most closely positioned 

SC of the first orbital plane SC № 11 and SC № 12. Fig. 4 

presents the SC, their subsatellite points and flight route. 

Tab. 4 presents the initial data – SC №11 and SC  

№ 12 reference. MDT – Moscow decree time in the as-

cending node, the SC coordinates and velocities are in the 

Greenwich rotating coordinate system (GRCS). 

Let us review the information transfer for SC № 11  

to SC № 12 in the nominal position during one orbit pass 

(115 min). 

In fig. 5–7 are shown ballistic parameter variations 

(where subitem а) parameter, b) parameter change rate): 

– Range – line-of-sight distance between SC [12]. 

Range change rate; 

– Declination – antenna direction angle from one SC 

to another measured from the direction to the Earth’s cen-

ter. Declination change rate; 

– Elevation – antenna direction angle from one SC to 

another measured from velocity vector in the clockwise 

direction. Elevation change rate. 

We can put the calculations of SC antenna pointing 

ballistic parameters together. The range of parameter 

changing for IL in an orbit pass between SC № 11 and SC 

№ 12 is listed in tab. 5. 

We must point out that in the orbit pass SC № 11 and 

SC № 12 are constantly in the zone of mutual visibility – 

that is confirmed by the parameter of 100 %. 

 
 

 

 
 

Fig. 3. Common RVZ in one orbital plane with IL within that plane 

 

Рис. 3. Общая ЗРВ одной орбитальной плоскости при МЛС внутри плоскости 
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Fig. 4. The motion of two close-positioned SC № 11 and 12  

in the first orbital plane 

 

Рис. 4. Движение двух ближайших КА № 11 и 12 

первой орбитальной плоскости 

 

 

Table 4 

SC № 11 and SC № 12 reference 
 

Parameter SC № 11 SC № 12 

Date 31.05.2019 31.05.2019 

MDT 11:59:57 12:19:14 

Coordinate Х, km 7232.954011 6936.407866 

Coordinate Y, km –3120.071909 –3714.968713 

Coordinate Z, км 0,0 0.0 

Velocity Vx, km/s 0.140334 0.171858 

Velocity Vy, km/s 0.325291 0.310911 

Velocity Vz, km/s 7.052965 7.060811 

 

 

 

  
 

а 

 

b 

 

Fig. 5. Ballistic parameter range:  

а – range changing between SC № 11 and 12; в – range change range 

 

Рис. 5. Баллистический параметр «дальность»:  

а – изменение дальности между КА № 11 и 12;  

б – скорость изменения дальности 

 



 

 
 

Сибирский журнал науки и технологий.  Том 20,  № 4 
 

 470

  

  

a b 

 

Fig. 6. Ballistic parameter declination: 

а – declination changing between SC № 11 and 12; в – declination change rate 

 

Рис. 6. Баллистический параметр «склонение»: 

а – изменение склонения между КА № 11 и 12; б – скорость изменения склонения 

 

 

 

  
  

a b 

 

Fig. 7. Ballistic parameter elevation:  

а – elevation change between SC № 11 and 12; в – elevation change rate 

 

Рис. 7. Баллистический параметр «восхождение»: 

а – изменение восхождения между КА № 11 и 12; б – скорость изменения восхождения 

 

 

Table 5 

Changing of IL ballistic parameters between SC within the orbital plane 
 

Parameter Range of parameter changing 

Range, km from 6658 to 9037 

Range change rate, km/s from –0.03 to 0,03 

Declination, ° from 54.37 to 65.36 

Declination change rate, °/s from –0.001 to 0.001 

Elevation, ° from 179.99 to 180.01 

Elevation change rate, °/с from –0.00006 to 0.00006 

SC mutual visibility period in an orbit pass, min 115.9 (100 %) 

 

 

Fig. 5–7 and tab. 5 data analysis demonstrates in the 

first place the stability of the basic parameters. Elevation 

is close to 0° in signal transmission from SC № 12 to SC 

№ 11, and close to 180° in transmission from SC № 11  

to SC № 12. The greatest variations are demonstrated by 

the SC antenna declination parameter. 

Configuration 2 – IL between SC of adjacent 

planes № 1 and 2, № 2 and 3, № 3 and 4. Here is an 

analysis of IL configuration for SC moving in adjacent 

planes № 1 and 2, on example of SC № 12, 22, 23. 

Tab. 6 presents the reference of SC № 22 and SC  

№ 23, SC № 12 – in tab. 4. 
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Fig. 8 shows the OC fragment, consisting of SC № 12 

from the first orbital plane and SC № 22, SC № 23 from 

the second orbital plane, for the moment of their position-

ing in the equator and pole areas. During the full orbit 

pass SC № 12 motion is mostly parallel to SC № 22, SC 

№ 23 is also parallel; SC routes get crossed only in the 

pole areas. 

We can put together the calculations of SC antenna 

pointing parameters for planes № 1 and 2. The range  

of IL parameter changing is listed in tab. 7. 

We must point out that the sampled SC № 12, SC  

№ 22 and SC № 23 continuously remain in the mutual 

visibility zone. 

The IL in tab. 7 compared to the IL of one orbital 

plane (tab. 5) shows the increasing dynamics of declina-

tion and elevation angles changing. Here the declination 

change rate increased by 50 times (0.001 and 0.05),  

and the elevation change rate increased from 0.00006 °/s 

to 0.15°/s. 

We have the best conditions for information transmis-

sion in the equator area. There the information can be 

transmitted in chain order to all 4 planes of the system. 

It should be noted that for the sampled OC of 24 SC  

at 1500 km altitude, the common IL including configura-

tions 1 and 2 is self-supporting (provides general linking 

of all SC in the OC). 

Configuration 3 – IL between SC in planes  

№ 1 and 3, № 2 and 4. Let us review the IL configura-

tion, in which SC move almost transversely, at the exam-

ple of orbital planes № 1 and 3. 

Tab. 8, in addition to Tab. 4, presents SC № 31, 32, 33 

reference. 

Here the mutual visibility of SC in different planes 

occurs at high latitudes. 

Each SC of one orbital plane can see from two to three 

SC of another orbital plane. We can point out that the 

time of simultaneous visibility of three SC is not long. We 

analyze the example of IL for SC № 11 of the first orbital 

plane, and SC № 31, 32 and 33 of the third orbital plane 

(fig. 9). 

IL parameter changes between SC № 11 and SC  

№ 31, 32, 33 are listed in tab. 9. 

In motion of SC № 11 relative to SC № 31, 32 and 33, 

mutual visibility period or IL operational time of the SC 

is rather long, mainly close to revolution half-period. 

Comparison of this IL parameters (tab. 9) with IL  

in one orbital plane (tab. 5) and IL in adjacent orbital 

planes (tab. 7) demonstrates still more growing dynamics 

when the declination and elevation angles get changed. 

Now the declination change rate comes up to 0.17 °/s, and 

elevation change rate – to 0.55 °/s. 

Configuration 4 – IL between SC in planes № 1 

and 4. Here is an analysis of IL configuration in planes  

№ 1 and 4. Its main feature is the SC oncoming motion. 

During the revolution half-period a SC of one orbital 

plane runs across all other SC of another orbital plane. 

The dynamics of the SC route intersection depends on 

the Earth's surface latitude, over which the SC route inter-

section takes place. In this case, there may be three vari-

ants: equator zone, middle latitudes and high latitudes. 

Let us review the IL on the example of SC № 11  

of the first orbital plane and all six SC of the fourth orbital 

plane. 

Tab. 10 shows the reference of SC № 41-46, SC  

№ 11 – in tab. 4. 

SC of one orbital plane can see from one to three SC 

of another orbital plane at the same time. Fig. 10 shows 

SC positioning in equator and pole areas. 
 

Table 6 

SC № 22 and № 23 reference 
 

Parameter SC № 22 SC № 23 

Date 31.05.2019 31.05.2019 

MDT 12:09:37 12:28:54 

Coordinate Х, km 7386,336533 7591.458385 

Coordinate Y, km 2724.447324 2091.536252 

Coordinate Z, km 0.0 0.0 

Velocity Vx, km/s –0.127584 –0.086993 

Velocity Vy, km/s 0.341148 0.352760 

Velocity Vz, km/s 7.055772 7.054474 

 

 

Table 7 

Changing of IL ballistic parameters between SC in adjacent planes № 1 и 2 
 

Parameter Range of parameter changing 

Range, km from 3800 to 7200 

Range change rate, km/s from –3 to 3 

Declination, ° from 63 to 77 

Declination change rate, °/с from –0.05 to 0.05 

Elevation, ° 
from –60 to 60; 

from 120 to 240 

Elevation change rate, °/с 
from –0.4 to 0.15; 

from –0.15 to 0.15 

SC mutual visibility period in an orbit pass, min 115.9 (100 %) 
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Fig. 8. SC motion in adjacent planes № 1 and 2 

 

Рис. 8. Движение КА в соседних плоскостях № 1 и 2 

 

 
Table 8 

SC № 31, 32 and 33 reference 
 

Parameter SC № 31 SC № 32 SC № 33 

Date 31.05.2019 31.05.2019 31.05.2019 

MDT 11:40:43 12:00:00 12:19:17 

Coordinate Х, km 2233.447140 2864,993939 3469.973938 

Coordinate Y, km 7544.938345 7337.622768 7062.144241 

Coordinate Z, km 0.0 0.0 0,0 

Velocity Vx, km/s –0.354350 –0.342044 –0.328272 

Velocity Vy, km/s 0.099865 0.133551 0.166529 

Velocity Vz, km/s 7.059052 7.051298 7.059063 

 

 

 

 
 

Fig. 9. SC orthogonal motion in planes № 1 and 3 

 

Рис. 9. Ортогональное движение КА в плоскостях № 1 и 3 
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Table 9 

Changing of IL ballistic parameters between SC in planes № 1 and 3 
 

Range of parameter changing 
Parameter 

SC № 11 and 31 SC № 11 and 32 SC № 11 and 33 

Range, km from 6000 to 9200 from 500 to 9200 from 5000 to 9200 

Range change rate, km/s from –6 to 6 from –9 до +9 from –6.3 to +6.3 

Declination, ° from 54 to 68 from 54 to 88 from 54 to 71 

Declination change rate, °/с from –0.14 to 0.14 from –0.17 to 0.17 from –0.15 to 0.15 

Elevation, ° 
from 7 to –93; 

from 170 to 267 

from 60 to –120; 

from 140 to 310 

from 82 to 190; 

from –20 to 100 

Elevation change rate, °/с from –0.5 to 0.05 from –0.18 to 0.06 from –0.05 to 0.55 

SC mutual visibility period in an orbit pass, 

min 

50.1 (43.2 %) 71.1 (61.3 %) 56.0 (48.3 %) 

 

 

Table 10 

Reference of SC № 41–46 in the OC 
 

Parameter SC № 41 SC № 42 SC № 43 SC № 44 SC № 45 SC № 46 

Date 31.05.2019 31.05.2019 31.05.2019 31.05.2019 31.05.2019 31.05.2019 

MDT 11:31:05 11:50:22 12:09:40 12:28:57 12:48:20 13:07:37 

Coordinate Х, km –4165.747 –3585.969 –2981.510 –2356.174 –1709.746 –1055.799 

Coordinate Y, km 6682.119 7008.555 7286.171 7513.579 7688.098 7804.910 

Coordinate Z, km 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

Velocity Vx, km/s –0.302 –0.324 –0.335 –0.348 –0.353 –0.359 

Velocity Vy, km/s –0.199 –0.164 –0.139 –0.099 –0.080 –0.047 

Velocity Vz, km/s 7.054 7.055 7.056 7.054 7.053 7.052 

 

 

  

 

Fig. 10. Oncoming motion of SC from planes № 1 and 4 

 

Рис. 10. Встречное движение КА плоскостей № 1 и 4 

 

 

IL parameter changing range between SC № 11  

and all SC of the fourth orbital plane, SC № 41–46, is 

listed in tab. 11. 

Mutual visibility period of SC № 11 and SC in the 

fourth orbital plane is less than in the other previously 

reviewed IL configurations. 

This IL (tab. 11) compared to the other previously re-

viewed IL (tab. 5, 7, 9) shows That the type of IL pre-

sented here demands the most dynamic SC antenna point-

ing by declination angle and elevation angle change. Here 

the declination change rate comes up to 0.24 °/s, and ele-

vation change rate – to 0,75 °/с. 

Conclusion. The analysis of the main ballistic pa-

rameter changing taken into account for  antenna pointing 

in transmission of data via IL either in one orbital plane or 

in adjacent planes shows that the changing is quite varied. 

Table 12 presents generalized ranges of main ballistic 

parameter changing for the IL configuration within OC  

of 24 SC (4 orbital planes, 6 SC each) at the orbit  

of 1500 km. 
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We can conclude that for an orbital constellation IL 

antenna pointing and proper operation, the destabilizing 

factors analyzed in this article must be taken into  

account: 

– limited time intervals for information exchange of 

SC in the line of sight; 

– mutual change of position at SC high motion veloc-

ity. 

IL operating optical or radio communication channels 

of a satellite system has a number of special characteris-

tics – limited power supply of IL equipment; that should 

be taken into account in hardware design [13] . 

Comparing the reviewed IL types for the sampled OC 

of 24 SC, we can find that the simplest IL to be put into 

practice is the inter-satellite line within one plane. With 

this type, the ballistic parameters change in the least, and 

the neighboring SC stay in the line of sight all the time. 

For the IL configuration in OC adjacent orbital planes, 

special apparatus and antennae for dynamic tracking of 

one SC by another are required, since the target indica-

tions used for antenna pointing get dynamically and con-

siderably changed. 

In this case, favorable conditions for IL operation – 

the lowest parameter changing rates for IL antenna point-

ing – develop in SC parallel motion in adjacent orbital 

planes (between orbital planes № 1 and 2, № 2 and 3,  

№ 3 and 4). 

It should be noted that to improve the OC of 24 SC 

consumer characteristics from the point of view of its 

usability, it is enough to make use of the first two IL types 

reviewed above: inside any single plane and in adjacent 

planes № 1 and 2, № 2 and 3, № 3 and 4. 

After successful IL configuration for OC of SC in a 

low circular orbit, further development of SC between the 

SC positioned in various orbits can be considered. This 

type of IL was outlined in [14; 15], describing a combined 

satellite communication system, comprising a relay satel-

lite operating in a highly elliptical orbit and providing 

information exchange with SC in its line of sight moving 

in low earth orbits. 

The use of the results obtained in design of updated 

SC, in OC ballistic configuration and establishing IL in 

the OC of 24 SC, may help to produce a highly-efficient 

monitoring and data transmission satellite system. 

 
Table 11 

Changing of IL ballistic parameters between SC in planes № 1 and 4 
 

Parameter change rate between SC № 11 and SC № 41-46 Parameter 

SC № 46 SC № 41 SC № 42 SC № 43 SC № 44 SC № 45 

Range, km from 6000 

to 9200 

from 5000 

to 9200 

from 2640 

to 9200 

from 500 

to 9200 

from 3300 

to 9200 

from 5340 

to 9200 

Range change rate, km/s from –9.0 

to 9.0 

from –9.3 

to 9.3 

from –10.3 

to 10.3 

from –12,3 

to 12.4 

from –10.1 

to 10.1 

from –9.1 

to 9.1 

Declination, ° from 54 

to 68 

from 54 

to 72 

from 54 

to 80 

from 54 

to 88 

from 54 

to 78 

from 54 

to 70 

Declination change rate, °/с from –0.2 

to 0.2 

from –0.22 

to 0.22 

from –0.23 

to 0.23 

from –0.24 

to 0.24 

from –0.24 

to 0.24 

from –0.2 

to 0.2 

Elevation, ° from 220 

to 320 

from 230 

to 340 

from 220 

to 360 

from 30 

to 200 

from 45 

to 180 

from 47 

to 155 

Elevation change rate, °/с from –0.65 

to 0.20 

from –0.75 

to –0.15 

from –1.4 

to 0 

from –0.1 

to 0.1 

from 0,55 

to 1.15 

from 0.18 

to 0.71 

SC mutual visibility period in 

an orbit pass, min 
37.9 (32.7 %) 41.5 (35.8 %) 48.0 (41.4 %) 50.5 (43.5 %) 46.6 (40.2 %) 40.6 (35.0 %)

 

 

Table 12 

Changing of IL ballistic parameters for OC of 24 SC 
 

IL configuration type Parameter 

Within a plane Between 1 and 2, 2 and 

3, 3 and 4 planes 

Between 1 and 3, 

2 and 4 planes 

Between 1 and 4 

planes 

Range, km from 6658 to 9037 from 4000 to 7200 from 5000 to 9000 

from 500 to 9000 

from 500 to 9000 

from 3500 to 9000 

from 5500 to 9000 

Range change rate, km/s from –0.03 to 0.03 from 0 to 3 from –10 to 10 from –12 to 12 

Declination, ° from 54.37 to 65.36 from 63 to 75 from 55 to 90 from 54 to 90 

Declination change rate, 

°/с 

from –0.001 

to 0.001 

from 0 to 0.01 from –0.035 

to 0.035 

from –0.05 to 0.05 

Elevation, ° from –0.01 to 0.01; 

from 179.99 

to 180.01 

from 10 to 60; 

from 330 to 360 

from 300 to 360; 

from 0 to 120 

from 340 to 360 

Elevation change rate, 

°/с 

from –0.000006 

to 0.000006 

from 0.03 to 0.07 from –0.05 to 0.05 from 0 to 0.9 

SC mutual visibility 

period in an orbit pass, 

min 

115.9 (100 %) 115.9 (100 %) from 50.1 to 71.1 

(from 43.2 

to 61.3 %) 

from 37.9 to 50.5 

(from 32.7 

to 43.5 %) 
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The paper presents the results of studying the shielding properties of thin transparent films in single-walled carbon 

nanotubes on flexible substrates of polyethylene terephthalate. The films were formed by spraying colloidal solution on 

single-walled carbon nanotubes. The film thickness was determined by the volume of the sprayed colloidal solution and 

was measured using transmission electron microscopy in a cross-section mode. The morphology and structural quality 

of the films were studied by electron microscopy, optical spectroscopy, and Raman spectroscopy. The results showed 

the high structural quality of the material. According to Raman spectroscopy, the ratio of peaks intensities G / D  

is 23.4, which is the evidence of a significant predominance of carbon in the sp2 hybridization. It is typical for graphite-

like systems and, in particular, carbon nanotubes. The spectral dependences of the transmission and reflection coeffi-

cients of radio waves in the K range of 18–26.5 GHz were studied. Absorption of radiation is the dominant shielding 

mechanism. Increasing the film thickness from 15.9 to 56.1 nm is accompanied by decreasing the surface resistance 

from 971 to 226 Ohm / sq, while optical transparency decreases from 93.58 to 76.71 %. Shielding efficiency increases 

from 2.29 to 6.6 dB, increasing the proportion of absorbed radiation from 34.6 to 51.2 % at a frequency of 18 GHz. 

This indicates the prospects for the use of films as electromagnetic shielding and anti-icing coatings in the aerospace 

industry. 

 

Keywords: single-walled carbon nanotubes, thin films, electromagnetic shielding. 
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ОДНОСТЕННЫХ УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК 
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Представлены результаты исследования экранирующих свойств тонких прозрачных пленок одностенных 
углеродных нанотрубок на гибких подложках из полиэтилентерефталата. Пленки формировались спрей рас-
пылением коллоидного раствора одностенных углеродных нанотрубок. Толщина пленок задавалась объемом 

распыляемого коллоидного раствора и измерялась при помощи просвечивающей электронной микроскопии  

в режиме cross-section. Морфология и структурное качество пленок были изучены методами электронной 

микроскопии, методами оптической спектроскопии и спектроскопии комбинационного рассеяния света. Ре-
зультаты позволяют судить о высоком структурном качестве материала. Согласно данным спектроскопии 

комбинационного рассеяния, соотношение интенсивностей пиков G/D составляет 23,4, что является свиде-
тельством существенного преобладания углерода, находящегося в состоянии sp2 гибридизации. Это характер-
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но для графитоподобных систем и, в частности, углеродных нанотрубок. Изучены спектральные зависимости 

коэффициента прохождения и отражения радиоволн в К-диапазоне 18–26,5 ГГц. Доминирующим механизмом 

экранирования является поглощение излучения. Увеличение толщины пленки c 15,9 до 56,1 нм сопровождается 
снижением поверхностного сопротивления с 971 до 226 Ом/кв, оптическая прозрачность при этом снижается 
с 93,58 до 76,71 %. Эффективность экранирования увеличивается с 2,29 до 6,6 дБ, повышая долю поглощенно-

го излучения с 34,6 до 51,2 % на частоте 18 ГГц. Это говорит о перспективах применения пленок в качестве 
радиоэкранирующих и антиобледенительных  покрытий в аэрокосмической отрасли. 

 

Ключевые слова: одностенные углеродные нанотрубки, тонкие пленки, электромагнитное экранирование. 
 

Introduction. Single-walled carbon nanotubes 

(SWCNTs) are promising for the aerospace industry due 

to the unique combination of high mechanical strength 

(Young's modulus ~ 1TPa), high electrical conductivity, 

as well as low density and, as a consequence, low weight 

of the finished product. The listed properties imply broad 

prospects for the use of SWCNTs as a reinforcing mate-

rial for polymer composites, light and strong electrical 

cables, and functional layers for transparent electric-

heated and electromagnetic shielding structural elements. 

The function of electromagnetic shielding is of interest, in 

particular, for solving the problem of protecting informa-

tion. As far back as the 80s of the 20th century the funda-

mental possibility of intercepting and decrypting informa-

tion contained in radiation from a computer monitor was 

shown. This fact increases the priority of applying various 

measures to protect a wide variety of electronic objects 

from unauthorized removal of the information contained 

in them, or possible external influences. Shielding output 

devices is the main solution to protecting information. 

The reality of such a scenario has been experimentally 

proven. In Russia this channel of information leakage is 

called SEMRP (Side Electromagnetic Radiation and 

Pickup). In the USA the standard is called TEMPEST 

(Transient Electromagnetic Pulse Emanation Standard). 

Traditionally thin layers of transparent conducting ox-

ides such as In2O3: Sn [1] and ZnO: Al [2] act as shielding 

films. 

Carbon nanomaterials, such as carbon nanotubes (sin-

gle-walled [3] and multi-walled), graphene [4; 5], reduced 

graphene oxide [6], as well as polymers with conjugated 

bonds [7] are promising in solving this problem. As a 

result active study of their shielding properties is currently 

underway. 

In [3] the effectiveness of shielding electromagnetic 

radiation of the HF and microwave range by SWCNT 

films with a thickness of 10 nm to 10 μm was studied. It 

was shown that the shielding efficiency of a SWCNT film 

with a thickness of 100 nm is about 40 dB at a frequency 

of 10 GHz, however, the optical transparency of such a 

film is about 50%, which is significantly lower than op-

erational requirements (> 80 %). In the case of a graphene 

monolayer the shielding efficiency is 2.27 dB with a sur-

face resistance of 635 Ohm / sq and optical transparency 

of 97.8 % [4]. The graphene monolayer has fairly low 

shielding efficiency, but due to its high transparency it 

can be a part of a composite coating, for example in com-

bination with metal grids or nanowires. 

The method of forming films of single-walled car-

bon nanotubes. The paper studies the shielding ability of 

thin SWCNT films (OCSiAl, Novosibirsk) on polyethyl-

ene terephthalate substrates. The application of thin 

SWCNT films was carried out by the spray method;  

a detailed description is given in [8; 9]. The principle  

is as follows: the compressed air from the compressor  

is supplied to the nozzle (airbrush) under pressure  

of 6 atm (0.6 MPa), spraying the SWCNT colloidal  

dispersion (the preparation procedure is described in  

detail in [9]) onto heated polyethylene terephthalate  

substrates (manufactured by Hi- Fi, Japan, thickness  

50 μm) – as the main substrate and a base alkaline glass,  

1 mm thick for spectroscopic measurements. The sub-

strate temperature is controlled by the heating element 

and in this work was 120 °C, this is enough for the micro-

drops of the colloidal solution to evaporate without being 

able to coalesce on the substrate. 

The thickness of the SWCNT films was determined  

by the volume of the sprayed SWCNTs dispersion; four 

volumes of SWCNT ink were used in the work: 1, 2, 3, 

and 4 ml. After spraying the colloidal solution the films 

were washed with distilled water for one hour, and then 

dried at 100 °C for one hour in order to remove residual 

water and form a coherent film of nanotubes. 

Studying the morphology and thickness of SWCNT 

films by scanning and transmission electron micros-

copy. The morphology and thickness of SWCNT films 

was studied by electron microscopy. The study of mor-

phology was carried out using a Hitachi S5500 scanning 

electron microscope (Center of collective uses FRC KSC 

SB RAS). Fig. 1, a, b, c show films obtained by spraying 

1 and 3 ml of SWCNT dispersion, respectively. It is seen 

that with an increase in the volume of sprayed dispersion 

the density of the SWCNT film increases. 

The thickness of SWCNT films was measured by 

transmission electron microscopy (TEM) using a Hitachi 

HT7700 transmission electron microscope (Center of col-

lective uses FRC KSC SB RAS) in a cross-section mode 

according to the technique described in [10]. 

Measuring the SWCNT films average thickness in the 

cross-section mode made it possible to determine the av-

erage film thickness for all volumes of sprayed disper-

sion. Film thickness for 1; 2; 3 and 4 ml of the dispersion 

are 15.3; 32.9; 44.9 and 56.1 nm, respectively. According 

to the straight line tangent, the direct dependence of the 

film thickness on the sprayed colloid volume can be de-

scribed by the equation 14,56h V  , which allows accu-

rate characterizing the parameters of SWCNT films for 

the selected technological mode. 

Investigation of the structural and optoelectronic 

characteristics of thin SWCNT films. For SWCNT 

films all spectroscopic studies were carried out on alka-

line glass, which excluded the contribution of the sub-

strate to the spectra and thereby made the analysis more 

objective. The optical transparency of SWCNT films was 
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studied by optical spectrophotometry using a Shimadzu 

UV-3600 spectrophotometer in the range 400–2500 nm. 

Fig. 2, a shows the spectral transmission for an alka-

line glass substrate and a 44.5 nm thick SWCNT film. 

The graph shows three absorption peaks characteristic  

of SWCNTs, which correspond to electronic transitions 

between the Van Hove features for semiconductor  

(S11 ~ 1836 nm and S22 ~ 1064 nm) and metal (M11 ~ 786 nm) 

SWCNTs [11]; the position of these peaks depends on the 

SWCNTs diameter, with decrease in diameter all three 

peaks experience a blue shift. 

Fig. 2, b shows the dependences of the specific sur-

face resistance and optical transmission at a wavelength 

of 550 nm on the thickness of the SWCNT film. The sheet 

resistance of the films is 971; 607; 379 and 226 Ohm / sq, 

respectively, and the optical transmission minus the re-

flection from the glass substrate is 93.6; 88.5; 81.9 and 

76.7 %, respectively.  

The structural quality of SWCNTs can be most fully 

characterized using Raman spectroscopy. Atomic vibra-

tions in SWCNTs were studied using Raman spectros-

copy. 
 

 

         
 

   
 

Fig. 1. SEM images of SWCNT films of various thicknesses: 1 ml (a) and 3 ml (b and c) of dispersion;  

TEM image of SWCNT films of various thicknesses: 1 ml (d) and 3 ml (e) of dispersion. Dependence  

of the SWCNT films thickness on the volume of sprayed dispersion (f) 

 

Рис. 1. СЭМ изображения пленок ОУНТ различной толщины: 1 мл (а) и 3 мл (b и c) дисперсии;  

ПЭМ изображение пленок ОУНТ различной толщины: 1 мл (d) и 3 мл (e) дисперсии.  

Зависимость толщины пленок ОУНТ от объема распыленной дисперсии (f) 

 

 

      
 

Fig. 2. Transmission of a SWCNT film 44.9 nm thick in the range 400–2500 nm (a); dependence of surface resistance  

and transmission of SWCNT films as a function of film thickness (b) 

 

Рис. 2. Пропускание пленки ОУНТ толщиной 44,9 нм в диапазоне 400–2500 нм (а); зависимость  

поверхностного сопротивления и пропускания пленок ОУНТ в зависимости от толщины пленки (b)  
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Fig. 3 shows the Raman spectra for the films  

with thickness of 15.3 nm and 56.1 nm, obtained using  

a Horiba Jobin Yvon T64000 Raman spectrometer  

(Center of collective uses FRC KSC SB RAS). 

Three peaks characteristic of SWCNTs can be distin-

guished in the spectra: the G-line characterizing the vibra-

tions of the system of carbon sp2 bonds (~ 1592.8 cm–1) 

(graphite-like zone), the 2D line (~ 2678.7 cm–1), indicat-

ing two-dimensionality of the material, which is the  

overtone of the D-line (defective zone) (~ 1332.5 cm–1). 

The RBM peak (the breathing mode is a split peak  

at ~ 150.6 cm–1 and ~ 180.29 cm–1) characterizes expan-

sion-compression vibrations relative to the central axis  

of nanotubes [12]. It is also worth noting that the film 

thickness does not affect the position of the peaks. The 

low intensity of the D mode indicates low defectiveness 

of the nanotube material; the ratio of the G / D peaks  

intensities is 23.4. 

In [9] we calculated the diameter of SWCNTs of this 

type; it amounted to 1.6–1.8 nm, which correlates with the 

results of [13]. 

Investigation of the electromagnetic shielding 

properties of SWCNT films. The reflection (S11)  

and transmission (S21) coefficients in the K range  

(18–26.5 GHz)  were  measured  according  to the scheme  

shown in fig. 4. Samples of SWCNT films were clamped 

using threaded connections between two waveguide-

coaxial transitions of rectangular cross section with di-

mensions 5.5 × 11 mm. The signal was excited and ana-

lyzed using the R&S ZVA 50 vector network analyzer. 

Changing the level of the transmitted and reflected signal 

allows drawing conclusions about the magnitude of the 

shielding effect and its mechanism. It is worth noting that 

the approach involving the use of a waveguide, unlike the 

method of measurement in free space (using horns), al-

lows estimating the level of reflection of the microwave 

signal from the sample. 

Fig. 5 shows the spectral dependences of the parame-

ters S11 and S21 measured in dB which are reflection and 

transmission coefficients, respectively. 

Thus, knowing the values of the coefficients S21  

and S11 it is possible to calculate the transmission and 

reflection coefficients according to the following equa-

tions [14]: 
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Fig. 3. Raman spectra of SWCNT films with thickness of 15 and 50 nm (a), enlarged fragments of D and G peaks (b)  

and RBM (radial breathing mode) (c) 

 

Рис. 3. Спектры комбинационного рассеяния пленок ОУНТ толщиной  15 и 50 нм (а),  

увеличенные фрагменты D и G пиков (b) и дыхательной RBM моды (c) 

 

 
 

Fig. 4. Schematic representation of a measuring unit 

 

Рис. 4. Схематическое изображение  измерительной установки 
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Fig. 5. Spectral dependences of parameters S21 (a) and S11 (b) for SWCNT films of various thicknesses 

 

Рис. 5. Спектральные зависимости параметров S21 (а) и S11 (b) для пленок ОУНТ различной толщины 

 

 

On the basis on the fact that the sum of all radiation 

components is 1, it is possible to calculate the fraction of 

absorbed radiation according to the following equation: 

1A T R   . 

The dependence of transmission, reflection and ab-

sorption of SWCNT films of various thicknesses at the 

frequency of 18 GHz:  
 

SWCNT film 

thickness, nm 

T (18 GHz), 

% 

R (18 GHz), 

% 

A (18 GHz), 

% 

15.3 60.8 4.1 34.6 

32.9 54.8 5.8 39.4 

44.9 29.2 20.4 50.4 

56.1 23.6 25.2 51.2 

 

The main model describing the relationship between 

the specific sheet resistances of thin films of non-

magnetic materials is the continuous layer model [14] 
 

0( ) 20lg 1 .
2 s

Z
SE dB

R

 
  

 
                       (2) 

 

Fig. 6 shows comparison of the experimentally ob-

tained values of shielding efficiency at a frequency of 18 

GHz from the sheet resistance of the coatings, calculated 

by the equation ( ) 10lgSE dB T  of the surface resis-

tance of SWCNT films at the boundaries of the studied 

range, and approximation of the experimental points by 

equation 2. 

It can be seen from the graph that the results obtained 

are in agreement with the model, as a result of which it 

can be assumed that the shielding efficiency can be in-

creased by reducing the surface resistance of SWCNT 

films. Single-walled carbon nanotubes can be doped and 

acquire either a hole [15] (doping with electron acceptors 

such as: HNO3, FeCl3, HAuCl4) or electron [16] conduc-

tivity (doping with electron donors: amines, phosphines, 

etc.). Initially SWCNT films have hole conductivity,  

as evidenced by the sign of the Seebeck coefficient  

(+40 mV at room temperature) [9]. As it can be seen from 

equation 2, lowering the sheet resistance due to doping  

to the value of 50 Ohm / sq helps to increase the shielding 

efficiency to the value of 13.5 dB or transmission of not 

more than 4.5 %, so the remaining 95.5 % of the power 

will be absorbed in the film and partially reflected back. 

This fact indicates the promise of using transparent 

SWCNT films in solving the problem of shielding mi-

crowave electromagnetic radiation. 
 

 
 

Fig. 6. Shielding efficiency as a function of sheet resistance  

for SWCNT films at the boundaries of the studied range 

 

Рис. 6. Зависимость эффективности экранирования  

от величины поверхностного сопротивления  

для пленок ОУНТ на границах исследуемого  

диапазона 

 

Conclusion: The electromagnetic shielding properties 

of thin SWCNT films on flexible PET (polyethylene 

terephthalate) substrates were studied. The contributions 

of reflection and absorption are determined. The absorp-

tion of radiation is the predominant factor in attenuation 

of radio emission in the studied K range (18–26.5 GHz). 

Increasing the film thickness from 15.9 nm to 56.1 nm 

increases the fraction of absorbed radiation from 34.6  

to 51.2 % at the frequency of 18 GHz. 
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CONTACT ALGORITHM MEASUREMENT METHOD FOR CURRENT CRYSTALS  

AREA GROWN BY CZOKHRALSKI METHOD 

 

S. P. Sahansky, S. E. Yulenkov* 

 

Reshetnev Siberian State University of Science and Technology 

31, Krasnoyarsky Rabochy Av., Krasnoyarsk, 660037, Russian Federation 

*E-mail: yulenkov_se@sibsau.ru 

 

For crystals grown from the liquid melt according to the Czochralski method when monitoring and controlling the 

current crystal area based on the contact measurement method, the requirements for improving the accuracy of meas-

uring the crystal area on the cylindrical part of the growth are determined. 

To eliminate errors due to the accuracy of stabilization of the melt level in the crucible, an algorithm for the opera-

tion of the crystal growing unit is proposed which is performed by the programm using the control system. 

The evaluation time of the control signal on the growing crystal cylindrical part is taken as the sampling time of a 

given number of crucible movement pulses. 

The calculation of the control signal starts at the time of the melt level sensor closure, the calculation of the control 

signal ends at the time of the melt level sensor closure as well, provided that a given number of crucible movement 

pulses is sampled. 

The control signal evaluation time in the previous control cycle is used in the current cycle to calculate the melt 

level sensor closing and opening pause. 

In the control system at the moment of the contact sensor closure a pause of the closed and the same subsequent 

pause of the open state of the level sensor is held. 

During pauses, the status of the contact sensor is not analyzed by the control system and the control of the crucible 

ascent occurs at a slowed down and accelerated rate of the crucible ascent during “conditionally” closed and “condi-

tionally” open states of the level sensor. 

The control system is permanently reset at the end of each control cycle. 

The program control system provides the above algorithm for controlling the process of growing crystals from the 

liquid melt according to the Czohralski method, at the same time the accuracy of determining the current area of the 

grown crystal is about 1 %. 

 

Keywords: growth, crystals, melt level sensor. 

 

 

АЛГОРИТМ КОНТАКТНОГО МЕТОДА ИЗМЕРЕНИЯ ТЕКУЩЕЙ ПЛОЩАДИ КРИСТАЛЛОВ,  

ВЫРАЩИВАЕМЫХ СПОСОБОМ ЧОХРАЛЬСКОГО 

 

С. П. Саханский, С. Е. Юленков* 

 

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 

Российская Федерация, 660037, г. Красноярск, просп. им. газ. «Красноярский рабочий», 31 

E-mail: yulenkov_se@sibsau.ru 

 

Для кристаллов, выращиваемых из жидкого расплава по способу Чохральского, при контроле и управлении 

текущей площадью кристалла на основе контактного метода измерения, определены требования для повыше-
ния точности измерения площади кристалла на цилиндрической части выращивания. 

Для устранения ошибки из-за точности стабилизации уровня расплава в тигле предложен алгоритм рабо-

ты установки выращивания кристаллов, выполняемый программно с помощью системы управления. 
За время оценки сигнала управления на цилиндрической части выращиваемого кристалла принимается вре-

мя выборки заданного количества импульсов перемещения тигля. 
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Начинается вычисление сигнала управления в момент замыкания датчика уровня расплава, заканчивается 
вычисление сигнала управления так же в момент замыкания датчика уровня расплава при условии выборки 

заданного количества импульсов перемещения тигля. 
Время оценки сигнала управления в предыдущем цикле управления используется в текущем цикле для вычис-

ления паузы замыкания и размыкания датчика уровня расплава. 

В системе управления в момент замыкания контактного датчика выдерживается пауза замкнутого и по-

следующая пауза разомкнутого состояния датчика уровня. 
В моменты пауз состояние контактного датчика системой управления не анализируется и управление 

подъемом тигля происходит с замедленной и ускоренной скоростью подъема тигля в моменты «условно» 

замкнутого и «условно» разомкнутого состояний датчика уровня. 
Система управления постоянно обнуляется в момент завершения каждого цикла управления. 
Программная система управления обеспечивает приведенный выше алгоритм управления процессом выра-

щивания из жидкого расплава кристаллов по способу Чохральского, при этом достигается точность опреде-
ления текущей площади выращиваемого кристалла порядка 1 %. 

 

Ключевые слова: выращивание, кристаллы, датчик уровня расплава. 
 

Introduction The method for controlling the growing 

process of a single crystal according to the “Czohralski” 

method is proposed in the work [1], based on the use of a 

template simulating a crystal of a given shape as a pro-

grammer. The crucible with melt and the container with 

liquid are placed on the upper cup laboratory scales. In 

the process of growth the template is immersed in the 

liquid at the same speed as the crystal is drawn from the 

melt. The template and crystal are connected by a flexible 

rod. The equilibrium is maintained if the amount of the 

solid phase and the liquid displaced by the template per a 

time unit is the same. In case of imbalance (reduction or 

increase in the crystal diameter), the error signal of the 

scales after the optoelectronic converter and amplification 

is used as a programming one for the heater temperature 

control with the signal from the thermocouple. 

A continuously decreasing level of the melt in the cru-

cible is controlled by a laser meter in the device [2] when 

drawing a single crystal of a given diameter. The signal 

from the laser melt level meter is compared with a pro-

grammable level change setup unit, and the difference 

signal after this comparison is used to correct the melt 

temperature through the heater power regulator and the 

crystal drawing speed. 

Microprocessor control systems for the growth  

of germanium crystals, developed on the basis of patents 

[3; 4], were introduced into the semiconductor production 

of germanium crystals growing (fig. 1), in turn, this  

development is an analogue of the control systems given 

in [1; 2]. 

The work of programmable control systems based on 

the contact method for measuring the current area of the 

grown crystals (fig. 1) is as follows: under the control 

system monitoring, a crystal with d diameter is grown in 

the chamber with growing rates Vз and crystal rotation Wз, 

while the molten metal located in the crucible with an 

inner diameter D rotates with an angular velocity Wт with 

decreasing melt in the crucible. 

The signal from the contact sensor is supplied through 

the smoothing filter C1, R1, R2 and the computer match-

ing unit to decide on the control of the crucible lifting, 

which is carried out by means of the step motor control 

unit. 

In addition to the crucible lifting speed Vт, the infor-

mation is generated in the system on the movement of the 

crucible  Xитц (with discreteness  xт) and information  Xизц 

on the movement of the crystal (with discreteness  xт) 

using the crucible and seed displacement sensors. 

Computer control of the crystal growth rates Vз, crys-

tal rotation Wз, crucible rotation Wт is carried out through 

appropriate drives. The melt temperature control is carried 

out on the basis of the formation of the temperature Тз set 

from the computer to the temperature controller based on 

the temperature sensor of the heater side surface. 

The basic principles of the control system at the 

contact method of current crystal area measuring. The 

control of the crystal growth rate Vз(x), the temperature of 

the heater side surface Tз(x), the rotation speed of the 

crystal Wз(x) and the crucible Wт(x) is formed on the basis 

of expressions (1–4): 
 

з зп( ) ( ) VV x V x Z K y    ,                       (1) 

з зп( ) ( ) TT x T x Z A y dx     ,                  (2) 

з зп( ) ( )W x W x ,                              (3) 

т тп( ) ( )W x W x ,                             (4) 

where KV – the proportional speed regulation coefficient;  

AT – the integral coefficient of temperature control;  

Vзп(x), Wзп(x), Wтп(x), Tзп(x), – program specification  

of the law of technological parameters change; Vз(x), 

Wз(x), Wт(x), Tз(x) – general control of technological  

parameters; Z – the sign of control capture by diameter  

on the cylindrical part of the crystal; x – the displacement 

along the axis of the crystal; y – the control signal for the 

deviation of the current area of the grown crystal from the 

given. 

The process of stabilizing the crystal diameter occurs 

in the control system in accordance with expressions  

(1)–(2), when the sign of capturing control by diameter  

(Z = 1) on the cylindrical part of the crystal is included, 

based on the control signal y. If we specify the geometry 

of the grown crystal and its axial gradient in the solid part, 

then it is possible to pre-simulate the setting of the speed 

and temperature of growth in all sections of the crystal 

according to the model [5]. 
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Fig. 1. Control system based on the contact method of measurement: 
1 – seed rotation drive; 2 – seed drive; 3 – contact sensor; 4 – coordination unit with a computer; 5 – temperature sensor; 

6 – temperature regulator; 7 – the computer; 8 – rotational drive of the crucible; 9 – stepper motor; 10 – stepper  

motor control unit; 11 – the sensor of seed movement; 12 – the chamber; 13 – ingot; 14 – melt of metal; 15 – crucible; 

16 – screen; 17 – heater; 18 – crucible displacement sensor 

 

Рис. 1. Система управления на основе контактного метода измерения: 
1 – привод вращения затравки; 2 – привод перемещения затравки; 3 – контактный датчик; 4 – блок согласования 

с ЭВМ; 5 – датчик температуры; 6 – регулятор температуры; 7 – ЭВМ; 8 – привод вращения тигля; 9 – шаговый 

двигатель; 10 – блок управления шаговым двигателем; 11 – датчик перемещения затравки; 12 – камера;  

13 – слиток; 14 – расплав металла; 15 – тигель; 16 – экран; 17 – нагреватель; 18 – датчик перемещения тигля  
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Fig. 2. Microprocessor control system for drawing germanium single crystals 

 
Рис. 2. Микропроцессорная система управления  

вытягиванием монокристаллов германия 

 

 

 

The design of the programmable automatic control 
system for germanium crystal drawing is shown in fig. 2–4 
show a view of a floating graphite screen with a melt 
level sensor and a view of a grown crystalline germanium 
billet with a diameter of 104 mm.  

The basis for the contact method for crystal growth 
control and management on the cylindrical part [6–15] is 
the current area management (or diameter when round) of 
the growing crystal according to the control signal y, cal-
culated as a function of the deviation of the current crystal 
area from the given one, using crystal Xзц and crucible Xтц 
displacements for the period Tц of the control signal y 
estimate. 

The shape of the grown crystal directly depends on the 
accuracy of determining the control signal y and the ab-
sence of significant interference in the calculated value. 

The speed of the melt decrease in the crucible Vр, as 
well as the accelerated speed of the crucible lifting Vтм 
after opening the contact sensor and the slowed lifting 
speed of the crucible after closing the contact sensor 

VтмM are determined by the expressions (5–9), in which 
the speed increase coefficients (C = 4) and the crucible 
lifting speed decrease (M = 4), which has has been   
applied in growing the cylindrical part of the crystal  
and provides periodic closure and opening of the contact 
sensor in the range of melt level change of about  
1–2 μm. 

When growing the crystal forward and reverse 
cones, the condition for the complete stop of the cruci-
ble rise, when the melt level sensor is closed (M = ∞), 
is used to control the speed of the crucible moving  
upward. 
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where Vт – the crucible lifting speed; Vр – the speed of the 

melt decrease in the crucible; Vз – the crystal growth 

speed; d – the current crystal diameter; D – the inner  

diameter of the crucible; т – the specific density of solid 

material; ж – the specific density of liquid material;  

d1 – the specified diameter of the grown crystal on the 

cylindrical part; dmax – the maximum permissible diameter 

of the grown crystal, with which compliance the main 

condition under which the sensor and screen close after 

opening is fulfilled; dmin – the minimum permissible value 

of the crystal diameter at which the condition of the 

screen lagging behind the sensor after its closed state is 

observed. 

 

 

 
 

Fig. 3. Floating graphite screen and melt level sensor 

 

Рис. 3. Плавающий графитовый экран и датчик уровня расплава 

 

 

 

 

 

 
Fig. 4. A germanium billet with a diameter of 104 mm 

 
Рис. 4. Слиток германия диаметром 104 мм 
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For the contact measurement method the control sig-

nal y, the movement value of the seed Xзц and the crucible 

Xтц during the evaluation time Tц can be represented in the 

form of expressions (10–14): 

y изц
итц

K X
y X

A B A
  


,                      (10) 

2

т ж
y

з т 1

x D
K B

x d
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      
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изц

1

1
X d
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A d

         
,                      (12) 

зц изц зX X x  ,                          (13) 

тц итц тX X x  ,                         (14) 

where А, В − scaling coefficients; Kу – the setting of a 

given diameter (area) of the grown crystal; Xизц – the seed 

movement with the  reference discreteness xз ;  Xитц – the 

crucible movement with reference discreteness xт;   

xз – the reference discreteness of the seed movement;   

xт – the reference discreteness of the crucible  

movement. 

Expression (12) shows the direct relationship of the 

control signal y with the deviation of the current crystal 

area from the given one.  

During the evaluation cycle Tц, the control signal y is 

calculated in the control system by expression (10), and 

using the recording in the control system the settings of 

the diameter Kу, on the cylindrical part of the grown crys-

tal, the growing area is set. 

An open step drive with a stepper motor is used as a 

crucible lifting drive for upward lifting speed control, 

providing a process of repeatedly changing crucible  

lifting speed according to the signal from the contact level 

sensor. 

The expressions for the movement pulses of the seed 

Xизц, crucible Xитц and time Tц of the control signal  

estimate y can be represented in the form of expressions 

(15–16): 

итц y

изц
X K

X
B
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 ,                            (15) 

итц y зизц з зц
ц

з з з

X K xX x X
T

V V B V
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  


,           (16) 

where Tц − control signal evaluation period (working time 

of a given number of pulses Xитц or Xизц). 

Let us take as the evaluation time Tц of the control 

signal y on the cylindrical part of the grown crystal the 

sample time of the specified number of pulses movement 

of the crucible Xтц (in the process of melt decrease in the 

crucible) in accordance with expressions (17–18): 

2
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The total movement time t in the process of closing 

the contact sensor with a slowed down speed and the total 

movement time with the accelerated speed of the crucible 

after opening the sensor tд, as well as the number of cy-

cles Kц for closing and opening the sensor during the 

evaluation period of the control signal Tц can be repre-

sented in the form of expressions (19–20): 
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where t  the time of the crucible movement with a 

slowed-down speed VтмM after the sensor is closed dur-

ing the evaluation period of the control signal; tд, – the 

time of the crucible movement with an accelerated speed 

Vтм after opening the sensor during the evaluation period 

of the control signal; Kц – the number of cycles of closing 

and opening the sensor during the time Tц. 

The accuracy of the contact method for measuring 

the current area of the grown crystal. In the control 

system of the germanium drawing unit under considera-

tion, a timing control diagram was applied (fig. 5) when 

growing the cylindrical part of the crystal, which means 

that at the moment of contact sensor closure in the control 

system it is necessary to withstand a program pause τ of 

the closed and the subsequent pause τ of the open state of 

the level sensor.  

At pauses of τ, the state of the contact sensor is not 

analyzed by the control system and the crucible lift con-

trol is performed with the slow and accelerated crucible 

lifting speed at the moments of “conditionally” closed and 

“conditionally” open states of the level sensor. 

After holding two pauses, the conditions of the closure 

of the melt level sensor are analyzed and the drive for 

moving the crucible up is controlled. 

This control increases the noise immunity of the 

method of calculating the current area on the cylindrical 

part of the grown crystal due to the lack of system re-

sponse to the operation of the contact sensor during two 

pauses. 

The opening value of the melt level on the cylindrical 

part of the grown crystal Lp is set within 1 μm. The pause 

time τ and the tдм (d) time of the sensor closure (after two 

pauses) can be represented in the form of expressions 

(21–22) provided that the melt sensor is opened by the 

value Lp: 
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where τ  the crucible movement  time with a slow speed  

VтмM after the sensor closes (when the melt decreases by 

Lp); tдм(d) – the crucible movement time with accelerated 

speed Vтм after two pauses are held τ until the sensor 

closes. 

The error r in the calculation of the control signal, 

depending on the accuracy of stabilization of the melt 

level in  the crucible,  can be  represented  in the form  

of expression (23), which is graphically presented  

in fig. 6: 
2

ж

з т 1

x D
r

x d

 
     

,                             (23) 

where r  an error in the calculation of the control signal 

for the measurement cycle; x – the accuracy of stabiliza-

tion of the melt level in the crucible. 

 

 

   H                                                     H 

Р 

 

 

 

 

τ                           τ                 tдм(d) 

 

 

 

 

 
 

 

 

Fig. 5. Timing diagram of the level sensor: 

H  operation of the contact level sensor (P   sensor open) 

 

Рис. 5. Временная диаграмма работы датчика уровня: 

H  работа контактного датчика уровня (Р  датчик разомкнут) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 6. The error of the control signal r, depending on the accuracy of stabilization 

of the melt level in the crucible x with: xз = 0,0216 μm; d1 = 100 mm; D = 300 mm; A = 1;                       

т = 5,35 g/cm2; ж = 5,57 g/cm2 

 

Рис. 6. Погрешность сигнала управления r в зависимости  

от точности стабилизации уровня расплава в тигле x при: xз = 0,0216 мкм; d1 = 100 мм;     

   D = 300 мм; A = 1; т = 5,35 г/см2;  ж = 5,57 г/см2 

0 t 

r 

x, мкм 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

100

200

300

400



 

 
 

Сибирский журнал науки и технологий.  Том 20,  № 4 
 

 492

 

 
 

Fig. 7. Control signal change graph y (d_Diametra) 

 

Рис. 7. График изменения сигнала управления y (d_Diametra) 

 

 

 

The time dependence of the control signal y during an 

industrial installation operation is shown in fig. 7.  

The algorithm for improving the accuracy of the 

contact method for measuring the current area of 

crystals. During the evaluation of the control signal y on 

the cylindrical part of the grown crystal, the sampling 

time of a given number of Xитцу crucible movement pulses 

is taken from expression (24) with a sampling discrete-

ness reference xт, which corresponds to the evaluation 

time of the control signal Tцу in accordance with expres-

sion (25). These parameters are calculated in each previ-

ous control cycle. 
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To eliminate the error due to the stabilization accu-

racy of the melt level in crucible r, the following  

program algorithm for the control system operation is 

proposed: 

1. During the evaluation of the control signal y on the 

grown crystal cylindrical part, the sampling time for a 

given number of pulses of the crucible Xитцу movement is 

taken according to expression (24) with discreteness ref-

erence xт and the estimation time Тцу according to expres-

sion (25). 

2. The calculation of control signal y starts at the 

moment of the melt sensor closure, provided that a speci-

fied number of crucible Xитцу movement pulses is sam-

pled. 

3. The calculation of the control signal y ends at the 

moment of the melt sensor closure, provided that the 

specified number of pulses of movement of the crucible 

Xитцу movement is sampled. 

4. The Тцу evaluation time of the set number of pulses 

of the crucible Xитцу movement in the previous control 

cycle is used in the current cycle to calculate the pause τ 
of closure and conditional opening of the melt level sen-

sor according to the expressions (16, 21). 

In each control cycle, the stabilization error of the melt 

level in crucible r is minimized due to its reset during the 

control cycle start (closure) of the melt level sensor. 

The block diagram of the program of the above  

stated algorithm is shown in fig. 8–11 for diameters  

d1= 80 mm; d1=100 mm; d1 = 120 mm; and Xтц = 68 μm; 

Xтц = 107 μm; Xтц = 154 μm, respectively (at a given 

value of the melt level opening Lp = 1 μm), an example  

of calculating the control signal y is given. 

Conclusion. For crystals grown from the liquid melt 

according to the Czochralski method, when monitoring 

the current crystal area based on the contact method  

for measuring the current crystal area, the requirements 

are identified to improve the accuracy of measuring the 

current crystal area on the cylindrical part of the grown 

crystal.  

To eliminate the error due to the accuracy of stabiliza-

tion of the melt level in the crucible, a program algorithm 

for the operation of the crystal growing unit is proposed, 

in which the time of the control signal y evaluation on the 
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cylindrical part of the grown crystal is taken as the sam-

pling time of a given number of Xитцу crucible movement 

pulses. The calculation of the evaluation time of the con-

trol signal y at the moment of closure of the melt sensor 

starts, the calculation of the control signal y at the mo-

ment of closure of the melt sensor ends, provided that the 

specified number of  crucible  Xитцу movement pulses is 

sampled. 

 
 

 
 

 

Fig. 8. Block diagram of the program 

 

Рис. 8. Блок-схема программы 
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Fig. 9. Schedule of change of control signal y from (d1–d ) at: т = 5.35 g/cm2; ж = 5.57 g/cm2 

xт = 0.0266 μm; xз = 0.0216 μm; d1 = 80 mm; D = 300 mm; M = 4; C = 4; B = 16; Vз = 0.00833 mm/s; 

Xзц = 1000 μm; Xтц = 68 μm;  Tц=120 s; Lp= 1 μm 

 

Рис. 9. График изменения сигнала управления y от (d1–d) при: т = 5,35 г/см2;   

ж = 5,57 г/см2:; xт = 0,0266 мкм; xз = 0,0216 мкм; d1 = 80 мм; D = 300 мм; M = 4; C = 4; B = 16; 

Vз = 0,00833 мм/с; Xзц = 1000 мкм; Xтц = 68 мкм;  Tц  = 120 с; Lp = 1 мкм 
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Fig. 10. Schedule of change of control signal y from (d1–d ) at: т  = 5.35 g/cm2; ж = 5.57 g/cm2 

xт = 0.0266 μm; xз = 0.0216 μm; d1 = 100 mm; D = 300 mm; M = 4; C = 4; B = 16; Vз = 0.00833 mm/s; 

Xзц = 1000 μm; Xтц = 107 μm;  Tц=120 s; Lp= 1 μm 

 

Рис. 10. График изменения сигнала управления y от (d1–d) при: т = 5,35 г/см2;    

ж = 5,57 г/см2:; xт = 0,0266 мкм; xз = 0,0216 мкм; d1 = 100 мм; D = 300 мм; M = 4; C = 4; B = 16; 

Vз = 0,00833 мм/с; Xзц = 1000 мкм; Xтц = 107 мкм;  Tц  = 120 с; Lp  = 1 мкм 
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Fig. 11. Schedule of change of control signal y from (d1–d ) at: т = 5.35 g/cm2; ж = 5.57 g/cm2 

xт = 0.0266 μm; xз = 0.0216 μm; d1 = 120 mm; D = 300 mm; M = 4; C = 4; B = 16; Vз = 0.00833 mm/s; 

Xзц = 1000 μm; Xтц = 154 μm;  Tц  = 120 s; Lp  = 1 μm 

 

Рис. 11. График изменения сигнала управления y от (d1–d) при: т = 5,35 г/см2;     

ж = 5,57 г/см2:; xт = 0,0266 мкм; xз = 0,0216 мкм; d1 = 120 мм; D = 300 мм; M = 4; C = 4; B = 16; 

Vз = 0,00833 мм/с; Xзц = 1000 мкм; Xтц = 154 мкм;  Tц  = 120 с; Lp  = 1 мкм 

 

 

The evaluation time Тцу of the control signal y in the 

previous control cycle is used in the current cycle to cal-

culate the melt level sensor closing and opening pause. In 

the control system, at the moment the contact sensor clo-

sure, a pause of the closed and the same pause of the sub-

sequent open state of the level sensor is held. 

At pauses, the state of the contact sensor is not ana-

lyzed by the control system and the control of the crucible 

lift occurs with a slow and accelerated crucible lifting 

speed at “conditionally” closed and “conditionally” open 

states of the level sensor. 

The control system is reset at each moment of the con-

trol cycle completion, provided that the melt level sensor 

is closed. 

All this ensures the accuracy of determining the cur-

rent area of the grown crystal of about 1% on the cylin-

drical part of the grown crystal in the automatic control 

system. 
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WATER CLEANING FROM METAL IONS BY ELECTROCHEMICAL TREATMENT  

BY USING THE DIAPHRAGM USING OF A DIAGRAM ELECTROLYZER FOR CLEANING  

SEWAGE FROM HEXAVALENT CHROMIUM  
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In the production of space rocket technology, electrochemical processes are used, as a result  there is pollution of 

sewage by metal ions. The strict requirements of environmental authorities do not allow sewage, containing metal ions 

with concentration exceeding the maximum permissible values, to be discharged directly into reservoir or sewers. The 

greatest difficulties are caused by the purification of water from hexavalent chromium. 

The proposed methods for purifying from hexavalent chromium, electrocoagulation method, galvanocoagulation 

method, sorption methods, combined methods, have some disadvantages, such as: significant energy consumption, 

significant consumption of soluble metal anodes, passivation of the anodes, need for large excesses of reagent (iron 

salts), large amounts of precipitate and the complexity of its dehydration, high cost and scarcity of sorbents, high 

consumption of reagents for the regeneration of sorbents, and others. 

This work shows equipment for experiments, including a diaphragm electrolyzer with a coaxial arrangement of 

electrodes. Formulas for calculating the chromium ions flux due to migration and diffusion are presented. The 

difference between the calculated amperage from the practical one is 25 %, and the theoretical degree of purification 

from the real one is 4 %, which confirms the effectiveness of the proposed cleaning method. 

The concentration of chromium anions was determined by atomic absorption spectroscopy. The degree of 

purification of water from chromium ranged from 84 to 96 %. The highest degree of purification (96 %) was obtained 

with an electrolysis duration of 29 minutes. 

 

Keywords: electroplatings wastes, hexavalent chromium, diaphragm electrolyzer, electrochemical effect, direct 

current. 

 

 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДИАФРАГМЕННОГО ЭЛЕКТРОЛИЗЁРА ДЛЯ ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ ВОД  

ОТ ШЕСТИВАЛЕНТНОГО ХРОМА 
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В производстве ракетно-космической техники применяются электрохимические процессы, в результате 
которых происходит загрязнение сточных вод ионами металлов. Строгие требования органов охраны окру-
жающей среды не позволяют сбрасывать непосредственно в водоемы или канализацию сточные воды, содер-

жащие ионы металлов, концентрация которых превышает предельно допустимые значения. Наибольшие 
трудности вызывает очистка воды от шестивалентного хрома. 

Предлагаемые методы очистки от хрома шестивалентного – метод электрокоагуляции, метод гальвано-

коагуляции, сорбционные методы, комбинированные методы – имеют недостатки, такие как значительный 

расход электроэнергии, металлических растворимых анодов, пассивация анодов, необходимость больших  
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избытков реагента (солей железа), большие количества осадка и сложность его обезвоживания, дороговизна 

и дефицит сорбентов, большой расход реагентов для регенерации сорбентов и др. 

В работе показано оборудование для проведения опытов, включающее диафрагменный электролизёр  

с коаксиальным расположением электродов. Представлены формулы для расчёта потока ионов хрома под 

действием миграции и диффузии. Отличие  расчётной силы тока от практической составляет 25 %, теоре-
тической степени очистки от реальной – 4 %, что подтверждает эффективность предложенного способа 

очистки. 

Концентрацию ионов хрома определяли методом атомно-абсорбционной спектроскопии. Степень очистки 

воды от хрома составила от 84 до 96 %. Наибольшая степень очистки (96 %) получена при продолжительно-

сти электролиза 29 мин. 

 

Ключевые слова: гальваностоки, шестивалентный хром, диафрагменный электролизёр, электрохимическое 
воздействие, постоянный ток. 

 

Introduction. Due to the constantly increasing 

requirements for standards for the concentration of 

harmful substances (in particular, for substances of the 

first hazard class – hexavalent chromium) in industrial 

effluents (in particular, in electroplatings wastes), interest 

in various cleaning methods has always been relevant. 

In the production of aircraft parts, galvanic 

technologies are used, as a result of which electroplatings 

wastes of electroplating shop contaminated with metal 

ions are formed. The requirements of environmental au-

thorities do not allow direct discharge into reservoirs or 

sewers of electroplatings wastes containing high concen-

tration of chromium, for example, in the form of chromic 

acid, metal chromates, etc. In addition, chromium is an 

expensive metal and its extraction from chromium-

containing electroplatings wastes is also desirable from an 

economic point of view. For a long time there is a need 

for an economical and efficient way to remove chromium 

from industrial wastewater and its subsequent regenera-

tion [1–7]. 

Currently, there are a large number of ways to purify 

industrial water from chromium – mechanical, chemical, 

electrical, physical, biological, combined, etc. The pro-

posed methods for purifying hexavalent chromium – elec-

trocoagulation method, galvanocoagulation method, sorp-

tion methods, combined methods have their drawbacks, 

such as: high power consumption, significant consump-

tion of soluble metal anodes, passivation of the anodes, 

the need to use a reagent (iron salts), the formation of a 

large amount of precipitate and the complexity of its sub-

sequent dehydration, the high cost and scarcity of sor-

bents, the use of reagents for the regeneration of sorbents, 

and others [8; 9]. SibSAU staff have developed a com-

bined method of purifying water from anions and cations, 

including hexavalent chromium [10; 11]. However, the 

proposed method requires prolonged water precipitation 

(8–10 hours), which is not always possible under produc-

tion conditions. Therefore, the development of an effec-

tive method of purifying water from hexavalent chro-

mium is an urgent problem. 

Diaphragm electrolyzers are used to change the active 

reaction and redox potential of the medium [12]. In this 

work, it is noted that when using a diaphragm electrolyzer 

due to the migration of hexavalent chromium ions from 

the cathode chambers, their concentration in catholyte 

decreases. However, this phenomenon has not been inves-

tigated with the aim of using chromium ions to purify 

water. 

Work Description. Fig. 1 shows the experimental 

setup with the help of which water was purified from 

hexavalent chromium. 

The experimental procedure was similar to that de-

scribed in [13]. The difference is that the number of holes 

in a small tank (3) is increased and the water of the elec-

troplating shop taken from the bath with rinsing water 

following the chromium bath with chromium-containing 

solution in the manufacture (coating) of aircraft parts was 

cleaned. 

Based on the calculations given in article [13], the 

electrolysis time is 29 minutes. In this case, the degree of 

purification should be equal to 100 %. 

The degree of purification was calculated by the for-

mula 
 

о к

о

С С
= 100,

С
Y

 
 
 

 

 

where оС , кС  – initial and final concentration of the re-

moved metal ion, mg/l; 
 

7.0 0.29
 = 

7.0
Y

 
 
 

100 % = 96 % 

 

where оС  [CrO4]
2- =  7.0 mg/l; кС  [CrO4]

2- = 0.29 mg/l. 

The results of the experiments are presented in fig. 2. 

Thus, the discrepancy with the estimated degree of pu-

rification is 4 %. 

To confirm the correctness of the selected calculation 

method described in [13], it is necessary to compare  

the values of the calculated amperage (theoretical) Icalc 

and average, measured in the process of electrolysis 

(practical) Iexp.medium. 

It is known that the flow of dissolved particles in the 

electrolyzer consists of three terms [14; 15]: 
 

Ni = –Zi · Ui · F · Ci · Ф – Di · Ci + Ci · v, 
flow           migration              diffusion     convection 

 

where Ni – component i flow, mol/(cm2 s); Zi – ion charge 

in proton charge units; Ui – component mobility i, 

cm2mol/(J s); F –   Faraday constant, C/mol; Ci – concen-

tration of component i, mol/cm3; Ф – voltage between 

electrodes, V; Di – diffusion coefficient, cm2/s; Сi – con-

centration gradient, mol/cm3. 

We neglect the third term since the electrolysis mode 

is stationary and, accordingly, the convective component 

is negligible. 
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After data substitution, the migration flow will be 

equal to: 

–Zi · Ui · F  · Ci · Ф = 7.655 · 10–10  
2

mol

s  cm
. 

The diffusion component is determined: 

 

Di · Ci = 26.77 · 10–11  
2

mol

s  cm
. 

 

 

 
 

Fig. 1. Experimental setup: 
1 – fluoroplastic tank; 2 – cathode (stainless steel 12Х18Н10Т); 

3 – fluoroplastic glass (small tank) with holes; 4 – tarpaulin diaphragm;   

5 – graphite anode; 6 – DC source; 7 – multimeter 

 

Рис. 1. Экспериментальная установка: 
1 – ёмкость из фторопласта; 2 – катод (нержавеющая сталь 12Х18Н10Т);  

3 – фторопластовый стакан (малая ёмкость) с отверстиями; 4 – диафрагма из брезентовой 

ткани;  5 – анод из графита; 6 – источник постоянного тока; 7 – мультиметр 

 

 

 

 

 
 

Fig. 2. Dependence of the degree of purification on the time of electrolysis 

 

Рис. 2. Зависимость степени очистки от времени проведения электролиза 
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Thus, the flux of chromium ions will be equal to: 
 

Ni =10.3 · 10–10 
2

mol

s  cm
. 

 

The amperage will be: 
 

Icalc = Ni · F · S = 993 950 · 10–10 

2

А
cm

 · 323.106 cm2 =  

= 3.2 · 10–2 A = 0.032 A,   
 

where Ni – component i flow, mol/(cm2*s); F – Faraday 

constant, C/mol; S – surface area of the cathode (anode) 

involved in electrolysis, cm2. 

The average value of amperage during electrolysis  

in 29 minutes made up: Iexp.medium.= 0.043А. 

Conclusion. The highest degree of purification (96 %) 

was obtained with an electrolysis duration of 29 minutes. 

The process was carried out at a voltage of 50 V. 

The difference between the calculated amperage from 

the practical one is about 25 %, and the theoretical degree 

of purification from the real one is 4 %, which confirms 

the effectiveness of the proposed cleaning method and the 

correct calculation method. 

Further experiments are required, followed by practi-

cal testing under industrial conditions with an increased 

rate of electrochemical reactions in order to reduce  

electrolysis time. 
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