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Применение контурного метода для решения задачи  

оптимального распределения трафика в сети 
 

К. Э. Гаипов, А. А. Кузнецов, И. Л. Крикунов 
 

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 
Российская Федерация, 660037, г. Красноярск, просп. им. газ. «Красноярский Рабочий», 31 

E-mail: gaipovke@yandex.ru 
 

Целью настоящей работы является создание способа решения задачи оптимального распреде-
ления трафика в сети с помощью контурного метода анализа данных. В первом разделе работы 
объяснен принцип преобразования любой доступной сети к контурному виду, причем рассмотрен 
случай как для сетей без потерь, так и для сетей с потерями. Во втором разделе в общем виде по-
казан метод приведения сети в контурном виде к системе нелинейных неравенств, решив которую 
можно получить некое распределение трафика в системе. В заключительном разделе на примере 
системы массового обслуживания M/M/1/N показано решение задачи оптимального распределения 
трафика по критерию минимизации потерь. В качестве исходных данных для задачи выступили 
матрица инцидентности, интенсивность обслуживания и размерность буфера для каналов связи. 
Указанный подход по оптимальному распределению трафика позволяет сократить число исполь-
зуемых переменных по сравнению с известными методами на основе беспетельных маршрутов, а 
также не требует их предварительного поиска, так как они определяются из размерности мат-
рицы инцидентности графа моделируемой сети. 

 

Ключевые слова: контурный метод, оптимизация трафика в сети. 

 

Using of the contour method to solving the problem of optimal traffic 
distribution in the network 
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The purpose of this work is to create a method for solving the problem of optimal traffic distribution in a 

network using the contour data analysis method. In the first section of the work, the principle of converting 
any available network to a contour form is explained, and the case is considered both for networks without 
loss and for networks with losses. The second section shows in a general way the method of bringing the 
network in contour form to a system of non-linear inequalities, by solving which one can obtain a certain 
distribution of traffic in the system. In the final section, using the M/M/1/N queuing system as an example, the 
solution of the problem of optimal traffic distribution according to the loss minimization criterion is shown. 
The initial data for the task were the incidence matrix, service intensity and buffer dimension for 
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communication channels. A feature of the proposed algorithm is the search for a contour matrix, for the 
compilation of which it is proposed to use loss edges as elements of the spanning tree of the graph, which 
allows you to immediately determine the contour matrix using the concept of a fundamental cycle of a graph. 
This approach to optimal traffic distribution reduces the number of variables used compared to the known 
methods based on loopless routes, and also does not require their preliminary search, since they are 
determined from the dimension of the incidence matrix of the simulated network graph. 

 

Keywords: contour method, network traffic optimization. 
 
Введение 
На сегодняшний день, когда сетевые технологии развиваются стремительными темпами, а ко-

личество устройств в сети непреклонно растет, перед операторами связи стоит задача роста каче-
ства обслуживания передаваемого трафика и гибкой балансировки поступающего трафика без 
потери производительности в сети. Изменение пропускных способностей каналов связи, добав-
ление в топологию новых каналов и узлов приводят к полному пересчету таблиц маршрутизации. 

Одним из способов повышения качества функционирования сети является определение опти-
мальных маршрутов передачи данных, реализующих политику маршрутизации, при которой дос-
тигается один или несколько критериев оптимальности. Такими критериями могут выступать ми-
нимальная задержка и/или потери при передаче информации как для отдельных маршрутов или 
каналов, так и суммарная, тем самым достигается более сбалансированная загрузка каналов связи. 

Современные протоколы динамической маршрутизации, такие как OSPF [1] и IS-IS [2], по-
зволяют обойти загруженные каналы связи для улучшения качества обслуживания сетевых 
сервисов. Однако при частом обновлении маршрутов необходимы дополнительные вычисли-
тельные ресурсы для активации нового маршрута и его установки. Протоколы многопутевой 
маршрутизации, как правило, используют в своей работе алгоритм k-кратчайших путей (алго-
ритм Йена), применяемый для технических решений [3]. В качестве примера можно рассмот-
реть модуль MPLS-TE [4; 5], который работает с маршрутами, вычисленными с помощью дан-
ного алгоритма. Это позволяет сбалансировать нагрузку путем распределения сетевого трафика 
по резервным маршрутам. 

Помимо этого, существует множество модернизаций и адаптаций данных методов. Так, в работах 
[6−9] предлагаются модели многолучевой маршрутизации с балансировкой нагрузки на базе сетей 
GERT и минимизации планиметрических задержек для каждого типа трафика. В [10] исследуется 
алгоритм адаптивной маршрутизации на нейронных сетях. В [11] рассмотрен метод, включающий 
балансировку нагрузки с многопутевой маршрутизацией, на базе алгоритма парных перестановок 
маршрутов, в [12; 13] проанализированы технологии быстрой перемаршрутизации IP FRR.  

Несмотря на большой список работ и различных технических реализаций в виде программ 
для ЭВМ [14–17], существующие механизмы не решают задачу оптимальной маршрутизации 
трафика с учетом потерь. Именно поэтому в данной работе была разработана и описана реали-
зация математической модели сети с применением контурного метода анализа трафика по кри-
терию минимизации потерь. 

 
1. Приведение сети к контурному виду 
Пусть дана сеть, где для каждого канала связи известна функция вероятности потерь паке-

тов. В самом тривиальном варианте данная функциональная зависимость будет определяться 
размером буфера телекоммуникационного устройства, к которому подключен канал связи, ско-
ростью передачи данных канала связи, статистическими характеристиками потока, проходяще-
го через него. Если это возможно, то в качестве такой функциональной зависимости можно ис-
пользовать уже существующие формулы, описывающие вероятности потерь для различного 
рода систем массового обслуживания, в реальности зависимость потерь потока зависит от мно-
гих факторов, которые определяются логикой программно-аппаратного обеспечения телеком-
муникационного устройства. 
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Для получения математической модели распределения трафика по сети сеть удобно пред-
ставить в виде направленного графа. Определим правило построения: каждое направление пе-
редачи данных между парой телекоммуникационных устройств будет представлять собой на-
правленное ребро графа, моделям телекоммуникационных узлов будут соответствовать верши-
ны графа. От каждого узла также будет выходить по одному дополнительному ребру, данное 
ребро представляет собой канал, по которому будет передаваться трафик, потерянный в резуль-
тате переполнения буферов телекоммуникационных устройств. На рис. 1 изображена сеть, со-
стоящая из двух узлов коммутации УК1 и УК2. К УК1 подключены пользователи, которые од-
новременно принимают и передают данные, на рисунке они обозначены как ИП1. Аналогично 
к УК2 подключен ИП2. Каждый канал на рис. 1 является дуплексным, потери происходят на 
каждом узле коммутации. 

 
Рис. 1. Модель сети 

 

Fig. 1. Network model 

 
На основании сказанного, на рис. 2 представлен граф сети, на котором узлы 1 и 2 соответст-

вуют источникам трафика, а ребра 1 и 2 являются каналами, подключающими соответствую-
щие источники к узлам коммутации. Узлы 3 и 4 соответствуют приёмникам трафика, ребра 3 и 
4 являются каналами, подключающими соответствующие приемники к узлам коммутации. Та-
ким образом, пары узлов 1 и 3 соответствует ИП1, ребра 1 и 3 соответствуют дуплексному ка-
налу между ИП1-УК1, пара узлов 2 и 4 соответствует ИП2, ребра 2 и 4 соответствуют дуплекс-
ному каналу между ИП2-УК2. Узел 7 терминирует на себе потери от входящих каналов в узел 
5, узел 8 терминирует в себе потери от входящих каналов в узел 6, а ребра под номерами 7 и 8 
являются каналами сброса трафика, соединяющими узлы коммутации с узлами терминации 
сброса. Узлы 5 и 6 обозначают узлы коммутации УК1 и УК2, соответственно. Если из сети на 
рис. 2 убрать каналы 7 и 8, а также узлы 7 и 8, то получившая сеть будет являться сетью без 
потерь (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 2. Представление сети с потерями в виде графа 
 

Fig. 2. Graph representation of a lossy network 
 

Контурная сеть – это такая сеть, которая не содержит разомкнутых цепей. Любую сеть мож-
но представить в виде контурной, обеспечив циркуляцию потока в сети. Для обеспечения цир-
куляции потока в сети необходимо замкнуть все узлы, которым инцидентно только одно ребро, 
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объединив их в один узел. Это гарантирует равенство суммы входящих в узел и суммы выхо-
дящих из узла потоков. Таким образом, для рассмотренного примера на рис. 2 и 3 необходимо 
объединить узлы с 1 по 4, а также 7 и 8 (для сети с потерями) в один общий узел. Графически 
такая сеть изображена на рис. 4 и рис. 5, соответственно. 

 

 
Рис. 3. Представление сети без потерь в виде графа 

 

Fig. 3. Graph representation of a lossless network 
 

 
 

Рис. 4. Результат приведения сети с потерями к контурному типу 
 

Fig. 4. The result of reducing a lossy network to a contour form 
 

 
 

Рис. 5. Результат приведения сети без потерь к контурному типу  
 

Fig. 5. The result of reducing a lossless network to a contour form 

 
Как видно на рис. 4, узлы с 1 по 4 плюс узлы 7 и 8 были объединены в узел 0, а для сети на 

рис. 5 объединены узлы с 1 по 4. Для полученных сетей необходимо определить матрицу кон-
туров.  

Отметим, что под источником понимается не один источник информации, а совокупность 
независимых источников, например, ПК локальной сети. Таким образом, по каналу, подклю-
чённому к источникам на рис. 1, проходят статистически мультиплексированные потоки. 

2. Контурный метод анализа данных 
Введем переменные, которыми будем оперировать при составлении математических моделей: 
V  – множество всех вершин графа; 

V  – количество вершин графа; 
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E  – множество всех ребер графа; 

E  – количество ребер графа; 

hE  – подмножество ребер графа, являющихся хордами; 

hE  – количество ребер в множестве hE ; 

bE  – подмножество ребер графа, являющихся ветвями; 

bE  – количество ребер в множестве bE ; 

srcE  – подмножество ребер графа, к которым подключены источники информации; 

srcE  – количество ребер в множестве srcE ; 

rcvE  – подмножество ребер графа, к которым подключены получатели информации; 

rcvE  – количество ребер в множестве rcvE ; 

trE  – подмножество ребер графа, которые соединяют узлы, являющиеся узлами коммутации; 

trE  – количество ребер в множестве trE ; 

lossE  – подмножество ребер графа, являющихся каналами сброса информации; 

lossE  – количество ребер в множестве lossE . 

Согласно теории графов, любой граф может быть описан матрицей инцидентности, матрица 
инцидентности без линейно-зависимой строки является матрицей линейно-независимых разре-
зов, которая в свою очередь ортогональна матрице контуров [18]. 

 

   1 0
b

T
E EV E    Ι C ,                                                         (1) 

 

где  1V E Ι  – матрица инцидентности контурной сети без линейно независимой строки; 

 bE EC  – матрица контуров. 

Матрица  1V E Ι  образуется из матрицы инцидентности V EΙ , описывающей граф исход-

ной ортогональной сети, путем удаления из нее всех строк, в которых есть только один ненуле-
вой элемент. Так, преобразования ортогональной сети в контурную сводится к тому, что все 

узлы со степенью равной 1 и инцидентные ребрам из подмножеств srcE , rcvE  и lossE  объеди-

няются в один узел. Это эквивалентно сложению всех строк в матрице V EΙ , в которых есть 

только один ненулевой элемент, в одну строку, и поскольку новая матрица – это матрица инци-
дентности контурной сети, в которой одну из строк можно также выделить как линейно-
зависимую, то именно строку, которая получилась в результате сложения строк с одним нену-
левым элементом, можно выбрать таковой. Полученную матрицу инцидентности, осуществляя 
сложение строк и перестановку столбцов, приводим к следующему виду: 
 

    1 1   
hV E V E   

    
Ι E Hg . 

 

где E  – единичная матрица размерностью 1V  ,  1 hV E Hg  – матрица хорд графа. 

Отметим, что номера столбцов, образующие единичную матрицу, являются номерами вет-
вей графа, которыми представлена анализируемая сеть, а номера столбцов матрицы Hg  пред-

ставляют собой номера хорд этого графа. 
Для выполнения условия ортогональности по формуле (1) матрица  bE EC  должна иметь 

следующий вид: 

  
Т

 1  ( )
b hE E V E  

    
C E Hg . 
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Особенностью топологии сетей с потерями является то, что остовное дерево графа можно 
получить только из ребер, которые образуют каналы сброса: данные ребра будут ветвями гра-
фа, а остальные ребра – хордами этого графа. 

Таким образом, можно предложить более быстрый способ получения матрицы контуров, ко-
торый требует меньше вычислительных действий и применим в случае, если необходимо ана-
лизировать потери во всех каналах или в большинстве каналов связи. 

Введем следующие обозначения: 

lossI  – матрица инцидентности сети с потерями, приведенная к контурному виду; 

losslessI  – матрица инцидентности без потерь, приведенная к контурному виду; 

Xh  – вектор-столбец, каждый элемент этого вектора показывает потоки в хордах от каждого 
источника; 

usersN  – число источников, равное числу элементов в множестве srcE ; 

n  – номер источника. 
В матрице lossI  и losslessI  одинаковое число узлов, но различное число столбцов, следова-

тельно, матрица lossI  получается из матрицы losslessI  путем добавления lossE  столбцов слева, 

при этом добавляемые столбцы представляют собой диагональную единичную матрицу, что 
соответствует следующему выражению: 

 

     loss losslessI E I . 
 

Из этого следует, что матрица losslessI  является матрицей хорд для графа, описывающего сеть 

с потерями. Таким образом, в матрице lossI  столбцы с номерами от 1 до lossE  будут ветвями 

графа, а столбцы с  1lossE   по  loss hE E  будут хордами этого графа. Следовательно, мат-

рица контуров для сети с потерями будет определяться следующим образом: 
 

     T
loss lossless

   C E I . 

 

В матрице lossC  столбцы с номерами от 1 до hE  будут хордами графа, а столбцы с 

 1hE   по  h lossE E  являются ветвями этого графа. 

Сформулируем рекомендации по выбору номеров ребер. Исходя из введённых обозначений, 
порядок нумерации ребер в исходном графе рекомендуется делать следующий: вначале прону-

меровать все ребра из множества srcE , затем из rcvE , потом из trE  и в конце из lossE . Такая ре-

комендация связана с тем, что в дальнейшем отпадает необходимость в организации дополни-
тельных алгоритмов поиска и сортировки, необходимых для формирования финальной системы 
ограничений и целевой функции. 

Каждая строка в матрице контуров lossC  показывает, какие ребра входят в контур, при этом в 

каждый контур входит только одна хорда, и направление этой хорды задает направление всего 
контура. Следовательно, если будут известны значения потоков в каждой хорде графа и эти зна-
чения задать в виде вектора-столбца, то произведение транспонированной матрицы контуров на 
вектор потоков в хорде даст значения потоков как в каждой хорде, так и ветвях графа, тем самым 
потоки в ветвях графа линейно зависимы от потоков в хордах этого графа или, что то же самое, 
потоки в ребрах графа полностью описываются потоками в его хордах. Поэтому в составляемой 
математической модели в качестве переменных будут выступать потоки в хордах графа. 

Поскольку каждый источник создает в каждом ребре графа свой поток, то количество пере-
менных будет определяться как число хорд графа, умноженное на число источников трафика. 

Таким образом, вектор переменных Xh  будет содержать users hN E  переменных. В векторе 

Xh  переменные с порядковыми номерами от    1 · 1hn E   до  · hn E  будут показывать по-
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токи источника n  в хордах из множества hE . Для определения суммарного потока в каждом 

канале связи создадим следующую матрицу: 
 

 1 2 
users

T T T
sum loss loss loss N

   C C C C . 
 

А для определения потока в каждом канале, создаваемом каждым источником, составим 
следующую матрицу: 

 
1 0

 

0
users

T
loss

users

T
loss N

 
 

  
 
  

C

C

C



  



. (2)  

 

Для определения суммарного потока в каждом канале связи 
 

  sum sumXe Xh C . (3)  
 

Каждая строка матрицы sumXe  показывает суммарный поток в каждом канале связи. Для оп-

ределения потока в каждом канале от каждого источника необходимо воспользоваться формулой 
 

  users usersXe Xh C . 
 

Каждые m  строк матрицы usersXe  показывают потоки от каждого отдельного пользователя. 

Таким образом, чтобы узнать, какой поток создается в ребре iE , от пользователя n  необходимо 

взять элемент  1users n E iXe    . Получив связи потоков в каждом канале через потоки в хордах, 

дальнейшая задача сводится к составлению системы ограничений и целевой функции. 
Поскольку размерность такой задачи является достаточно большой, то для её решения необ-

ходимо воспользоваться системами математического моделирования. Для формирования сис-

темы ограничений необходимо составить ряд матриц A , B , Aeq , Beq ,  xCeq  и  xC , а 

также задаться точкой начальной итерации 0x . Из полученных матриц создается система не-
линейных неравенств 

 
 
 

0;   

0;

0;   

0.

X

X

x

x

 
  
 
 

A

Aeq

C

Ceq

 

 

Как видно, система состоит из четырёх блоков, где  xCeq  – это вектор-столбец, в котором 

каждый элемент представляет собой некую нелинейную зависимость от искомых переменных, 

при этом данное значение должно быть равно нулю. Вектор  xC  аналогичен блоку  xCeq , 

но, в отличие от него, каждый элемент этого вектора-столбца меньше или равен нулю. 

Для определения значения потока в каналах потерь оставим в матрице lossC  только те 

столбцы, которые отвечают за ребра из множества lossE  (т. е. столбцы с номерами, соответст-

вующими рёбрам, через которые проходят потоки потерь). Обозначим такую матрицу как 

 loss users
EC  и сформируем её в формате 
 

  
 

 

1
0

 

0
users

T
loss loss

loss users
T

loss loss N

E

E

E
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Для определения потока потерь в каждом канале потерь от каждого источника запишем сле-
дующее равенство: 

    loss lossusers users
Xe E E Xh C . (4)  

 

По формуле (4) получаем значения потоков потерь, выраженных через потоки в хордах гра-
фа. С другой стороны, потери в канале потерь от источника можно определить как интенсив-
ность трафика в канале, который входит в узел коммутации, помноженную на вероятность 
сброса для этого канала. 

Далее нужно понять, для каких каналов необходимо определить потери: если для всех кана-

лов, то к таким каналам относится пространство каналов из подмножеств srcE , rcvE  и trE , а если 

интересуют только каналы, соединяющие узлы коммутации, то это пространство каналов из под-

множества trE . Последний вариант представляет наибольший практический интерес, так как 

ребра из подмножества trE , как правило, являются ребрами магистральной части сети, когда 

ребра из подмножества srcE  и rcvE  относятся к каналам доступа и являются мало нагруженными. 

Для определения вероятности потерь в каждом канале из подмножества trE  необходимо оп-

ределить в этом множестве суммарный поток. Для этого в матрице lossC  оставим только те 

столбцы, которые соответствуют номерам ребер из подмножества trE  и обозначим такую мат-

рицу как  tr loss
EC . Для определения суммарного потока в ребрах подмножества trE  составим 

матрицу  tr sum
EC  

        1 2 users

T T T
tr tr tr trsum loss loss lossN

E E E E   C C C C . 

 

По аналогии с (2), поток в каждом канале из подмножества trE , создаваемом каждым источ-

ником, выразим следующим образом: 
 

  
 

 

1
0

 

0
users

T
tr loss

tr users
T

tr loss N

E

E

E

 
 
 
 
 
 

C

C

C



  



. 

 

Далее найдем значение векторов потоков для подмножества ребер trE : 
 

    tr trsum sum
Xe E E Xh C , (5)  

 

    tr trusers users
Xe E E Xh C , (6)  

 

где  tr sum
Xe E  – показывает суммарный поток, проходящий по ребрам подмножества trE , эле-

мент данного вектора показывает значение суммарного потока в i -м ребре;  tr users
Xe E  пока-

зывает потоки от каждого источника, проходящие по ребрам подмножества trE . 

Каждые trE  строк матрицы  tr users
Xe E  показывают потоки от каждого источника в ребрах 

подмножества trE . Таким образом, чтобы узнать, какой поток создается в i -м ребре от пользо-

вателя n , необходимо взять элемент    1 trtr users n E i
Xe E

   . Если известна функция вероятности 

потерь для канала из подмножества trE , то интенсивность потерь в канале для источника n  

будет находиться как 

       1 trtr trusers n E i sumi
Xe E p Xe E

  
 . 
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Поток в канале сброса от источника n , который подключен к узлу iv , равен сумме потоков 

по тем ребрам, которые в него входят, что соответствует таким ребрам, для которых в матрице 
инцидентности в строке, индексирующей iv  узел, стоит –1. Если для каждого узла, к которому 

подключены каналы сброса, просуммировать потоки от входящих ребер, то такой поток будет 
соответствовать потоку сброса от конкретного источника в канале сброса, исходящего из дан-
ного узла: 

 
 

      1 trnv tr trusers n E i sumi
i v in

Xe Xe E p Xe E
  



  , (7) 

 

где nvXe  – это поток сброса в узле iv  от источника n . 

Если все элементы nvXe  упорядочить в порядке увеличения индекса, то значение элементов 

получившегося вектора nvXe  будет равно элементам вектора  loss users
Xe E , таким образом 

  nv tr users
Xe Xe E , откуда следует, что 

 

     tr nvusers
x Xe E Xe Ceq . 

 

Матрицу  xC  можно использовать для добавления сторонних ограничений, например, до-

бавить ограничения по потерям в каналах связи, установить задержки для каналов или сквоз-
ные задержки, а также оставить матрицу пустой для случаев, когда дополнительные условия не 
требуются. 

Для ограничений по потерям необходимо создать вектор-столбец lossesP , в котором укажем 

пороговое значение вероятностей потерь для отдельных каналов или всех каналов в сети. Зная 
функциональную зависимость вероятности потерь для данных каналов, а также используя сум-
марную интенсивность потерь в этих каналах из формулы (3) получим следующее выражение: 

 

  sum lossesp Xe P . (8) 
 

По такому же принципу создадим вектор-столбец wtT , в котором укажем пороговые значе-

ния задержки для каналов или сквозных задержек для определенных маршрутов. Зная функ-
циональную зависимость среднего числа заявок в очереди 0L , а также используя суммарную 

интенсивность потерь в этих каналах из формулы (3) получим выражение для канальных и 
сквозных задержек: 

  0 /sum sumL Xe Xe . 
 

По аналогии с выражением (8) составим неравенства для системы ограничений: 
 

  0 /sum sum wtL Xe Xe T . (9) 
 

При формировании  xC  стоит учитывать, что каждый элемент этого множества должен быть 

меньше или равен нулю. Для достижения этого условия в формулах (8) и (9) правая часть неравен-

ства переносится налево. Тогда итоговый вид вектора-столбца  xC  имеет следующий вид: 

    
 0

 
/

sum losses

sum sum wt

p Xe P
C x

L Xe Xe T

 
   

. 

 

Далее рассмотрим алгоритм получения матрицы :Aeq  произведение матрицы Aeq  на век-

тор переменных X  описывает такую линейную комбинацию значений, которые известны зара-
нее, что согласно математической модели является потоками в ветвях подмножества rcvE .  

Также следует учитывать, что потоки от источника n  будут равны нулю во всех ребрах про-

странства srcE  кроме ребра, непосредственно подключенного к источнику n .  
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Поэтому, если из матрицы lossC  оставить только строки, соответствующие номерам ребер из 

подмножества rcvE , а также строки, соответствующие номерам ребер подмножества srcE ,  

в которых потоки от источников равны нулю, а также обозначив такое пространство как 0SE , и 

обозначить получившуюся матрицу  0rcv S loss
E EC , то получим следующую матрицу: 
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T

rcv S loss N

E E

E E
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C
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. 

 

Если перемножить полученную матрицу с вектором Xh , получим вектор 

 0rcv S users
Xe E E , описывающий потоки в каналах, которые являются заранее известными 

величинами, а их значения занесены в вектор Beq . Таким образом, 
 

 0 rcv S users
E E Aeq C , 

 

    0 0 rcv S rcv Susers users
Xe E E E E Xh   C . 

 

Рассмотрим алгоритм формирования матрицы A . Матрица A  формируется из соображе-
ний, что необходимо задаться ограничениями для потоков, которые проходят по каналам связи. 
Минимально необходимым ограничением является то, что потоки в каждом канале, создавае-
мые каждым источником, должны быть не отрицательными, поскольку значение потоков  

в ребрах подмножества rcvE  известно заранее, а значение потоков в ребрах подмножества lossE  

зависит от значений потоков в ребрах подмножества srcE  и trE . В матрице необходимо оста-

вить только те столбцы, номера которых соответствуют номерам ребер из пространства 

 0src SE E  и trE . В результате получается матрица  0src S tr loss
E E E C , из которой форми-

руется матрица  0src S tr users
E E E C : 
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Данная матрица и является матрицей A , значение элементов вектора B  равны 0. Таким об-
разом, получена система ограничений. Поскольку количество равенств в данной системе мень-
ше, чем число переменных, то данная система имеет бесконечное множество решений, и каж-
дое решение дает одно из возможных распределений трафика по хордам графа, после чего пу-
тем умножения результирующего вектора на матрицу Сloss получаем окончательные значения 
потоков во всех ребрах графа. 

Для нахождения наилучшего решения следует задать критерий оптимальности, который 
можно выразить с помощью различных функций. Если использовать в качестве критерия поте-
ри в сети, т. е. минимизировать сумму потоков сброса, тогда целевая функция будет являться 

суммой элементов массива  loss users
Xe E  или nvXe  и будет выглядеть следующим образом: 

 

    
1

 
lossE

loss i
i

f x Xe E


  . 
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3. Пример приведения сети к системе ограничений 
В качестве примера рассмотрим сеть, изображенную на рис. 6. Обозначим значение пере-

менных для данной топологии, которыми будем оперировать:  1,2,3,4V  , 4V  , 

 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13E  , 13E  ,  1,2,3,4,5,6,7,8,9,10hE  , 10hE  , 

 11,12,13bE  , 3bE  ,  3,4srcE  , 2srcE  ,  1,2rcvE  , 2rcvE  ,  5,6,7,8,9,10trE  , 

6trE  ,  11,12,13lossE  , 3lossE  . 
 

 
 

Рис. 6. Исследуемая сеть 
 

Fig. 6. Researched network  

 

На следующем этапе определим матрицу контуров lossC  (табл. 1). 

Согласно заданной топологии, число источников равно 2, следовательно переменная 

2usersN  , а вектор переменных Xh  будет содержать · 10·2 20h usersE N    значений. Элементы 

вектора Xh  содержат неизвестные переменные, например, переменные 1x  и 11x  показывают 

значение скорости информационных потоков в ребре № 1, созданных двумя разными источни-

ками. Далее, согласно алгоритму, определяем значения sumXe  по формуле (5) и usersXe  по фор-

муле (6). Вектор sumXe  показывает, из каких составляющих складывается поток в соответст-

вующих ребрах. Элементы вектора usersXe  показывают значение потока, создаваемого отдельно 

взятым источником в соответствующем ребре. 
Таблица 1 

Матрица контуров для исследуемой сети 
 

rcvE  srcE  trE  lossE  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 –1 1 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 –1 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 –1 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 –1 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 –1 1 
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Далее необходимо определить нелинейную часть уравнений математической модели: опре-

делим матрицу   T
loss loss

EC  – эта матрица состоит из строк, определяемых строками подмно-

жества Еloss из матрицы T
lossC . Затем определяем значение потоков потерь в каналах потерь от 

каждого источника по формуле (4). С другой стороны, значение потоков потерь зависит от то-

го, какой поток проходит по ребрам множества trE . Таким образом, можно определить долю 

теряемого информационного потока для каждого ребра как произведение потока в ребре от 
конкретного источника на вероятность потерь для данного ребра. Для этого определим значе-

ние векторов потоков для пространства ребер trE . Для того, чтобы воспользоваться формулой 

(5), найдем С(Еtr)sum и С(Еtr)users для использования в формуле (6). Воспользовавшись матрицей 
С(Еtr)sum и формулой (5), найдем значение суммарных потоков в ребрах из множества Еtr, а вос-
пользовавшись матрицей С(Еtr)users и формулой (6), найдем значение потоков в ребрах из мно-
жества Еtr для каждого отдельного источника. 

Затем по формуле (7) определяем значение потоков потерь для каждого узла в транспортной 
сети, куда входят потоки, идущие по подмножеству Еtr. Считаем, что функциональная зависи-
мость вероятности потерь является известной, а итоговая вероятность для суммарного потока 
равна сумме вероятностей потерь для любой составной части такого потока. В итоге значение 

вектора  xCeq  или первая система уравнений математической модели распределения трафика 

будет выглядеть следующим образом: 
 

      
      

      
      
 

1 3 5 6 7 8 6 6 16 8 8 18

2 4 5 6 9 10 5 5 15 9 9 19

7 8 9 10 7 7 17 10 10 20

11 13 15 16 17 18 16 6 16 18 8 18

12 14 15 16 19 20

·P ·P 0 

·P ·P 0

·P ·P 0

·P ·P 0

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
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15 5 15 19 9 19

17 18 19 20 17 7 17 20 10 20

·P ·P 0

·P ·P 0

x x x x x x

x x x x x x x x x x

   










       







. 

 

Следующим шагом является нахождение математической модели линейных равенств. Для 

этого определим матрицу Aeq , для чего определим матрицы  0 1rcv S loss
E EC  и 

 0 2rcv S loss
E EC  соответственно: 

  0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0  2

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 4
rcv S loss

E E

 
    
  

C ; 

 

  0 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0  2

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 3
rcv S loss

E E

 
    
  

C . 

 

Так как известно, что  0 rcv S users
E E Aeq C , тогда по формуле (8) можно составить мат-

рицу Aeq . Для получения самой системы уравнений определим значение произведения Aeq  

на вектор ,Xh  обозначим получившийся вектор за ,Xeq  а также введем вектор-столбец ,Beq  

который показывает значение каждого элемента вектора Xeq . В итоге получаем следующее 

равенство:  
Xeq Aeq Beq . 
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Установим, что поток, создаваемый источником, подключённым к ребру № 3, должен доста-
вить получателю, подключённому к ребру № 2, 10 единиц информации. Очевидно, что сам ис-
точник ничего себе не отправляет, поэтому значение потока от этого источника в ребре № 1 
будет равно 0, а также этот источник не может создавать поток в ребре № 4, поэтому поток  
в этом ребре также равен 0, а значение самого потока в источнике не известно, так как не из-
вестны потоки потерь в № 11, 12 и 13 ребрах. Из таких же соображений строится распределе-
ние потока от второго источника: значение потока в ребре № 1 равно 13 единицам, в ребрах  
№ 2 и 3 – 0, а значение в ребре № 4 неизвестно. 

Финальным базовым ограничением является то, что интенсивность потоков данных должна 

быть неотрицательная, а для этого необходимо найти матрицу  0src S tr loss
E E E  A C  и ум-

ножить ее на вектор Xh , в результате чего получится вектор  0 .src S tr loss
Xh E E E   Однако 

для данного примера можно использовать вместо матрицы A  единичную матрицу E  размер-

ностью · 20h usersE N  .  

Для получения самой системы уравнений определим значение произведения A  на вектор 
Xh  и обозначим получившийся вектор за ,Xe  а также введем вектор-столбец ,B  который по-

казывает значение каждого элемента вектора Xe . В итоге получаем следующее равенство: 
Xe A B . Матрица B  в данном примере задана вектором-столбцом, целиком состоящим из 

нулей. Количество элементов в матрице B  равно количеству хорд, помноженному на количе-

ство источников usersN , т. е. 10 2 20  . 

Используя данный способ, мы выполняем условие неотрицательности информационных по-
токов в сети, хотя и добавляем дополнительные линейные неравенства в систему. Важно отме-
тить, что данный способ не следует применять для топологий больших размерностей, где лиш-
ние неравенства могут сказаться на производительности решения. 

Последним этапом формирования математической модели является получение целевой функ-

ции, которая определяется как сумма потоков потерь, т. е. это сумма строк матрицы  loss users
Xe E . 

В результате получим, что целевая функция – это разность между потоками вошедших в сеть по 

каналам пространства srcE  и потоками вышедших из сети по ребрам пространства rcvE : 

  3 13 4 14 1 11 2 12 F x x x x x x x x        . 

Сведём полученные ограничения и целевую функцию в единую систему: 
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Для нахождения численного решения необходимо задать значение функции вероятности потерь: 
в классическом варианте можно считать, что потоки, создаваемые источниками, обладают экспо-
ненциальным распределением интервалов между вызовами, а время обслуживания также распреде-
лено по экспоненциальному закону и известно, что на выходе при обслуживании будет также  
экспоненциальный поток [19], а также можно сделать допущение о независимости обслуживания 
пакетов каждой системой массового обслуживания. Таким образом, для описания вероятности  
потерь можно использовать формулу для системы массового обслуживания М/М/1/N при малом 
уровне потерь. Формула интенсивности сброса для системы M/M/1/N имеет следующий вид: 

   1

1
 

1

sum
N

sum
sum N

sum

p 




      
   

, 

 

где sum  – суммарная интенсивность поступления трафика через СМО;   – интенсивность об-

служивания трафика;  1N   – число мест в буфере.  

Значения интенсивностей обслуживания в ребрах пространства Etr для анализируемой сети 

равны 5 6 7 8 9 1015, 15, 20, 20, 25, 25            , а значения мест ожидания для простран-

ства Etr – 5 6 7 8 9 105, 4, 4, 1, 3, 8N N N N N N      . 

Для численного решения данной оптимизационной задачи необходимо воспользоваться сто-
ронними инструментами, которые позволяют решать системы нелинейных уравнений с исполь-
зованием одного или нескольких критериев оптимальности. Например, можно воспользоваться 
средой MatLab с подключённым пакетом дополнений Optimization Toolbox. Также возможно 
использовать бесплатные аналоги: GNU Octave с подключенным пакетом Optim либо язык про-
граммирования Python с библиотеками numpy и scipy. Для данного примера воспользуемся сре-
дой MatLab и используем функции linprog и fmincon. Полный код программы записан в [20]. 

При решении оптимизационной задачи необходимо найти точку начальной итерации путем 
решения единой системы ограничений без критерия оптимальности с помощью функции linprog.  

Решая данную оптимизационную задачу с помощью функции fmincon, получаем следующее 
распределение, показанное в табл. 2. Суммарное распределение трафика показано на рис. 7. 

 

Таблица 2 
Распределение потоков по каналам связи 

 

Номер 
ребра 

Значение 
потоков от 
источника 

№ 1  
(ед. инф/с) 

Значение 
потоков от 
источника  

№ 2 
(ед. инф/с) 

sum   

(ед. инф / с) 
обслуж  

(ед. инф / с) 

Число мест 
ожидания 

Пространство ребер 

1 0 13 13 – – 

2 10 0 10 – – 

Потоки в каналах-
приемниках, rcvE  

3 10,055 0 10,055 – – 

4 0 14,609 14,609 – – 

Потоки в каналах-
источниках, srcE   

5 5,6507 0 5,6507 15 5 
6 0 10,448 10,448 15 4 
7 4,4038 0 4,4038 20 4 
8 0 4,1618 4,1618 20 1 
9 4,3958 0 4,3958 25 3 

10 0 4,1618 4,1618 25 8 

Потоки в транзитных 
каналах, trE  

11 0 1.6094 1,6094 – – 

12 4,6511×10–2 0 4,6511×10–2 – – 

13 8,077×10–3 2,046×10–6 8,0791×10–3 – – 

Потоки в каналах сбро-

са, lossE   
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Рис. 7. Суммарное распределение потоков в исследуемой сети 
 

Fig. 7. The total distribution of flows in the studied network 

 
На рис. 7 в прямоугольнике с фоновой заливкой первая цифра показывает количество запро-

сов, поступающих в интерфейс, вторая цифра – пропускную способность интерфейса (интен-
сивность обслуживания), а третья цифра – размер очереди интерфейса. Так, для канала 7 имеем 
4,4038/20/4. Это означает, что интенсивность трафика по каналу составляет 4,4038 пакета/с, 
интенсивность обслуживания равна 20 пакетов/с, а размер буфера – 4. 

Численный пример показывает, что при заданных пропускных способностях и размерах бу-
фера сеть обслуживает заданную интенсивность поступления требований в сеть с небольшими 
перегрузками, о чём свидетельствуют незначительные потери в каналах сброса. 

Отметим, что решение системы ограничений в общем случае нельзя использовать самостоя-
тельно для решения задачи распределения трафика без целевой функции, так как такая система 
имеет бесконечное количество решений, в которых содержатся петлевые маршруты. Поэтому 
для решения задачи контурным методом помимо системы ограничений необходимо использовать 
целевую функцию, так как только в этом случае можно получить беспетельные маршруты – это 
главное отличие от метода, предложенного в [21]. В [21] решалась задача оптимального рас-
пределения трафика в сетях без потерь по критерию минимальной задержки. В рамках решае-
мой задачи необходимо было определить все беспетельные маршруты между каждой парой ис-
точник-получатель, а значения потоков по этим маршрутам и являются искомыми переменны-
ми. В работе [19] проведён анализ роста числа беспетельных маршрутов в зависимости  
от структуры сети, где показано, что применение беспетельных маршрутов оправдано только  
в небольших топологиях и топологиях с малым количеством альтернативных путей между 
источниками и получателями. 

 

Заключение 
Для контурного метода с потерями количество переменных определяется произведением чис-

ла источников на число хорд в графе, т. е. добавление ещё одного ребра для контурного метода 
либо приведёт к тому, что число линейно независимых переменных в математической модели 
увеличится на число источников нагрузки, либо не увеличится вообще, в зависимости от того, 
будет ли данное ребро хордой или ветвью соответственно. Для задач оптимизации, в которых 
составление математической модели основано на поиске беспетельных маршрутов, добавление 
ещё одного ребра, относящегося к хорде, будет означать, что количество новых переменных уве-
личится многократно в зависимости от места добавления такого ребра по сравнению с контур-
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ным подходом. Особенностью предлагаемого алгоритма является поиск матрицы контуров, для 
составления которой предлагается использовать ребра потерь как элементы остовного дерева 
графа, что позволяет сразу определить матрицу контуров, используя понятие фундаментального 
цикла графа. Таким образом, данный подход по оптимальному распределению трафика позволяет 
сократить число используемых переменных по сравнению с известными методами на основе бес-
петельных маршрутов, а также не требует их предварительного поиска, так как они определяются 
из размерности матрицы инцидентности графа моделируемой сети. 
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Метод мультиверсионного программирования  
для обработки телеметрической информации  

малых космических аппаратов 

С. В. Ефремова 

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнева 
Российская Федерация, 660037, г. Красноярск, просп. им. газ. «Красноярский Рабочий», 31 

Е-mail: efremova_svet@sibsau.ru 

Программное обеспечение является ключевым элементом, обеспечивающим функционирование 
любой современной сложной технической системы. Одной из таких систем являются группировки 
космических аппаратов и связанные с ними комплексы наземного управления, обеспечивающие при-
ем, передачу и обработку телеметрической информации (ТМИ). Сбор и обработка информации  
в системах телеметрии обеспечивают процесс управления как самим космическим аппаратом 
(КА), так и установленным на нем научным оборудованием. При этом телеметрические данные, 
принимаемые наземными комплексами управления (НКУ) представляют собой огромные объемы 
данных, обработка которых является сложной и трудоемкой задачей. Для решения этой проблемы 
используются различные методы автоматической обработки данных. Их совершенствование  
является ключевым фактором обеспечения отказоустойчивости бортового программно-
аппаратного комплекса и повышения его надежности. 

Среди существующих методов обработки информации, нашедших широкое применение в иссле-
дуемой области, можно выделить метод мультиверсионного программирования (МВП). 

Мультиверсионное программирование прочно закрепилось как эффективный метод повышения на-
дежности программного обеспечения и создания отказоустойчивых систем. С момента своего возник-
новения в 1970-е гг., данный подход также ассоциируется с надежностью программных систем  
для аэрокосмической отрасти, в том числе наземных пунктов управления космическими аппаратами.  
В настоящей работе рассматривается применение данного подхода для обработки телеметрической 
информации, поступающей с малых космических аппаратов. Автором рассмотрен вопрос критики 
МВП подхода в научной литературе в части его применимости для задач обработки ТМИ. 

Ключевые слова: мультиверсионное (N-версионное) программирование, программная избыточ-
ность, малый космический аппарат, телеметрическая информация, надежность программного 
обеспечения. 
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Software is a key element that ensures the functioning of any modern complex technical system. One 
such system is the constellation of spacecraft and associated ground control complexes that provide 
reception, transmission, and processing of collected telemetry. The process of data acquisition and its 
subsequent processing is critical to the flight control of the spacecraft and its onboard scientific equipment. 
Furthermore, telemetry data processed by ground control systems involves large volumes of raw data, the 
processing of which is a complicated and time-consuming task. In order to solve this problem, various 
methods of automatic data processing are used. Improving them is a key factor in ensuring the fault 
tolerance of onboard software and hardware, improving its reliability. 

Of all the existing widely-used methods of data processing, we shall focus on N-version programming 
(NVP) approach. 

N-version programming has firmly established itself as an effective method for increasing software 
reliability and designing fault-tolerant systems. Since its inception in the 1970s, this approach has been 
deeply connected with the development of aerospace software systems, including, among others, satellite 
ground control stations. In light of the aforementioned, this paper discusses the application of NVP for 
processing telemetry data gathered from nanosatellites (CubeSats). Due to the fact that there exists a 
skeptical view on the NVP approach in terms of its efficiency, the author covers this issue in existing 
literature in terms of the approach’s applicability for processing satellite telemetry. 

 

Keywords: multiversion (N-version) programming, software redundancy, nanosatellite (CubeSat), 
telemetry, software reliability. 

 
Введение 
Ключевой технической задачей в области создания программного обеспечения (ПО) являет-

ся повышение его надежности в части отказоустойчивости. Среди существующих методов, по-
строенных на основе принципа избыточности программных компонент, мультиверсионный 
подход (МВП) занимает особое место, главным образом, в силу периодического возникновения 
и угасания интереса к нему в научной литературе. Мультиверсионный подход, известный также 
как N-версионный, был впервые предложен для решения задачи повышения надежности ПО в 
начале 70-х гг. XX в. Отметим, что рядом зарубежных исследователей N-версионное програм-
мирование рассматривается лишь как один из вариантов МВП [1], в то время как в большинст-
ве работ данные определения синонимичны. В последующие два десятилетия данный метод 
получил теоретическое развитие, главным образом, в работах группы американских исследова-
телей во главе с А. Авиженисом и его аспирантами в Университете штата Калифорния [2]. Бы-
ли сформированы основные фундаментальные принципы данного подхода, отображенные в 
выражении N ≥ 2, означающем, что если количество версий программы более или равно двум, 
имеет место мультиверсионность системы. Несмотря на обилие публикаций А. Авижениса и 
его коллег в период 1970-х – начала 2000-х гг., а также излишне сложный, на наш взгляд, язык 
данных работ, базовые принципы МВП являются простыми. Предполагается, что независимы-
ми группами разработчиков создаются две или более версий одной и той же программы в рам-
ках заданных спецификаций. Прогон данных программ (мультиверсий) помогает выявить зако-
номерности программных ошибок и сбоев, позволяя тем самым отобрать оптимальную версию 
программы. В рамках «классического» МВП подхода выделяются три основных элемента: 

1. Процесс первоначальной спецификации и N-версионное программирование призваны 
обеспечить независимость и функциональную эквивалентность N числа самостоятельных по-
пыток разработки ПО. 

2. Конечный продукт (программа), созданный в рамках МВП подхода и имеющий атрибуты 
параллельного выполнения с определенными перекрестными точками и векторами сравнения 
для принятия решений. 

3. Среда, обеспечивающая реализацию МВП программы, обеспечивает алгоритмы принятия 
решений в заданных перекрестных точках [2]. 

Вводится понятие диверсификации или разнообразия проектирования ПО, однако подчер-
кивается отличие многоканального, избыточного, ПО от много(мульти)версионных методов. 
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Идея применения системы с n параллельными каналами и алгоритма голосования предполага-
ет, что независимые отказы происходят в рамках отдельных версий или модулей ПО и не ока-
зывают влияния на систему в целом. 

Принцип использования n параллельных каналов с алгоритмом голосования является тради-
ционным методом для повышения надежности как аппаратного, так и программного обеспече-
ния технической системы. В этом случае обоснование МВП подхода с внедренными в него n 
версиями программ (программных модулей) заключается в следующих постулатах [3]: 

– каналы остаются независимыми друг от друга во всех случаях; 
– программные сбои всегда приводят к разногласию между дублирующими каналами; 
– если алгоритм голосования правильно функционирует, вероятность того, что не менее 

двух каналов (N  2) из общего числа n соответствует 
 

( 2) 1 ( 1) ( 0)p m p m p m      , 
 

где m – количество согласующих каналов; p – вероятность отказа любого из них при входном 
сигнале. Вероятность системной ошибки в данном случае будет 

 

11 ( 2) ( 0) ( 1) (1 ) .n np m p m p m p n p p           
 

Таким образом, использование мультиверсионной диверсификации ведет к определенному 
улучшению в рамках одного программного канала: 
 

1 1 2

1

(1 ) (1 )n n n n

p

p n n p p n p p  
   

. 

 

В последнее десятилетие МВП подход получил развитие в работах ряда отечественных и за-
рубежных исследователей [4–18]. Так, в работе [18] рассмотрено применение данного подхода 
для создание отказоустойчивого ПО для динамических систем (беспилотных летательных ап-
паратов). Отметим, что применение МВП в проектировании авиационного ПО заявлялось на 
ранних этапах в качестве основной сферы успешного применения данного метода [1; 18]. Од-
нако данное использование МВП, в некотором смысле, противоречит классической концепции 
МВП (описанной А. Авиженисом в его «Методологии» [2]), которая строится вокруг процесса 
проектирования ПО, а не его последующей эксплуатации. 

 
Проблема использования МВП подхода 
После своего возникновения, МВП подход долгое время не подвергался критике со стороны 

научного сообщества, главным образом, по причине в основном его теоретического значения. 
Несмотря на обилие научной литературы на тему применения МВП для обработки различ-

ных категорий и типов данных, методика реализации этого метода крайне скупо освещена.  
В этой связи выгодно отличается вышеупомянутое исследование [19–21]. Авторы работы под-
робно прописывают весь алгоритм организации эксперимента по испытанию МВП метода для 
анализа данных, полученных от заданных в рамках эксперимента условий. Данное исследова-
ние является для нас особенно важным, поскольку по результатам его авторы пришли к выво-
дам о неэффективности МВП (хотя они указывают, что этот вывод справедлив только в рамках 
проведенного ими эксперимента). Нами было принято решение повторить данный эксперимент 
с изменением параметров в части типа данных и их объема. 

Обратимся к описанию эксперимента. 
Применяемые в рамках эксперимента программы, по условиям, были написаны на языке 

программирования Pascal. В связи с тем, что данный язык можно считать устаревшим, нами 
было принято решение о написании программ на более современном языке Python (или C++). 
Авторами эксперимента были предложены 27 версий одной и той же программы, написанной 
независимыми друг от друга коллективами программистов. Одна версия – 28-я – была опреде-
лена, как «эталонная» и применялась для калибровки остальных версий. В данной работе число 
версий программы было доведено до 50 (см. табл.). 
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Данные о сбоях мультиверсий по результатам эксперимента Найта и Левисона 
 

Версия  Сбой  Надежность Версия Сбой Надежность 
1 2 0,999998 15 0 1,000000 
2 0 1,000000 16 62 0,999938 
3 2297 0,997703 17 269 0,999731 
4 0 1,000000 18 115 0,999885 
5 0 1,000000 19 264 0,999736 
6 1149 0,998851 20 936 0,999064 
7 71 0,999929 21 92 0,999908 
8 323 0,999677 22 9656 0,990344 
9 53 0,999947 23 80 0,999920 

10 0 1,000000 24 260 0,999740 
11 554 0,999446 25 97 0,999903 
12 427 0,999573 26 883 0,999117 
13 4 0,999996 27 0 1,000000 

 
Существуют два варианта подхода к формированию версий предложенной программы:  
– непосредственное написание программ вручную, как это было сделано в [19]; 
– моделирование версий ПО на основе математических моделей.  
Поскольку при конкретных заданных параметрах, версии ПО, предположительно, будут во 

многом схожи, если не идентичны, привлечение человеческих ресурсов для их создания не мо-
жет быть признано целесообразным. В этой связи оптимальным решением следует признать 
использование математической модели для формирования последующих версий заданного ПО. 
Таким образом, нами была создана «эталонная» версия программы, которая затем была воспро-
изведена 49 раз посредствам, представленных ниже математических методов. 

Для реализации задач настоящей статьи рассмотрим МВП модель на примере МВП струк-
турной подмодели. Данный подход показан впервые в работе [22] и представляет особый инте-
рес, поскольку включает в себя базовые принципы МВП подхода в рамках теории надежности 
ПО. В рамках данного метода можно объединить функциональные и временные сбои в единое 
значение. Это позволяет построить аналитическую модель на основе как функциональных, так 
и производительных сбоев. В подмодели МВП время рассматривается в качестве постоянной 
величины и измеряется с момента прогона мультиверсий программы. Для данной модели  
выдвинуты следующие предположения: 

– версии ПО условно независимые друг от друга в заданном вводе; 
– время сбоя программных версий для заданного ввода представляет собой одинаково рас-

пространенные произвольные переменные с плотностью вероятности fF (t;  ) в зависимости  

от d размерного вектора параметра 1ν = (ν , ..., ν );d  

– время выполнения программных версий для данного ввода представляет равномерно рас-
пределенные переменные с плотностью вероятности fЕ (t; ψ ) в зависимости от b размерного 

вектора параметра: 1ψ = (ψ , ..., ψ );b  

– время выполнения алгоритма голосования незначительно в сравнение с требуемым време-
нем для реализации каждой версии; 

– в связи с реальным ограничением по времени, система должна выполнять правильные ре-
шения во временном интервале τ 0.  

Далее приведем модифицированую версию реализации МВП в заданной подсистеме на ос-
нове [22]. Функция распределения FF (t;  ) дает вероятность отказа первой версии программы 
до t с учетом отказа функциональности. В таком случае вероятность того, что первая версия 
имеет функциональный отказ составляет 

 

 
τ

0

(τ;ν,ψ)= ( ;ν)f ( ;ψ)f F EP F t t dt . (1) 
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Далее, предположим, что каждая версия выдает правильный результат до того, как τ : 
 

 
τ

0

(τ; ν, ψ) = [1 ( ;  ν)]f ( ;  ψ) .e F EP F t t dt  (2) 

 

В этом случае отказ производительности системы, а также временной отказ, возникают, если 
ни одна из версий не выполнена до заданного времени τ : 
 

 
0

( ) 1 ( ) 1 ( ).
τ

ne E EP τ;ψ f t;ψ dt F τ;ψ     (3) 

 

Далее рассмотрим модель с мультиверсиями программы. Временной отказ МВП системы 
составляет (n = 2m – 1) для заданного ввода в случае, если большинство версий не выводят об-
работанные данные (заканчивают свою операцию) во время τ:  
 

 3 3

3 3

(τ; ψ) (τ; ψ)[1 (τ; ψ)] .
n

n n n
tf ne ne

n m

n
P P P

n




 
  

 
  (4) 

 

В случае если большинство версий своевременно завершили работу (до τ ), существует вы-
сокая вероятность функционального сбоя всей системы (большинство результатов ошибочны): 
 

 2 2

2 2

(τ; ν, ψ) (τ; ν, ψ)[1 (τ; ν, ψ)] .
n

n n n
ff ff

n m

n
P P P

n




 
  

 
  (5) 

 

Напротив, большинство результатов верны (мультиверсии прогнаны успешно): 
 

 1 1

1 1

(τ; ν, ψ) (τ; ν, ψ)[1 (τ; ν, ψ)] .
n

n n n
ok e e

n m

n
P P P

n




 
  

 
  (6) 

 

Наконец в уравнении (7) показано отсутствие как большинства положительных, так и боль-
шинства отрицательных результатов: 
 

 (τ; ν, ψ) 1 (τ; ψ) (τ; ν, ψ) (τ; ν, ψ).nm tf ok ffP P P P     (7) 

 
Обработка телеметрической информации с МКА 
ТМИ, передаваемая на наземный комплекс управления (НКУ), может быть в различных 

форматах, включая тексты, изображения, аудио и видеофайлы. 
Телеметрические системы состоят из следующих элементов: 
1. Система сбора данных. 
2. Одна из следующих мультиплексных систем: 
– разделяемые по частоте (частотное мультиплексирование); 
– разделяемые по времени (дискретные, временное мультиплексирование); 
– гибридные системы, представляющие собой сочетание систем, разделяемых по частоте и 

по времени. 
3. Модулятор, передатчик, антенна. 
4. Волнообразующий и передающий канал связи. 
5. Антенна, приемник радиочастот, секция промежуточной частоты, демодулятор сигнала. 
6. Демультиплексная система для частотных и временных систем, а также их гибридов. 
7. Система обработки данных [23]. 
Первые шесть представленных элементов отвечают за сбор различных физических данных, 

их преобразование в электронный сигнал с последующим преобразованием в различные часто-
ты с учетом дискретизации с целью их передачи. Частоты сигнала передачи обычно находятся 
в пределах двух диапазонов: 1435–1535 мГц и 2200–2290 мГц. Не останавливаясь подробно на 
системе волнообразования, рассмотрим пятый, шестой и седьмой элементы представленной 
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системы. Они состоят из аппаратного обеспечения, отвечающиго за прием сигналов с КА,  
а также аппаратного и программного обеспечения, осуществляющих последующую обработку 
данных и их преобразование в проектные форматы. Демультиплексная подсистема обеспечива-
ет разделение частотных и дискретных сигналов и их направление от отдельных датчиков  
в правильные каналы, после чего данные могут быть отображены, записаны и подвергнуты 
дальнейшей обработке. 

Обратимся к проблемам, возникающим на этапе обработки телеметрической информации. 
Ввиду характера своей деятельности, КА должны обеспечивать в максимально кратчайшем 
временном промежутке компактные, неискаженные и доступные библиотеки данных. В этой 
связи одной из основных проблем является ограниченная полоса пропускания, доступная для 
передачи телеметрических данных. Доступная полоса пропускания ограничена пропускной 
способностью системы связи и расстоянием между космическим аппаратом и наземной станци-
ей. Эта ограниченная полоса пропускания создает проблему для обработки и анализа телемет-
рических данных в режиме реального времени.  

Еще одной проблемой является сложность архитектуры телеметрических данных. Телемет-
рические данные с космического аппарата обычно состоят из большого количества параметров, 
каждый из которых имеет свой диапазон значений и единиц измерения. Анализ этих данных 
требует специальных знаний и опыта, которые не всегда могут быть доступны. 

Наконец, существует угроза потери или повреждения данных во время передачи. В некото-
рых случаях телеметрические данные могут быть потеряны или повреждены во время передачи 
из-за помех или других факторов. Это может привести к неполным или неточным данным, что 
может повлиять на процесс анализа и принятия решений. 

Обработка данных телеметрии космических аппаратов является одной из наиболее сложных 
задач в области обработки космических данных. Форматы данных телеметрии космических ап-
паратов сложны и разнообразны, а определения форматов данных для разных платформ косми-
ческих аппаратов различаются. Общие форматы данных включают формат кадра PCM, формат 
пакета, формат смешанного кадра, формат кадра с подсчетом циклов и так далее. С появлением 
новой платформы количество форматов постоянно увеличивается. Форматы данных телемет-
рии космических аппаратов имеют ряд сложных характеристик: форматы имеют иерархиче-
скую и вложенную структуры, которые необходимо обрабатывать перекрестными кадрами; 
форматы имеют сложные зависимости параметров. Модель обработки данных телеметрии КА 
существующего программного обеспечения обработки данных миссии основана на структуре 
«Кадр – Поле». Различные форматы кадров описываются различными методами обработки кад-
ров телеметрии, и каждое поле в формате кадра описывает формат конкретного параметра. 
Данная модель имеет следующие проблемы:  

1. Описательная способность метода обработки одного кадра телеметрии ограничена, что не 
позволяет адаптироваться к характеристике: форматы имеют иерархическую и вложенную 
структуру, которые необходимо обрабатывать перекрестными кадрами. 

2. Сложные зависимости между параметрами не могут быть эффективно описаны. 
3. Универсальность и масштабируемость модели плохие. Новое изменение (даже небольшое 

изменение) формата данных приводит к перестройке метода обработки кадров, что означает 
частые изменения программного кода. 

Таким образом, существующую модель обработки данных телеметрии КА, основанную на 
структуре «Кадр – Поле», трудно адаптировать к реальной ситуации частых изменений форма-
тов данных телеметрии КА, особенно в период высокочастотных полетов. Необходимо разра-
ботать новую модель обработки данных телеметрии КА, обладающую большей выразительно-
стью, большей универсальностью и масштабируемостью и решающую вышеперечисленные 
проблемы [24].  

К ключевым отличиям телеметрических данных, полученных с МКА, в отличие от штатных 
КА, следует отнести условия их генерации: так, крупные аппараты способны размещать в себе 
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большее количество компонентов, обеспечивающих избыточность системы, тем самым повы-
шая ее отказоустойчивость в условиях агрессивной космической среды (к частности, ионизи-
рующего излучения) [25]. 

К ранним образцам (первому поколению) специализированного ПО для МКА относится 
программная архитектура PolySat для аппаратов серии CP. Платформа аппаратного обеспече-
ния с повышенной отказоустойчивостью была построена, главным образом, с применением из-
быточных компонентов; их относительная низкая стоимость и малое энергопотребление позво-
лили выстроить систему с высокой степенью избыточности. На рис. 1 представлено устройство 
аппаратного обеспечения КА. 

 

 
 

Рис. 1. Пример аппаратной блок-схемы резервирования коммуникационной системы 
 

Fig. 1. Example of hardware block diagram of redundant communication system 

 
Проектируемый КА работал в трех режимах: подготовительном (pre-ops), нормальном 

(normal-ops) и аварийном (contingency). При этом выбор режима для связи и контроллера ко-
манды и обработки данных (C&DH) осуществляется независимо. Последний отвечает как за 
различные аспекты работы системы, так и за сбор, обработку и передачу телеметрии [25–27]. 
Данные, собранные с трех аппаратов в спутниковой группировке, собирались и хранились в I2C 
последовательной асимметричной шине электрически стираемого перепрограммируемого ПЗУ. 
Объем памяти составлял не более 256 кб, что существенно ограничивало эксплуатационные 
характеристики МКА. Второе поколение ПО построено на Linux; так, автор [25] предлагает 
свой вариант программного пакета для приема и обработки телеметрии. 

В нашем случае, ТМИ, принятая с ReshU-1, сохраняется в файлах журнала (лог-файлах; 
расширение CSV) со всеми фреймами (кадрами) данных (рис. 2–3). Причем, фреймы для каж-
дой команды отличаются. Разбор данных осуществляется синтаксическим анализатором (пар-
сером) после чего они сохраняются в базе данных лаборатории. Лог-файлы являются распро-
страненным форматом для такого вида информации, как ТМИ. Современные измерительные 
информационные системы способны генерировать постоянные потоки данного формата фай-
лов, дающих сведения о работе и состоянии системы. 

 

Интеграция мультиверсионного подхода в процесс обработки телеметрии 
Одним из важных шагов является интеграция мультиверсионного подхода в систему обра-

ботки телеметрии. Это предполагает создание структуры, которая может обрабатывать не-
сколько версий алгоритма и определять конечный результат на основе консенсуса версий. Сис-
тема также должна быть разработана для обработки любых ошибок или несоответствий, кото-
рые могут возникнуть в процессе обработки телеметрических данных. 
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Рис. 2. Пример записи метаданных с МКА ReshU-1 
 

Fig. 2. ReshU-1 CubeSat metadata sample 

 

 
 

Рис. 3. Участок спектрограммы сигнала телеметрии МКА ReshU-1 
 

Fig. 3. ReshU-1 CubeSat telemetry signal spectrogram 
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Интеграция мультиверсионного подхода в обработку телеметрии имеет несколько преиму-
ществ. Во-первых, это повышает надежность и точность телеметрических данных за счет сни-
жения вероятности ошибок или несоответствий. Во-вторых, сокращается объем данных, кото-
рые необходимо передавать на землю, поскольку передается только окончательный результат, 
который определяется консенсусом версий. Это может привести к значительной экономии 
средств и повышению эффективности. 

На рис. 4 представлен алгоритм ранжирования телеметрической информации. 
 

 
 

Рис. 4. Алгоритм ранжирования телеметрической информации, поступающей с МКА 
 

Fig. 4. Algorithm for ranking CubeSat telemetry 
 
Процесс ранжирования ТМИ МКА предполагает выполнение следующих шагов: 
1. Сбор телеметрических данных с МКА (иных КА). 
2. Предварительная обработка данных с целью фильтрации неактуальной или зашумленной 

информации. 
3. Применение алгоритма сжатия для уменьшения размера данных и повышения эффектив-

ности передачи. 
4. Использование бортовой обработки данных для анализа и извлечения особенностей из 

данных. 
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5. Внедрение модели машинного обучения для выявления закономерностей и аномалий  
в данных. 

6. Разработка системы оценок, основанной на приоритетах каждого фрагмента информации. 
7. Применение мультиверсионного подхода, разработав несколько версий алгоритма с раз-

личными параметрами и конфигурациями (рис. 5). 
8. Тестирование каждой версии алгоритма на репрезентативном наборе телеметрических данных. 
9. Использование системы оценок для ранжирования производительности каждой версии  

алгоритма. 
10. Выбор алгоритма с наилучшими показателями для каждого набора телеметрических 

данных. 
 

 
 

Рис. 5. Введение мультиверсионного подхода в процесс обработки телеметрической информации с МКА 
 

Fig. 5. The N-version approach for processing CubeSat telemetry 
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Алгоритм ранжирования должен быть гибким и адаптируемым к различным типам телемет-
рических данных и методам обработки. Он также должен быть способен обрабатывать данные 
в режиме реального времени и обновлять рейтинг по мере поступления новых данных. Исполь-
зуя МВП подход и систему ранжирования, алгоритм может повысить надежность и точность 
обработки телеметрической информации с космических аппаратов. 

Мультиверсионность ПО для обработки ТМИ является естественном ходом эволюции дан-
ных систем. При этом, построение мультиверсий может быть реализовано не только в рамках 
различных языков программирования, но и различных операционных средах, например Linux. 
Немаловажным фактором, способствующим продвижению Unix-платформ для достижения по-
ставленных задач в рамках МВП, является их доступность для широкого круга программистов, 
наличие открытых кодов и бесплатных библиотек. 

Анализ ПО, используемого в существующих МКА, показал, что программная архитектура 
большей части аппаратов построена на принципе многослойности, что позволяет предложить 
внедрение МВП в компоненты программной архитектуры. В случае с американской МКА 
платформой KubOS, мультиверсионность уже заложена в концепцию ее архитектуры, которая 
использует сочетание двух операционных систем Linux и U-boot, выполняющих дублирующие 
функции, создавая тем самым программную избыточность. Данный подход, который выходит 
за рамки традиционного МВП подхода, предполагающего лишь создание дублирующих версий, 
по сути, одной и той же программы, предлагает применение концептуально разного ПО в каче-
стве мультиверсий. 

 

Заключение 
Рассмотрены основные проблемы надежностного формирования и характерные особенности 

программного обеспечения отказоустойчивых систем управления. Приводятся описания при-
чин возникновения программных сбоев и методов обеспечения отказоустойчивости. Показано, 
что одной из основных задач при разработке программного обеспечения управления МКА яв-
ляется создание таких алгоритмов и методов разработки ПО, которые могут обеспечить устой-
чивость всей системы к сбоям. 

Применяя методологию мультиверсионного формирования программных средств, можно не 
только обеспечить заданный уровень надежности, но и гарантировать отказоустойчивость сис-
тем управления и обработки информации. Данная методология основывается на программной 
избыточности, введение которой позволяет существенно повысить уровень надежности про-
граммной составляющей. 
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В представленной работе предложен метод численного решения системы кинематических 

уравнений Пуассона, определяющих эволюцию положения космического аппарата (КА), по которой 
определяют матрицу перехода от связанной с КА системы координат в выбранный момент вре-
мени t1 к связанной с КА системе координат в текущий момент времени t2. Указанная матрица 
перехода используется в ходе решения задачи определения трехосной ориентации КА по показани-
ям магнитометра с использованием информации о его угловых скоростях. Предложенный метод 
основан на замене производных искомых функций в кинематических уравнениях Пуассона на час-
тичные суммы рядов по масштабированной системе Хаара. Эти суммы представляют собой 
обобщенные многочлены по масштабированной системе Хаара и, следовательно, являются сту-
пенчатыми (кусочно-постоянными) функциями. Выведены оценки погрешности предложенного 
метода, показывающие, что в случае коэффициентов уравнений, представляющих собой функции, 
удовлетворяющие условию Липшица, абсолютная погрешность вычисления каждого из элементов 
матрицы перехода от одной системы координат к другой есть величина O(N–1) при N  , где N – 
число разбиений отрезка [t1, t2] при построении сетки узлов, задействованных в данном методе. 
Доказано, что трудоемкость построенного алгоритма приближенного решения системы кинема-
тических уравнений Пуассона незначительно превышает трудоемкость решения указанной систе-
мы методом Эйлера, который имеет первый порядок точности. Приведены результаты численных 
экспериментов, показывающие, что в определенных случаях метод сумм Хаара дает погрешность, 
значительно меньшую, чем метод Эйлера, и практически идентичную погрешностям методов 
Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка, трудоемкость которых примерно в два раза превос-
ходит трудоемкость метода сумм Хаара. 

 
Ключевые слова: трехосная ориентация космического аппарата, система координат,  

связанная с космическим аппаратом, система кинематических уравнений Пуассона, система функ-
ций Хаара. 
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In the present paper the method for the numerical solution of Poisson kinematic equations system that 
determine the evolution of the spacecraft position is proposed. The system of Poisson kinematic equations 
is used to determine the transition matrix from the coordinate system associated with the spacecraft at the 
selected time t1 to the coordinate system associated with the spacecraft at the current time t2. This matrix is 
used in the process of solving problems of determining a three-axis orientation of the spacecraft from the 
readings of the magnetometer using information about its angular velocities. The proposed method is based 
on replacing the derivatives of the desired functions in the Poisson kinematic equations by partial sums of 
series in the scaled Haar system. The partial sums of these series are generalized polynomials in the scaled 
Haar system. Hence these sums are step (piecewise constant) functions. The estimates of the proposed 
method error are derived, which reveal that in the case of the coefficients of the equations which are func-
tions matching the Lipschitz condition, the absolute error in calculating each of the elements of the transi-
tion matrix from one coordinate system to another is the value O(N–1) at N  , where N is the number of 
partitions of the segment [t1,

 t2] when constructing a grid of nodes involved in this method. It is proved that 
the complexity of constructing an algorithm for approximating the system of Poisson kinematic properties 
insignificantly exceeds the complexity of solving this system by Euler method, which has the first order of 
accuracy. The results of numerical experiments are presented, showing that in certain cases the Haar sums 
method gives an error that is much smaller than the Euler method, and is almost identical to the errors of 
the Euler – Cauchy and Runge – Kutta methods of the 2nd order, the complexity of which is approximately 
two times greater than the complexity of the Haar sums method. 

 
Keywords: spacecraft three-axis orientation, the coordinate system associated with the spacecraft, sys-

tem of Poisson kinematic equations, system of Haar functions. 
 
 
Введение 
В [1] предложен способ определения трехосной ориентации космического аппарата (КА) по 

показаниям магнитометра с использованием информации о его угловых скоростях. В ходе ре-
шения данной задачи рассматривают два измерения вектора напряженности магнитного поля 
Земли (МПЗ) и угловой скорости КА, сделанные в выбранный момент времени 1,t  а также в 

момент времени 2 ,t  соответствующий максимальному значению острого угла между этими из-

мерениями вектора напряженности МПЗ. Затем, учитывая измеренные значения угловой скоро-
сти КА в указанные моменты времени 1t  и 2 ,t  интегрируют систему кинематических уравне-

ний Пуассона [1–6] 
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                                                 (1) 

 

по которой определяют матрицу 12D  поворота связанной с КА системы координат относительно 

инерциальной системы координат от момента времени 1t  к моменту времени 2.t  В системе (1) 

через 1ω ( ),t  2ω ( ),t  3ω ( )t  обозначены проекции абсолютной угловой скорости КА на координат-

ные оси абсцисс, ординат и аппликат соответственно (по информации от измерителя угловой 

скорости),  i jd t  – элементы матрицы 12 ,D  ( )i jd t  – их производные, i, j = 1, 2, 3. Начальное зна-

чение матрицы 12D  (в момент времени 1t ) принимается равным единичной матрице E. 

Методы решения системы кинематических уравнений Пуассона (1) были рассмотрены, на-
пример, в [7–11]. В представленной работе предложен метод численного решения системы (1), 
основанный на замене производных искомых функций в этих уравнениях на обобщенные мно-
гочлены по масштабированной системе Хаара. Выведены оценки погрешности предложенного 
метода 

    2 2 ( )n
i j i j jd t d t n    ( , 1, 2, 3),i j   

где 

      1 2 11( ) 2 1 1 ω ω ,2~ Tn n
j S jn T T e

             
 

при ,n   j = 1, 2, 3. Здесь   2
n

i jd t  – приближенные значения при 2t t  элементов матрицы 

12 ,D  полученные в результате решения системы уравнений (1) данным методом (i, j = 1, 2, 3), 

2nN   – число разбиений отрезка  1 2,t t  при построении сетки узлов, задействованных в пред-

ложенном методе, ω ( )j t  – непрерывные на отрезке  1 2,t t  функции (j = 1, 2, 3), 2 1,T t t   

 1 2 3max , , ,      где 

 1 2,
max ω ( )j j

t t t
t


   ( 1, 2, 3),j   

 

где ω( ,δ)f  – модуль непрерывности функции f, т. е. 
 

   
δ

ω( ,δ) sup ,
t t

f f t f t
  

  
 

 

а величина S  определяется равенством 

 
3

1

ω ω ,2 .n
S j
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Если при этом функции ω ( )j t  удовлетворяют условию Липшица с константами 0,jL   то 
 

    1 2 1( ) 2 1 1~ T
j jn N T T e L L

          

 
 

при ,N   j = 1, 2, 3, 1 2 3,L L L L    откуда следует, что в данном случае абсолютная по-

грешность вычисления каждого из элементов матрицы 12D  перехода от одной системы коорди-

нат к другой есть величина 1( )O N   при .N   

Система уравнений (1) с начальными условиями, вытекающими из равенства 12 ,D E  раз-

бивается на три задачи Коши. Доказано, что для численного решения каждой из этих трех задач 
Коши требуется ( ) 7~ 1N N  (при N  ) арифметических операций, что незначительно 

превосходит трудоемкость решения каждой из этих задач Коши методом Эйлера. 
Приведены результаты численных экспериментов, показывающие, что в определенных слу-

чаях метод сумм Хаара дает погрешность, значительно меньшую, чем метод Эйлера, и практи-
чески идентичную погрешностям методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка, трудо-
емкость которых примерно в два раза превосходит трудоемкость метода сумм Хаара. 

 

1. Постановка задачи. Основные определения 
При определении ориентации космического аппарата необходимо учитывать его угловое 

движение в инерциальной системе координат. Для этого в интервале времени от 1t  до 2t  ( 1t  и 

2t  соответствуют двум положениям космического аппарата на орбите) приближенно решается 

система уравнений Пуассона (1), определяющих эволюцию положения космического аппарата 
из момента времени 1t  в момент времени 2.t  Легко видеть, что система уравнений (1) с учетом 

начального значения матрицы 12D  ( 12D E ) сводится к следующим трем задачам Коши для 

систем уравнений: 

1 3 2 2 3

2 1 3 3 1

3 2 1 1 2

( ) ω ( ) ( ) ω ( ) ( ),

( ) ω ( ) ( ) ω ( ) ( ),

( ) ω ( ) ( ) ω ( ) ( );

j j j

j j j

j j j

d t t d t t d t

d t t d t t d t

d t t d t t d t

   

   


  

       (2) 

 

 1

1 при ,
δ

0 при ,i j i j

i j
d t

i j


   

 1,2,3;i                                              (3) 

 

j = 1, 2, 3. Считаем, что 1ω ( ),t  2ω ( ),t  3ω ( )t  – непрерывные на отрезке  1 2,t t  функции. 

Построим алгоритм решения задачи Коши (2)–(3) и выведем оценки погрешности, исполь-
зуя методы, аналогичные приведенным в [12] в случае решения задачи Коши для линейного 
дифференциального уравнения первого порядка. 

Приведем определение системы функций Хаара и сопутствующее ему понятие двоичных 
промежутков, введенные в [13]. 

Двоичным промежутком lm,j назовем промежуток с концами в точках (j−1)/2m−1, j/2m−1  
(m = 1,2, ..., j = 1,2, ..., 2m−1). Будем считать двоичные промежутки замкнутыми слева и откры-
тыми справа. Если правый конец двоичного промежутка совпадает с 1, то будем считать этот 
промежуток замкнутым также и справа. Введем обозначения: 

 

, 1,2 1,m j m jl l
   , 1,2 .m j m jl l

  

Очевидно, что 

, , , .m j m j m jl l l    
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Система функций Хаара строится группами: группа номер m содержит 2m−1 функций 

, ( ),m j x  где m = 1,2, ..., j = 1,2, ..., 2m−1. Функции Хаара , ( )m j x  определяются следующим образом: 
 

( 1) 2
,

( 1) 2
, ,

,

2 при ,

( ) 2 при ,

0 при ,

m
m j

m
m j m j

m j

x l

x x l

x l

 

 

 
   
 

 

 

11,2, , 1,2, ,2 .mm j     Наряду с двойной нумерацией используется также простая нумера-

ция: 

, ( ) ( ),m j kx x    
 

где k = 2m – 1 + j, k = 2, 3, … В систему функций Хаара включают также функцию 1( ) 1,x   

которая остается вне групп. 
 
2. Построение алгоритма численного решения задач Коши (2)–(3) 
Введем обозначение 2 1.T t t   Будем искать приближенное решение 
 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3( ), ( ), ( )n n n

j j jd t d t d t
  

каждой из трех задач Коши (2)–(3), представляя производные 
 

( )
1 ( ),n

jd t  ( )
2 ( ),n

jd t  ( )
3 ( )n

jd t
 

 

в виде обобщенных многочленов по масштабированной системе Хаара   1( )k t t T   поряд-

ков не выше 2n: 
2 1

( ) ( , )
1

0

( ) χ (( ) / ),
n

n n k
i j i j k

k

d t C t t T




    
( , ) ,n k
i jC R  

 

k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3. Такие обобщенные многочлены являются ступенчатыми 
функциями: 

       ( ) ( , )( )n n k
i j i jd t d   при  1 12 2 1 ,n nt Tk t t T k     

                              
   (4) 

 

k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3. 

Восстановим функции ( )( )n
i jd t  по их производным: 

 

 
1

( ) ( , ) ( , )
1

0

( ) δ 2 2
k

n n n l n n k
i j i j i j i j

l

d t T d t t Tk d


 



      при  1 12 2 1 ,n nt Tk t t T k     
     

  (5) 

 

k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3. Считаем, что в (5) при k = 0 
 

1
( , )

0

0.
k

n l
i j

l

d




  

 

Функции (5) являются кусочно-линейными с узлами в точках множества 
 

 , , 1: 2 , 0,1, ,2 1 .n n
n k n kt t t Tk k                                               (6) 

 

Будем считать, что измеритель угловой скорости определяет значения проекций абсолют-
ных угловых скоростей 1ω ( ),t  2ω ( ),t  3ω ( )t  именно в точках множества (6). Потребуем, чтобы 

функции (5) удовлетворяли системам уравнений (2) на этом множестве. Тогда получаем:  
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k = 0, 1, …, 2n – 1, j = 1, 2, 3. С учетом представления функций (5) и (4), обозначив для краткости 
 

  ( , )
,ω ω n k

j n k jt   ( 1, 2, 3),j   

будем иметь: 

           

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 31 3 2 2 3
0 0

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3 12 1 3 3 1
0 0

( , ) ( , ) ( , )
13 2 1

ω δ 2 ω δ 2 ,

ω δ 2 ω δ 2 ,

ω δ 2

k k
n k n k n n l n k n n l

j jj j j
l l

k k
n k n k n n l n k n n l

j jj j j
l l

n k n k n n l
jj j

l

d T d T d

d T d T d

d T d

 
 

 

 
 

 





   
      

   
   

      
   

 

 

 
1 1

( , ) ( , )
21 2

0 0
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l
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                        (7) 

 

k = 0, 1, …, 2n – 1, j = 1, 2, 3. 
Таким образом, приходим к следующему алгоритму численного решения задач Коши (2)–(3). 
1. Для каждого j = 1, 2, 3 выполняем следующие вычисления. 
1.1. Находим значения 

( ,0)
1 ,n

js  ( ,0)
2 ,n

js  ( ,0)
3
n
js

 
 

по формулам, которые получаются из (7) при k = 0: 
 

( ,0) ( ,0) ( ,0)
2 31 3 2

( ,0) ( ,0) ( ,0)
3 12 1 3

( ,0) ( ,0) ( ,0)
1 23 2 1

δ ω δ ω ,

δ ω δ ω ,

δ ω δ ω

n n n
j jj

n n n
j jj

n n n
j jj

s

s

s

  
  


 

 

 

(при k = 0 суммы, фигурирующие в (7), считаются равными нулю). 
1.2. Последовательно находим значения величин 
 

( ,1)
1 ,n

js  ( ,1)
2 ,n

js  ( ,1)
3 ;n

js  

( ,2)
1 ,n

js  ( ,2)
2 ,n

js  ( ,2)
3 ;n

js  

 

 ,2 1

1 ,
nn

js


 
 ,2 1

2 ,
nn

js


 
 ,2 1

3 ,
nn

js


 

по формулам 
( , ) ( , 1) ( , )
1 1 1 ,n k n k n k

j j js s d   ( , ) ( , 1) ( , )
2 2 2 ,n k n k n k

j j js s d   ( , ) ( , 1) ( , )
3 3 3 ,n k n k n k

j j js s d                  (8) 
 

предварительно вычисляя для каждого k = 1, 2, …, 2n – 1 величины 
 

   
   
   

( , ) ( , ) ( , 1) ( , ) ( , 1)
2 31 3 2 2 3

( , ) ( , ) ( , 1) ( , ) ( , 1)
3 12 1 3 3 1

( , ) ( , ) ( , 1) ( , ) ( , 1)
1 23 2 1 1 2

ω δ τ ω δ τ ,

ω δ τ ω δ τ ,

ω δ τ ω δ τ ,

n k n k n k n k n k
j jj j j

n k n k n k n k n k
j jj j j

n k n k n k n k n k
j jj j j

d s s

d s s

d s s

 

 

 

        

        

        

                             (9) 

 

где τ = 2–nT. Формулы (8), (9) следуют из рекуррентных соотношений (7). 
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2. По формулам, вытекающим из (5), для j = 1, 2, 3 вычисляем значения 
 

 ( ) ( ,2 1)
2 11 1δ ,

nn n
jj jd t s       ( ) ( ,2 1)

2 22 2δ ,
nn n

jj jd t s       ( ) ( ,2 1)
2 33 3δ .

nn n
jj jd t s    

  

3. Составляем матрицу перехода из связанной с космическим аппаратом системы координат 
в момент времени 1t  в связанную с космическим аппаратом систему координат в момент вре-

мени 2 :t  

     
     
     

( ) ( ) ( )
2 2 211 12 13

( ) ( ) ( )
12 2 2 221 22 23

( ) ( ) ( )
2 2 231 32 33

.

n n n

n n n

n n n

d t d t d t

D d t d t d t

d t d t d t

 
 

  
  
 

  

Оценим число арифметических операций, требуемых для реализации данного алгоритма.  
На k-м шаге (k = 1, 2, …, 2n) процесса вычисления величин 

 

( , )
1 ,n k

jd  ( , )
2 ,n k

jd  ( , )
3

n k
jd  (  1,2,3j  фиксировано) 

 

производится 17 арифметических операций: 3 арифметических операции требуется для нахож-

дения промежуточных величин (8), 13 арифметических операций – для нахождения ( , )
1 ,n k

jd  

( , )
2 ,n k

jd  ( , )
3

n k
jd  по формулам (9) (из трех величин 1δ ,j  2δ ,j  3δ j  только одна равна 1, остальные 

две равны 0) и 1 операция – для перехода к следующему узлу сетки (tn,k+1 = tn,k + τ). После вы-
полнения (2n–1)-го шага вычислений по формулам (8), (9) находим 
 

 ( ) ( ,2 )
2 11 1δ ,

nn n
jj jd t s      ( ) ( ,2 )

2 22 2δ ,
nn n

jj jd t s      ( ) ( ,2 )
2 33 3δ ,

nn n
jj jd t s      1,2,3 .j  

 

Таким образом, если N  – число разбиений отрезка  1 2,t t  ( 2nN  ), то для численного ре-

шения каждой из трех задач Коши (2)–(3) (для каждого j = 1, 2, 3) требуется ( )N  арифмети-

ческих операций, где величина ( )N  удовлетворяет соотношению 
 

( ) 7~ 1N N  при .N   
 

Сравним трудоемкость построенного алгоритма с трудоемкостью численного решения задач 
Коши (2)–(3) методом Эйлера [14; 15], погрешность которого так же, как и изложенного в на-
стоящей работе метода (в случае удовлетворяющих условию Липшица функций 1ω ( ),t  2ω ( ),t  

3ω ( )t ), есть величина, ограниченная по сравнению с 1N   при .N   

Нетрудно проверить, что для численного решения каждой из трех задач Коши (2)–(3) (для 
каждого j = 1, 2, 3) методом Эйлера требуется Э ( )N  арифметических операций, где величина 

Э ( )N  удовлетворяет соотношению 
 

Э ( ) 16~N N  при .N   
 

Отсюда следует, что трудоемкость решения задач (2) – (3) с помощью построенного в на-
стоящей работе алгоритма незначительно превосходит трудоемкость решения этих задач мето-
дом Эйлера. 

 
3. Вывод оценок погрешности метода 

При  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) для разности производных от функ-

ций-компонент точного и приближенного решений будем иметь: 
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,

( , ) ( ) ( , ) ( , )
2 3 3 22 3 3 2ω (τ) τ δ ω ω δ ω ω .

n k

t
n k n n k n k

j jj
t

d d t t      

Тогда для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) получаем: 
 

, 1 , 1

1 , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 31 2 2 3 3( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) τ (τ) (τ) τ (τ) τ

n k n k

n k n k

t tt t
n n n n n

j j jj j j j j
t t t t

d t d t d d d d d d d d d d
  

               
 
 
   

 

       
, 1 , 1

1 1

( ) ( )
3 2 3 3 22 3ω ω ,2 (τ) τ ω ω ,2 (τ) τ δ ω ω ,2 δ ω ω ,2 ,

n k n kt t
n n n n n n

y j jj j
t t

d d d d
 

          

где 

 1 2 3max , , ,      
 1 2,

max ω ( )j j
t t t

t


   ( 1, 2, 3),j   

 

а ω( ,δ)f  – модуль непрерывности функции f, т. е. 
 

   
δ

ω( ,δ) sup .
t t

f f t f t
  

    

 

Аналогично, для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) имеем: 
 

, 1 , 1

1 , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 12 3 3 1 1( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) τ (τ) (τ) τ (τ) τ

n k n k

n k n k

t tt t
n n n n n

j j jj j j j j
t t t t

d t d t d d d d d d d d d d
  

                
 
 
   

 

       
, 1 , 1

1 1

( ) ( )
1 3 3 1 1 33 1ω ω ,2 (τ) τ ω ω ,2 (τ) τ δ ω ω ,2 δ ω ω ,2 ,

n k n kt t
n n n n n n

j jj j
t t

d d d d
 

        
  

, 1 , 1

1 , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 23 1 1 2 2( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) τ (τ) (τ) τ (τ) τ

n k n k

n k n k

t tt t
n n n n n

j j jj j j j j
t t t t

d t d t d d d d d d d d d d
  

                
 
 
   

 

       
, 1 , 1

1 1

( ) ( )
2 1 1 2 2 11 2ω ω ,2 (τ) τ ω ω ,2 (τ) τ δ ω ω ,2 δ ω ω ,2 ,

n k n kt t
n n n n n n

j jj j
t t

d d d d
 

        
  

k = 0, 1, …, 2n – 1. 

Для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) справедливы неравенства 
 

( ) ( , )
1 ( ) αn n k

iid t   ( 1, 2, 3),i                                                       (10) 

где 

   
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 21 31 2 11 31 3

0 0

α 2 , α 2 , α
k k

n k n n l n l n k n n l n l n k

l l

d d d d
 

 

 

           
 

 
1

( , ) ( , )
11 21

0

2 ,
k

n n l n l

l

d d






                                                     (11) 
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k = 1, 2, …, 2n – 1. Здесь мы по-прежнему считаем, что при k = 0 суммы в (11) принимают значе-
ние, равное нулю. 

Истинность неравенств (10) при k = 0 вытекает из равенств 
 

   ( ,0)
11 0,nd   ( ,0) ( ,0)

21 3ω ,n nd    ( ,0) ( ,0)
31 2ω ,n nd 

                                     
 (12) 

 

которые следуют из (7). Применяя неравенства (10) к оценке величин 
 

( , 1)
1
n k

id   ( 1, 2, 3),i   

получим 

      1 1( , ) ( , 1) ( , 1) ( , 1) ( , 1)
1α α 2 α 2 α ,k kn k n k n n k n k n n k

i i i iid               
              

 (13) 

i = 1, 2, 3, где 

 
3

1 ( , 1)
1

1

,k n k
i

i

d 



    
3

1 ( , 1)

1

α ,k n k
i

i

 



   

 

k = 1, 2, …, 2n – 1. Из (13) по индукции выводим неравенства 
 

       0 0( , ) 1 ( ,0)1
α 1 2 3α 1 2 ,

3

k kn k n n n
i i

             
 

 

i = 1, 2, 3, k = 1, 2, …, 2n – 1. Из равенств (12) следует, что 
 

( ,0)
1α 0,n   ( ,0)

2α ,n    ( ,0)
3α ,n    

 

откуда с учетом (11) получаем неравенства для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1): 
 

     ( ) 1
11

2
1 2 1 2 ,

3

k kn n nd t               
 

     ( ) 1
1 2 1 2 1 2

3

k kn n n
id t             

 ( 2, 3).i                                 (14) 

 

Из (14) следуют неравенства 
 

   
, 1

,

1
( ) 1
11

2
(τ) τ 1 2 1 2 ,

3

n k

n k

t n k kn n n

t

d d
  

               

 

   
, 1

,

( ) 1
1

2
(τ) τ 2 1 2 1 2

3

n k

n k

t n k kn n n
i

t

d d
 

              

 

(i = 2, 3), из которых получаем: 
 

 , 1

1

( )
11 1 1

1
(τ) τ 1 1 ,

3 2 2 2

n kt k k
n

n n n
t

T k
d d



 

                     
   

 

 , 1

1

( )
1 1

1
(τ) τ 2 1 1

3 2 2 2

n kt k k
n

i n n n
t

T k
d d





                     
  

 

(i = 2, 3), поэтому для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) будет выполняться 
 

1 1

1 2
( ) ( ) ( )

11 21 3111 21 31
2

( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) (τ) τ
3

t t n
n n n

t t

d t d t d d d d d d
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         1 12 1
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

3

n
k k k kn n n nT k

                           
 

 

    3 2ω ω ,2 ω ω ,2 .n n                                                        (15) 
 

Аналогично выводятся неравенства 
 

1 1

( ) ( ) ( )
21 31 1121 31 11( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) (τ) τ

t t
n n n

t t

d t d t d d d d d d
 

            
  
   

 

   
2

11 1

1
4 1 1 2 1 1 ω ω ,2

3 2 2 2 3 2 2 2

k k k k
n

n n n n n n

T k 
 

                                               
 

 

   31 1

1
1 1 1 ω ω ,2 ,

3 2 2 2

k k
n

n n n

T k 
 

                         
                               (16) 

 

1 1

( ) ( ) ( )
31 11 2131 11 21( ) ( ) (τ) (τ) τ (τ) (τ) τ

t t
n n n

t t

d t d t d d d d d d
 

            
  
   

 

   
2

11 1

1
4 1 1 2 1 1 ω ω ,2

3 2 2 2 3 2 2 2

k k k k
n

n n n n n n

T k 
 

                                               
 

 

   21 1

1
1 1 1 ω ω ,2 ,

3 2 2 2

k k
n

n n n

T k 
 

                         
                                  (17) 

 

 1 12 2 1 ,n nt Tk t t T k       k = 0, 1, …, 2n – 1. Почленно суммируя неравенства (15)–(17), 

получаем: 
( ) ( ) ( )

11 21 3111 21 31( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nd t d t d t d t d t d t          
 

 

 
1

( ) ( ) ( )
11 21 3111 21 312 (τ) (τ) (τ) (τ) (τ) (τ) τ ( , ),

t
n n n

t

d d d d d d d A n k              

где 

         
1

2 2 1 1
1

2 1
( , ) 2 1 2 2 1 2 1 2 ω ω ,2

3

n
k k kn n n n nT k

A n k
 

                        
 

         1
2 3

2 1
4 1 2 1 2 1 ω ω ,2 ω ω ,2 .

3

n
k kn n n nT k

                        
 

 

В [12] доказано следующее утверждение. 
 
Лемма 1. Если неотрицательная функция f(x), x0  x  X, имеет лишь конечное число точек 

разрыва первого рода {x1, x2,…, xN}  (x0, X), в которых f(xk)  max{f(xk − 0), f(xk + 0)}, 
k = 1, 2,…, N , и удовлетворяет с некоторыми постоянными ,  > 0 условию 

 

   
0

x

x

f x f t dt     
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хотя бы во всех точках непрерывности (а тогда и вообще во всех точках отрезка [x0, X]), то при 
x0  x  X выполняется неравенство 

   0 .x xf x e    
 

Применяя эту лемму, приходим к следующему неравенству: 
 

 12( ) ( ) ( )
11 21 3111 21 31( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .t tn n nd t d t d t d t d t d t A n k e              

 

Следовательно, для  1 12 2 1n nt Tk t t T k       (k = 0, 1, …, 2n – 1) 
 

 12( )
1 1( ) ( ) ( , ) ,t tn

i id t d t A n k e                                                     (18) 
 

i = 1, 2, 3. Справедливо равенство 
 

       
, ,

1 1

1 1
( ) ( , ) ( , )

1 , , 1 1 1 11 1 1
0 0

δ τ τ δ 2 τ τ 2 ,
n k n kt tk k

n n n l n n l
i n k n k i i i ii i i

l lt t

d t d t d d d d d d
 

 

 

           

 

где tn,k – точки множества (6), k = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3. Отсюда получаем: 
 

   
, 12

1 ,

2 1 2 1 2 1
( ) ( , ) ( , )

1 2 2 1 11 1 1
0 0 0

(τ) τ 2 (τ) τ 2
n n nn l

n l

tt
n n n l n n l

i i ii i i
l l lt t

d t d t d d T d d d T d
  

 

  

           

 

             2 1 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 , 1 ,1 1 1 1
0 0

2 τ 2 τ τ τ
n n

n n n n n n
i l n l i l l l n li i i i

l l

T d d t T d d d d t
 

 

 


              


   

 

    2 1
( )

1 1
0

2 τ τ ,
n

n n
i l li

l

T d d






                                                     (19) 

 

где τl  – точки интервала (tn,l,
 tn,l+1), l = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3. Здесь мы воспользовались тео-

ремой о среднем для определенного интеграла, из которой вытекает существование точек τl  

интервала (tn,l,
 tn,l+1) таких, что для непрерывных функций  1 τid   выполняются равенства 

 

    
, 1

,

1 1 , 1 , 1(τ) τ τ 2 τ ,
n l

n l

t
n

i i l n l n l i l
t

d d d t t d



      

 

где l = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3, а также тем, что на каждом из интервалов 
 

    , , 1 1 1, 2 , 2 1n n
n l n lt t t Tl t T l 

      
 

многочлены Хаара  ( )
1
n

id t  принимают постоянное значение, вследствие чего 
 

   ( ) ( )
,1 1τ ,n n

l n li id d t   
 

l = 0, 1, …, 2n – 1, i = 1, 2, 3. Применяя неравенство треугольника и неравенства (16), из (17)  
получаем: 

       
2 1

( ) ( )
1 2 2 11 1

0

2 τ τ
n

n n n
i i l li i

l

d t d t T d d






      

 

   1
1

2 1 2 1
2 τ 2 1

0 0

2 ( , ) 2 ( , ) ,
n n

n
l t T ln n

l l

T A n l e T A n l e
  

    

 

                                 (20) 
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i = 1, 2, 3. Имеют место равенства 
 

  
1

1

0

1 1 ,
N

l N

l

q q q






         
1

21

0

1 1 1 1 ,
N

l N N

l

l q Nq N q q






       

 

истинность которых легко проверяется по индукции. Используя эти равенства, вычислим сле-
дующие суммы: 

     
 

1 1

1

22 12 1
2 1 1 2

1
2 10

1 2 1
σ ( ) 1 2 ,

1 2 1

n
n

n n

n

T n
lT l n T

T nl

e
n e e

e

   

 

  
    

  

  
   

  
  

 

    12 1
2 1 1

2
0

σ ( ) 1 1 2
n

n lT l n

l

n e l
 

   



      

 

    
  

1

1

1

2 1 22 2 1 2 1
2

2
2 1

2 1 2 2 1 1 2 1
,

1 2 1

n nn

n

n

T n T n T n n
T

T n

e e e
e

e

 
 

 

      


  

      


    

 

    12 1
2 1

3
0

σ ( ) 1 1 2
n

n lT l n

l

n e l
 

  



      

 

    
  

1

1

1

2 1 22 2 2
2

2
2

2 1 2 2 1 1 2 1
.

1 2 1

n nn

n

n

T n T n T n n
T

T n

e e e
e

e

 
 

 

    


 

      


  
 

Из неравенства (20) получаем: 
 

       
1

( ) 2 2
1 2 2 1 2 3 11

2
2 2 σ ( ) 2σ ( ) σ ( ) ω ω ,2

3

n
n n n n

i i
T

d t d t T n n n
 

         


 

 

     2 3 2 3
2

4σ ( ) σ ( ) 1 ω ω ,2 ω ω ,2 ,
3

n
n nT

n n


              
                           (21) 

 

i = 1, 2, 3. Заметим, что 
 

    1 2 12 1
1lim 2 σ ( ) 2 1 1 ,Tn

n
n T e

    


     1

2lim 2 σ ( ) 0,n

n
n 


  1

3lim 2 σ ( ) 0.n

n
n 


         (22) 

 

Тогда из неравенства (20) вытекает оценка 
 

    1 2 2 11 ( ),n
i id t d t n  

                                                     
 (23) 

i = 1, 2, 3, где 
 

        1 2 11
1 2 3( ) 2 1 1 ω ω ,2 ω ω ,2~ Tn n nn T T e

             
 

 

при .n   Если при этом функции 2ω ( )t  и 3ω ( )t  удовлетворяют условию Липшица, т. е. су-

ществуют константы 2 0L   и 3 0L   такие, что для любого числа δ > 0  выполняются неравен-

ства 

 2 2ω ω ,δ δ,L   3 3ω ω ,δ δ,L
 

 

то для величины 1( ),n  фигурирующей в неравенстве (23), имеет место соотношение 
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    1 2 1
1 2 3( ) 2 2 1 1~ Tnn T T e L L

           

 при .n   
Аналогично тому, как было получено неравенство (21), выводим соотношения 
 

       
1

( ) 2 2
2 2 1 2 3

2
2 2 σ ( ) 2σ ( ) σ ( ) ω ω ,2

3

n
n n n n

i j i j j
T

d t d t T n n n
 

         


 

 

   2 3
2

4σ ( ) σ ( ) 1 ω ω ,2 ,
3

n
n

S j
T

n n


              
                                 (24) 

 

i = 1, 2, 3, j = 2, 3, где S  определяется равенством 
 

 
3

1

ω ω ,2 .n
S j

j





   

 

Учитывая (22) и (24), приходим к оценкам 
 

   ( )
2 2 ( ),n

i j i j jd t d t n    

i = 1, 2, 3, j = 2, 3, где 
 

      1 2 11( ) 2 1 1 ω ω~ ,2Tn n
j S jn T T e

              
 

при ,n   j = 2, 3. Если при этом функции  ω j t  удовлетворяют условию Липшица с кон-

стантами 0jL   (j = 1, 2, 3), то 
 

    1 2 1( ) 2 2 1 1~ Tn
j jn T T e L L

           
 

 

при ,n   j = 2, 3, где 1 2 3.L L L L    
 
4. Результаты численных экспериментов 
Пример 1. Рассмотрим задачу Коши (2)–(3) для j = 1 со значениями параметров 1 0,t   2 1t   

и коэффициентами 

1ω ( ) cos1,5 ;t t  2
1 3 3

ω ( ) sin1,5 ;
2 4

t t   3
3

ω ( ) sin1,5 0,75.
2

t t   

 

Нетрудно проверить, что точное решение такой задачи Коши есть 
 

11( ) cos1,5 ;d t t  21
1

( ) sin1,5 ;
2

d t t  31
3

( ) sin1,5 ;
2

d t t  

 

причем  11 2 0,07074,d t     21 2 0,49875,d t    31 2 0,86386.d t   

В табл. 1 приведены значения величины квадратного корня из среднеквадратичной ошибки 
компонент решения рассматриваемой задачи Коши в точке 2t  с использованными в примере 1 

значениями параметров и коэффициентов, полученные методами сумм Хаара, Эйлера, Эйлера –

Коши [16] и Рунге – Кутты 2-го порядка [14; 15] для N  разбиений отрезка  1 2, ,t t  где 
15 16 242 ,2 , ,2 .N    

В данном случае погрешности решения задачи Коши (2)–(3) методами сумм Хаара и Эйлера 
практически идентичны, но погрешности для методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го по-
рядка значительно меньше погрешностей, полученных в результате применения первых двух 
методов. 
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Таблица 1 

Величина квадратного корня из среднеквадратичной ошибки компонент решения в точке 2t   

для значений параметров и коэффициентов, использованных в примере 1 
 

Величина      
3 2

1 2 1 2
1

1

3
n

i i
i

d t d t


  
N (число 
разбиений 
отрезка 
[t1,

 t2])  
Метод сумм Хаара 

 
Метод Эйлера 

 

Метод 
Эйлера – Коши  

Метод  
Рунге – Кутты 
2-го порядка 

215 1,98221·10–5 2,14845·10–5 2,90010·10–10 2,90010·10–10

216 9,91096·10–6 1,07423·10–5 7,25045·10–11 7,25045·10–11

217 4,95546·10–6 5,37117·10–6 1,81151·10–11 1,81152·10–11

218 2,47772·10–6 2,68559·10–6 4,53666·10–12 4,53667·10–12

219 1,23886·10–6 1,34279·10–6 1,13229·10–12 1,13229·10–12

220 6,19430·10–7 6,71397·10–7 2,89097·10–13 2,89107·10–13

221 3,09715·10–7 3,35699·10–7 6,36173·10–14 6,36283·10–14

222 1,54857·10–7 1,67849·10–7 1,62080·10–14 1,62080·10–14

223 7,74287·10–8 8,39247·10–8 5,05499·10–14 5,05598·10–14

224 3,87144·10–8 4,19624·10–8 2,36189·10–14 2,36183·10–14

 
Пример 2. Рассмотрим задачу Коши (2)–(3) для j = 1 со значениями параметров 1 0,t   2 2t   

и коэффициентами 

5 9
1ω ( ) ch ,t t   5 9

2
2

ω ( ) ch tg 1 ,
2

t t t    5 9
3

2
ω ( ) ch tg 1 .

2
t t t   

 

Нетрудно проверить, что точное решение такой задачи Коши есть 
 

11( ) cos ,d t t  21 31
2

( ) ( ) sin ,
2

d t d t t   
 

причем  11 2 0,41615,d t       21 2 31 2 0,64297.d t d t   

В табл. 2 приведены значения величины квадратного корня из среднеквадратичной ошибки 
компонент решения рассматриваемой задачи Коши в точке 2t  с использованными в примере 2 

значениями параметров и коэффициентов, полученные методами сумм Хаара, Эйлера, Эйлера –
 Коши [16] и Рунге – Кутты 2-го порядка [14; 15] для N  разбиений отрезка  1 2, ,t t  где 

15 16 242 ,2 , ,2 .N    
 

Таблица 2 

Величина квадратного корня из среднеквадратичной ошибки компонент решения в точке 2t   

для значений параметров и коэффициентов, использованных в примере 2 
 

Величина      
3 2

1 2 1 2
1

1

3
n

i i
i

d t d t


  
N (число 
разбиений 
отрезка 
[t1,

 t2])  
Метод сумм Хаара 

 
Метод Эйлера 

Метод 
Эйлера – Коши  

Метод  
Рунге – Кутты  
2-го порядка 

215 1,77319·10–2 5,86421·10–2 1,94818·10–2 4,54692·10–3

216 2,27484·10–3 1,68334·10–2 1,28402·10–3 6,33870·10–4

217 3,17159·10–4 6,71757·10–4 9,98299·10–5 1,30330·10–4

218 6,52261·10–5 3,35977·10–4 1,68894·10–5 6,26192·10–5

219 3,12779·10–5 2,52341·10–4 1,56949·10–5 9,12427·10–6

220 4,57051·10–6 1,76562·10–4 1,35320·10–6 2,37992·10–6

221 1,45672·10–6 1,43105·10–4 3,89106·10–7 6,50765·10–7

222 5,97437·10–7 6.01678·10–5 2,00878·10–7 3,41657·10–7

223 3,05874·10–7 3,76402·10–5 1,86299·10–7 3,07409·10–7

224 1,51830·10–7 1,30176·10–5 1,13470·10–7 2,58138·10–7



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 24,  № 3 
 

 464

В данном случае метод сумм Хаара дает погрешность, значительно меньшую, чем метод 
Эйлера, и практически идентичную погрешностям решения задачи Коши (2)–(3) методами  
Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка. 

Пример 3. Рассмотрим задачу Коши (2)–(3) для j = 1 со значениями параметров 1 0,t   2 2t   

и коэффициентами 
 

8
1ω ( ) sec ,t t  8

2
3 4

ω ( ) sec tg ,
5 5

t t t   8
3

4 3
ω ( ) sec tg .

5 5
t t t   

 

Точное решение такой задачи Коши имеет вид 
 

11( ) cos ,d t t  21
3

( ) sin ,
5

d t t  31
4

( ) sin ,
5

d t t  

 

причем  11 2 0,41615,d t     21 2 0,54558,d t    31 2 0,72744.d t   

В табл. 3 приведены значения величины квадратного корня из среднеквадратичной ошибки 
компонент решения рассматриваемой задачи Коши в точке 2t  с использованными в примере 3 

значениями параметров и коэффициентов, полученные методами сумм Хаара, Эйлера, Эйлера –

 Коши [16] и Рунге – Кутты 2-го порядка [14; 15] для N  разбиений отрезка  1 2, ,t t  где 

15 16 242 ,2 , ,2 .N    
 

Таблица 3 

Величина квадратного корня из среднеквадратичной ошибки компонент решения в точке 2t   

для значений параметров и коэффициентов, использованных в примере 3 
 

Величина      
3 2

1 2 1 2
1

1

3
n

i i
i

d t d t


  
N (число 
разбиений 
отрезка 
[t1,

 t2])  
Метод сумм Хаара 

 
Метод Эйлера 

Метод 
Эйлера – Коши  

Метод  
Рунге – Кутты  
2-го порядка 

215 4,09952·10–5 3,64380·10–2 8,14584·10–5 1,60285·10–5 
216 1,83821·10–5 1,47670·10–3 1,05944·10–5 4,83737·10–6 
217 8,94108·10–6 1,00902·10–3 5,50037·10–6 3,37017·10–6 
218 4,46564·10–6 6,25570·10–4 2,39992·10–6 2,41542·10–6 
219 2,41361·10–6 5,37907·10–4 1,77466·10–6 1,31424·10–6 
220 1,16140·10–6 2,79979·10–4 1,47872·10–6 1,05524·10–6 
221 6,26278·10–7 1,65719·10–4 7,68163·10–7 1,01374·10–6 
222 3,14122·10–7 1,80869·10–4 5,62648·10–7 8,27771·10–7 
223 6,62019·10–7 1,51395·10–4 5,56389·10–7 2,44021·10–7 
224 6,36338·10–7 4,78043·10–5 4,17734·10–7 1,36309·10–7 

 
 
Пример 3, как и пример 2, показывает, что в определенных случаях метод сумм Хаара дает 

погрешность, значительно меньшую, чем метод Эйлера, и практически идентичную погрешно-
стям методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка. 

При этом следует отметить, что трудоемкость методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го 
порядка примерно вдвое превосходит трудоемкость метода сумм Хаара – число арифметиче-
ских операций ЭК ( )N  и PК ( ),N  требуемых для решения каждой из трех задач Коши (2)–(3) 

методами Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка соответственно, удовлетворяет соот-
ношениям 

 

ЭК ( ) 34~N N  при ,N   PК ( ) 32~N N  при .N   
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Заключение 
В настоящей работе представлен новый метод решения системы кинематических уравнений 

Пуассона, определяющих эволюцию положения КА из момента времени 1t  в момент времени 

2.t  Из полученных оценок погрешности метода следует, что если функции, представляющие 

собой проекции абсолютной угловой скорости КА на координатные оси, удовлетворяют усло-
вию Липшица, то абсолютная погрешность вычисления каждого из элементов матрицы перехо-
да от связанной с КА системы координат в момент времени 1t  к связанной с КА системе коор-

динат в момент времени 2 ,t  так же, как и в случае решения указанной системы уравнений ме-

тодом Эйлера, есть величина 1( )O N   при .N   где N  – число разбиений отрезка  1 2,t t  при 

построении сетки используемых узлов. 
Сравнение алгоритмов решения рассматриваемой системы уравнений предложенным мето-

дом и методом Эйлера по их вычислительной эффективности показало, что для реализации ка-
ждого из них требуется ( )O N  арифметических операций при ,N   при этом трудоемкость 

построенного в данной работе алгоритма незначительно превышает трудоемкость алгоритма 
решения системы методом Эйлера. 

Из приведенных в работе результатов численных экспериментов следует, что в определен-
ных случаях метод сумм Хаара дает погрешность, значительно меньшую, чем метод Эйлера, и 
практически идентичную погрешностям методов Эйлера – Коши и Рунге – Кутты 2-го порядка, 
трудоемкость которых примерно в два раза превосходит трудоемкость метода сумм Хаара. 
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Современные образцы авиационного артиллерийского оружия (ААО) представляют собой им-
пульсные тепловые машины, преобразующие энергию порохового заряда в энергию сильно сжатых 
и нагретых пороховых газов (далее – газы), совершающих при своем расширении работу по сооб-
щению снаряду кинетической энергии. В контекстах артиллерийской науки, ААО и боеприпасы 
структурируются в виде системы, которая вступает во взаимодействие с источниками нагрева и 
окружающей средой, последовательно совершая термодинамические циклы. Основным элементом, 
наиболее интенсивно подвергающимся теплофизическим нагрузкам и оказывающим значительное 
влияние на боевые качества и стоимость ААО, является малокалиберный артиллерийский ствол 
(далее – ствол). Вследствие этого проблема определения температурного поля ствола является 
одной из центральных проблем проектирования ААО и оптимизации режимов стрельбы. Успешное 
решение этой проблемы во многом зависит от точности моделирования процессов теплоотдачи к 
каналу и от внешней стенки ствола при выстреле. Вместе с тем адекватный синтез и расчет со-
отношений, описывающих явление конвекции, сопровождающее выстрел, затруднены, что связано 
с наличием фазовых превращений в состоянии газов, одновременным присутствием в областях ре-
шений сверхзвуковых и дозвуковых зон, существованием ламинарных, турбулентных течений и дру-
гих нелинейных образований. Целью работы поставлена разработка относительно простой и при-
емлемой для инженерной практики математической модели теплообмена внутри и окрестностях 
ствола при околостенных течениях теплоносителей (далее – модель). Достижение цели работы 
осуществляется сосредоточенным выбором критериальных уравнений аппарата термодинамиче-
ского подобия, соответствующих геометрическим и физическим условиям однозначности процес-
сов нагружения ствола. Введение функций, учитывающих зависимость теплофизических свойств 
газов от температуры, позволило повысить точность определения параметров теплоотдачи при 
выстреле на 19 % в сравнении с известными результатами. Разработанная модель может быть 
использована при проведении прикладных расчетов, связанных с определением теплового состояния 
ствола. Специализация объекта исследования не исключает возможности доработки модели в це-
лях математического представления тепловых эффектов в термонапряженных конструкциях 
сложной формы. 

 
Ключевые слова: коэффициент теплоотдачи, критериальное уравнение теории термодинами-

ческого подобия, теплофизический параметр газов, адекватность. 
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Modeling of convective heat transfer processes between inhomogeneous gas 
mixtures and surfaces of a small-caliber artillery barrel 
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Modern models of aviation artillery weapons are pulsed heat engines that convert the energy of a pow-
der charge into the energy of highly compressed and heated powder gases (hereinafter referred to as 
gases), which, when expanding, perform work on communicating kinetic energy to the projectile. In the 
context of artillery science, aviation artillery weapons and ammunition are structured as a system that in-
teracts with heat sources and the environment, sequentially completing thermodynamic cycles. The main 
element that is most intensively subjected to thermophysical loads and has a significant impact on the com-
bat qualities and cost of aviation artillery weapons is a small-caliber artillery barrel (hereinafter referred 
to as the barrel). As a result, the problem of determining the temperature field of the barrel is one of the 
central problems of designing aviation artillery weapons and optimizing firing modes. The successful solu-
tion of this problem largely depends on the accuracy of modeling the processes of heat transfer to the 
channel and from the outer wall of the barrel during firing. At the same time, an adequate synthesis and 
calculation of the relations describing the phenomenon of convection accompanying the shot is difficult, 
which is due to the presence of phase transformations in the state of gases; the simultaneous presence of 
supersonic and subsonic zones in the solution regions; the existence of laminar, turbulent flows and other 
non-linear formations. The aim of the work is to develop a relatively simple and acceptable for engineering 
practice mathematical model of heat transfer inside and around the wellbore with near-wall coolant flows 
(hereinafter referred to as the model). Achieving the goal of the work is carried out by a concentrated 
choice of criterial equations of the apparatus of thermodynamic similarity, corresponding to the geometric 
and physical conditions for the uniqueness of the processes of loading the shaft. The introduction of func-
tions that take into account the dependence of the thermophysical properties of gases on temperature made 
it possible to increase the accuracy of determining the parameters of heat transfer during a shot by 19% in 
comparison with the known results. The developed model can be used in applied calculations related to 
determining the thermal state of the wellbore. The specialization of the object of study does not exclude the 
possibility of refining the model for the purpose of mathematical representation of thermal effects in ther-
mally stressed structures of complex shape. 

 

Keywords: heat transfer coefficient, criterion equation of the theory of thermodynamic similarity, ther-
mophysical parameter of gases, adequacy. 

 
Введение 
Явление выстрела, продолжительность которого измеряется тысячными секунды, неизбежно 

связано с воздействием на канал ствола газов высокой температуры и отводом тепла с внешней 
стенки ствола. При изучении функционирования ААО в тепловой постановке, как правило, ис-
пользуется известная в термодинамике теория пограничного слоя [1; 2], согласно которой темпе-
ратурные нагрузки на исследуемый объект зависят только от мгновенных значений температуры 
теплоносителя, определяемой из энергетических характеристик источника теплоты. Такая гипо-
теза краткой предыстории не учитывает изменение при выстреле теплофизических характеристик 
отдельных компонентов газов (коэффициентов теплопроводности λ1, динамической вязкости η1, 
удельной теплоемкости c1) и не позволяет учесть эффекты нестационарности, связанные с зави-
симостью физических параметров газовой смеси от текущей температуры газов T1. Одним из пу-
тей учета изменения физических коэффициентов смеси газов по мере сгорания и продвижения 
заряда является использование положений о нестационарности параметров потока газов [3; 4]. 
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При выстреле имеет место также теплоотдача от нагретых участков ствола окружающей 
среде (воздуху). В целом теплообмен между газами и каналом ствола, внешней поверхностью 
ствола и воздухом может происходить посредством вынужденной конвекции и излучения.  
В сравнении с длинными тонкостенными стволами для танковых и противотанковых пушек, 
солнечная радиация оказывает существенно меньшее влияние на температурное поле стволов 
ААО, чем конвекция [5]. Влияние излучения на формирование температуры ствола T в данной 
работе не рассматриваются. 

Таким образом, вся сложность исследования физической сущности преобразования энергии 
пороха в энергию направленного переноса во времени и пространстве снаряда, сопровождаю-
щегося факторами воздействия на ствол, связна с дефиницией величины полного коэффициен-
та теплоотдачи αΙ, Ι = 1,2, учитывающего процессы теплообмена от газов к каналу ствола (Ι = 1) 
и от внешней поверхности ствола к воздуху (Ι = 2). 

Расчет параметров состояния потоков газов и воздуха представляет весьма сложную газоди-
намическую задачу. В ранее опубликованной статье [6] математическое воспроизведение теп-
лообмена на стенках ствола позиционировалось в качестве самостоятельной задачи. Исследо-
вания показывают [2; 7], что интенсивность теплообмена между поверхностью тела и теплоно-
сителями так или иначе функционально зависит от многих параметров: геометрической формы 
и размеров тела; физических свойств, направления и скорости потока теплоносителей; темпера-
турных условий взаимодействия тела и вещества и т. д. Вследствие этого вопросы обоснования 
приемлемого для инженерных расчетов способа формализации процессов теплоотдачи от тур-
булентного газового потока к стенке канала и от внешней стенки ствола в атмосферу выделя-
ются в качестве приоритетных. 

При аналитических исследованиях процесс теплоотдачи описывается системой дифферен-
циальных уравнений, учитывающей как тепловые, так и гидродинамические явления и вклю-
чающей уравнения переноса теплоты, теплоотдачи, движения, неразрывности [8–10]. Точное 
решение поставленной задачи в аналитической или численной форме, даже при наличии высо-
копроизводительных вычислителей, получить затруднительно, так как обтекание трубы круго-
вого сечения продольным потоком характеризуется как сильной неравномерностью параметров 
состояния газов и турбулентностью, так и весьма сложной геометрией расчетной области. По-
этому при расчете таких течений сравнительно большое распространение получили подходы, 
связанные с осреднением уравнений движения и дальнейшим рассмотрением течения в виде 
сплошного потока. Примером такого подхода служит, например, работа [11], в которой расчет 
течения ведется на основе математической модели пористого изотропного тела. По мере разви-
тия данного приближенного подхода предлагались различные варианты вывода используемых 
осредненных уравнений переноса, рассматривались различные пути учета турбулентности по-
тока и других особенностей течения. Также известен и несколько иной приближенный способ 
решения поставленной задачи [12], когда реальный поток по трубе заменяется сплошным «го-
могенным» потоком без привлечения математической модели пористого тела. В принципе, как 
первый, так и второй подходы позволяют получить информацию об осредненных по объему 
тела динамических и тепловых характеристиках явления. При этом приходится использовать 
эмпирические исходные данные и предположения относительно хорошо согласующиеся с ре-
альной структурой течения. Это объясняется, прежде всего, тем, что данные, необходимые для 
решения задачи, могут быть найдены лишь приближенно и в отдельных случаях с большой по-
грешностью. Такая приближенная оценка исходных данных и вызвана отсутствием единых ди-
намических зависимостей. 

Следует заметить, что представленные выше подходы не утратили своей актуальности и  
в настоящее время. Так, в публикации [13] аргументирован уникальный вариант тепловой мо-
дели, разработанной на основе аппарата теории вероятностей; в статьях [14; 15] предложены 
схемы экспериментальных исследований и методы обработки выходных данных, обеспечи-
вающие повышение точности определения температуры тела; в работе [16] численными реше-
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ниями многомерной задачи теплопроводности определены температурные поля оребренных 
стенок различной конфигурации; трудом [17] предложены инструменты моделирования темпе-
ратурного поля в узлах газовых турбин, максимально учитывающие совокупность параметров  
в многофакторных граничных условиях пограничного слоя. В качестве примеров работ подобной 
тематики в области авиационной артиллерийской науки можно привести публикации [18–22]. 

Разрабатываемые в этих направлениях методы вполне объективны и могут служить основой 
для расчета характеристик теплообмена на поверхности трубы сложной геометрической формы. 

 
Обоснование и конкретизация критериальных уравнений теплоотдачи явления вы-

стрела из ААО 
Особенностью теплоотдачи от горячих газов к каналу ствола и от внешней поверхности 

ствола к воздуху является то, что среда, посредством которой происходит распространение те-
пла, движется. В результате движения вместе с массой газа переносится и тепло. Очевидно, что 
природа переноса тепла определяется формой области и свойствами потоков взаимодействия – 
распределением скорости, режимом течения и т. д. 

Исходя из вышеизложенного, вполне оправданным следует считать подход вычисления 
полного коэффициента теплоотдачи αΙ, Ι = 1,2, с помощью статистических формул, в которых в 
качестве аргументов выступают критериальные зависимости теории подобия – числа Рей-
нольдса Re, Нуссельта Nu, Прандтля Pr [3; 4; 8; 9]. 

Так как искомая величина αΙ, Ι = 1,2, является полной или эффективной, то количество пере-
данного тепла будет представлять собой сумму двух независимых слагаемых тепла, передавае-
мого вынужденной конвекцией от газов к каналу ствола и от внешней стенки ствола к воздуху. 
Оба этих слагаемых могут быть вычислены отдельно и затем сложены. 

Тогда 
 

           
Nu λ

α , 1,2 .
l
 

     (1)

 

Для вычисления в формуле (1) числа NuΙ, Ι = 1,2 – безразмерной величины, характеризую-
щей интенсивность теплообмена по длине ствола l на его внутренней (Ι = 1) и внешней (Ι = 2) 
границах, использованы зависимости, в которых критерии подобия построены по определяю-
щим размерам пространства, где происходит теплоотдача, а в качестве определяющей выбрана 
температура потока по длине ствола l: температура газов T1 внутри, температура воздуха T2 
снаружи ствола. Температура газов T1 рассчитывается решением основной задачи внутренней 
баллистики [23]. Массив значений температуры воздуха T2 в функции высоты применения 
ААО задается на основе стандартной атмосферы СА-81 [24]. Обозначения коэффициентов теп-
лопроводности λI, Ι = 1,2, сходные с обозначением классификатора границ теплоотдачи в ство-
ле, имеют смысл теплопроводностей газов λ1 (Ι = 1) и воздуха λ2 (Ι = 2). 

При моделировании движения теплоносителя в канале ствола и воздуха при продольном об-
текании внешней поверхности ствола при числе Маха M > 1 наблюдается турбулентный погра-
ничный слой, т. е. реализуется турбулентный режим течения (Re1  104), а при отношении оп-
ределяющих размеров (длины l и диаметра d) канала ствола l/d  50 теплоотдачу можно вычис-
лять по формулам для свойственных явлению режимов течения теплоносителей. 

Очевидно, что конвективный теплообмен в стволе носит нестабилизированный характер 
турбулентного режима течения, так как течение газов происходит в небольшом объеме. Лишь 
при перемещении подвижной границы взаимодействия (дна снаряда) к дульному срезу наблю-
дается некоторая стабилизация потока. Общий вид критериального уравнения для газов при 
течении теплоносителя в каналах кольцевого сечения при указанных условиях (Re1 > 104) имеет 
вид: 

           κ υ
1 1 1Nu Re Pr ,zk  (2)
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где Α, κ, υ – коэффициенты, определяемые из опытов; kz – поправочный коэффициент, учиты-
вающий изменение коэффициента теплоотдачи от газов к каналу ствола α1 на участке стабили-
зации потока. 

Обобщением существующих данных [3; 25–28] установлена следующая зависимость для оп-
ределения числа Nu1 в выражении (2) при вынужденной конвекции газов в оребренном канале 
кольцевого сечения: 

           0,8 0,43
1 1 1Nu 0,023Re Pr .  (3)

 

В формуле (3) коэффициент kz = 1 при l  15d. 
С внешней поверхности ствола тепло будет отводиться потоком воздуха, имеющим высокие 

скорости обдува. Так как течение воздуха происходит в значительно большем объеме, конвек-
тивный теплообмен у внешней стенки ствола подчинен переходному режиму течения и харак-
теризуется большей стабилизацией потока. При переходном (2100 < Re2  104) стабилизирован-
ном течении воздуха для определения числа Nu2 рекомендуется следующая зависимость: 

 

           κ
2 2Nu Re .  (4)

 

Рядом авторов путем обработки наиболее точных данных получено выражение для опреде-
ления числа Nu2 при течении воздуха вдоль поверхности цилиндра переменного сечения [9; 25; 
29; 30]. Обработка опытных данных показала, что значения числа Nu2 в выражении (4) пропор-

циональны числу 0,8
2Re : 

           0,8
2 2Nu 0,034Re .  (5)

 

Формула (5) справедлива при отношении внутреннего и наружных радиусов цилиндра, не 
превышающего 0,2. Как сообщают авторы, опытные данные хорошо согласуются между собой 
в пределах 10–12 %. 

Числа ReI, Ι = 1,2, в формулах вида (2), (4), характеризующее отношение сил инерции к си-
лам молекулярного трения, определим согласно следующим выражениям: 

– число Re1 в формуле (2) для газов при течении в канале ствола поставим в зависимость от 
скорости газов при выстреле v1, рассчитываемой также решением основной задачи внутренней 
баллистики [23] и справочного значения коэффициента динамической вязкости газов η1 [3; 4]: 

 

           1
1

1

Re ;
η

v l
  (6)

 

– число Re2 в формуле (4) для воздуха при течении вдоль поверхности ствола вычислим по 
значению скорости набегающего потока воздуха при стрельбе v2, которая при комфортном 
(внутрифюзеляжном) размещении ААО отождествляется со скоростью летательного аппарата и 
также паспортного значения коэффициента кинематической вязкости воздуха μ2 [25]: 

 

           2
2

2

Re .
μ

v l
  

 

Число Pr1 в формуле (2), характеризующее подобие скоростных и температурных полей  
в потоке газов, определим по формуле 

           1 1 1
1

1 1

η
Pr ,

λ

v c

a
   (7)

 

где a1 – коэффициент температуропроводности газов. 
В газоимпульсных системах, к которым относятся образцы ААО, часто передаются большие 

удельные тепловые потоки. Интенсивный теплообмен газов с поверхностями ствола достигает-
ся при значительных градиентах температуры теплообменника по радиусу канала, т. е. при 
больших температурных напорах [T1 – T], [T – T2]. Теплофизические свойства теплоносителей 
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зависят, прежде всего, от мгновенных значений температуры газов T1, и для расчета физиче-
ских характеристик газов нужно знать физические характеристики их компонентов при высо-
ких температурах. Поэтому для расчета значений определяющих критериев подобия и коэффи-
циента теплоотдачи необходимы вычисления значений физических параметров газов, являю-
щихся газовой смесью. 

 
Способ учета зависимости физических параметров газовой смеси от текущей темпера-

туры газов 
При намеченных конкретизациях в моделировании конвективных процессов пристенных те-

чений будем исходить из того, что пороха, применяемые для снаряжения унитарных патронов  
к ААО, по химическому элементарному составу представляют собой соединения углерода, во-
дорода, кислорода, азота с содержанием внутримолекулярного кислорода, достаточным для 
полного превращения горючих элементов в газ. Вследствие этого при их горении получаются, 
главным образом, газообразные продукты, и лишь в некоторых случаях образуется небольшое 
количество твердых веществ. 

Исследования показывают [4; 31], что основными продуктами горения порохов являются 
углекислый газ СО2, угарный газ СО, азот N2, водород Н2 и пары воды Н2О. В отдельных случа-
ях продукты превращения могут содержать метан СН4, но в обычных условиях горения этих 
продуктов содержится очень мало. 

Состав продуктов превращения зависит от природы пороха и условий, в которых горит по-
рох данной природы. Чем больше кислородный баланс пороха, тем больше в продуктах горе-
ния содержится углекислого газа СО2 и воды Н2О, т. е. продуктов полного окисления. Чем 
меньше кислородный баланс пороха, тем больше продуктов неполного сгорания – угарного га-
за СО и водорода H2. Соотношение между основными продуктами определяется равновесием 
реакции водяного газа: 

           СО + Н2О ↔ СО2 + Н2. 
 

Качественный и количественный состав продуктов горения может несколько меняться в за-
висимости от давления газов при выстреле и условий охлаждения продуктов, так как при горе-
нии пороха в замкнутом объеме давление газов при выстреле определяется условиями заряжа-
ния ААО. С наращиванием условий заряжания и при возрастании давления газов при выстреле, 
содержание углекислого газа CO2 и метана СН4 несколько увеличивается, а содержание угарно-
го газа СО и водорода Н2 уменьшается. Объясняется это, с одной стороны, течением вторичных 
реакций, а с другой, иным направлением реакций взрывчатого превращения. Появление оки-
слов азота NО в продуктах горения порохов связано с тем, что горение протекает в несколько 
стадий, описываемых температурным профилем Серебрякова – Зельдовича – Беляева [1; 4; 31]. 
Окислы азота NО являются промежуточными продуктами и в последней стадии горения пороха 
взаимодействуют с продуктами неполного сгорания по реакциям: 

 

           2CO + 2NО ↔ 2CО2 + N2+ q; 
 

           2H2 + 2NО ↔ 2H2О + N2+q, 
 

где q – теплота реакции горения газов. 
Проведенный теоретический анализ химического состава, процентного содержания и энер-

гетических характеристик порохов, использующихся для снаряжения унитарных патронов  
к ААО, показал, что для определения коэффициентов теплопроводности, динамической вязко-

сти и теплоемкости ι-го компонента смеси газов ( 1 1 1λ ,η , , 1,5с
  

 ) могут быть использованы 

аппроксимирующие аналитические зависимости [1; 25], конкретизирующие формулы (6), (7). 
Для газа СО2 (ι = 1): 
 

           
1

3/2
1 1λ 1 ;T T 

        (8)
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1

3/2
1 1η 60846 43375 347768 1 ;T T 

         (9)

           
1

3/2 2
1 1 121 6966 90772 243224 0,0000187612 .с T T T        (10)

 

Для газа СО (ι = 2): 
 

           
2

3/2
1 1λ 4 01627 861 614918 1 ;T T 

          (11)

           
2

3/2
1 1η 8 19784 43251 325791 1 ;T T 

          (12)

           
2

3/2 6 2
1 1 124 4476 181285 0357338 1,89466 10 ;с T T T

         (13)
 

Для газа H2O (ι = 3): 
 

           
3

3/2
1 1λ 20 3507 17663 57079 1 ;T T 

          (14)

           
3

3/2 6
1 1η 0 0346853 55828 452251 1 ;T T 

          (15)

           
3

3/2 6 2
1 1 128 90216 105406 0198288 4,36359 10 .с T T T

         (16)
 

Для газа H2 (ι = 4): 
 

           
4

3/2
1 1λ 80 3534 375747 917275 1 ;T T 

          (17)

           
4

3/2 6
1 1η 4 28174 019866 146665 1 ;T T 

          (18)

           
4

3/2 6 2
1 1 130 9404 147268 0637427 6,05625 10 .с T T T

         (19)
 

Для газа N2 (ι = 5): 
 

           
5

3/2
1 1λ 5 1584 0784756 534648 1 ;T T 

          (20)

           
5

3/2 3
1 1η 8 47204 0401594 297397 1 ;T T 

          (21)

           
5

3/2 7 2
1 1 125 2938 128032 0180876 3,33147 10 .с T T T

         (22)
 

Формулы (8)–(22) применимы при температурах газов 400 K ≤ T1 ≤ 3000 K. 
Для расчета физических характеристик смеси по значениям для отдельных компонентов га-

зов удовлетворительными являются методы, разработанные для исследования объектов в 
смежных предметных областях и систематизированные в источнике [25]. 

Для расчета коэффициента теплопроводности смеси газов применима зависимость 
 

5

1

1
см

ε λ

λ ,

m

m

 


 



 
(23)

 

где ει – мольная доля ι-го компонента смеси газов; mι – молярная масса ι-го компонента смеси 
газов; mсм – молярная масса смеси газов. 

Величины мольных долей ει и молярных масс mι ι-х компонентов смеси газов ( 1,5 ) дос-
тупны в справочниках, задачниках или приложениях учебной литературы, например, [3; 4; 25]. 
Для расчета молярной массы смеси газов в выражении (23) использована известная в теплофи-
зике формула: 

5

см ε .m m 


   

 

Для расчета коэффициента динамической вязкости смеси газов принята формулировка 
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Расчет коэффициента теплоемкости смеси газов выполнен согласно выражению 
 

           
5

1 1ε .с с




   

 

Необходимо отметить, что приведенные критериальные уравнения, служащие для определе-
ния полного коэффициента теплоотдачи от газов к каналу ствола и от внешней поверхности 
ствола к воздуху αΙ, Ι = 1,2, не являются универсальными зависимостями и приведены  
для вполне конкретных условий, характеризуемых формой поперечного сечения ствола, тепло-
физическими свойствами газов и материала стали ствола, а также нестационарностью течения 
газов. 

Определение состояния теплоносителей при применении ААО сводится к многократному 
расчету критериального уравнения (3) по формулам (6), (7) и с построением функций: 

1 1( ), 1,5T


   вида (8), (11), (14), (17), (20); 1 1( ), 1,5T


   вида (9), (12), (15), (18), (21); 

1 1( ), 1,5с T


  вида (10), (13), (16), (19), (22). Программные запросы величин температуры газов 

T1 осуществляются для каждого шага интегрирования системы уравнений внутренней балли-
стики, сгруппированной в [23]. 

Расчет критериального уравнения (5) константен при постоянстве величин заданной скоро-
сти летательного аппарата v2 и справочного значения коэффициента кинематической вязкости 
воздуха μ2. 

Завершенной формой моделирования процессов околостенных течений газов и воздуха при 
малокалиберном артиллерийском выстреле явилась машинная программа, позволяющая рас-
считывать параметры теплоотдачи по значениям физических параметров смеси газов. Машин-
ная программа образована и отлажена с использованием программного продукта Microsoft De-
veloper Studio, среды Fortran Power Station 4.0 и алгоритмического языка Фортран-90. 

Вследствие обусловленного уровня абстракции и по причине неизбежной потери части ин-
формации, представленная модель не дает полную картину, характеризующую исследуемые 
физические процессы. Обоснование частных формулировок и дальнейшие обсуждения следст-
вий представляются возможными после проверки адекватности модели реальным процессам 
теплообмена между стволом и окружающими теплоносителями. 

 
 
Проверка адекватности модели 
Установление совокупности свойств модели, обнаруживающих ее пригодность к решению 

поставленной задачи, возможно по направлениям сравнения результатов математического мо-
делирования с данными натурных экспериментов и ранее полученными результатами теорети-
ческих работ. Такой подход позволяет значительно повысить объективность выводов. 

Сравнительные графики результатов математического моделирования процесса теплоотдачи 
при выстреле с ранее полученными алогичными теоретическими решениями и заимствованны-
ми экспериментальными данными [32] представлены на рис. 1. Проверка адекватности модели 
выполнена с обязательным соблюдением условий теплового и геометрического подобия, заяв-
ленных выше. 

Анализ результатов расчета интенсивности воздействия теплоносителей на ствол показал 
повышение точности в схождении к опыту теоретических результатов определения параметров 
теплоотдачи при выстреле на 19 %. Следовательно, с помощью предлагаемого инструмента 
возможно с большей точностью устанавливать значения количество тепла, поступающего в ка-
нал и отводимого с внешней стенки ствола при различных условиях стрельбы из ААО. 
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Рис. 1. Зависимость полного коэффициента теплоотдачи от времени 
при малокалиберном артиллерийском выстреле 

 

Fig. 1. The dependence of the total heat transfer coefficient on time 
for a small-caliber artillery shot 

 
Перспективы дальнейшего распространения решений при исследовании ААО 
Практическое применение разработанного инструментария оценки интенсивности теплового 

нагружения ствола способствует совершенствованию количественных подходов в решении за-
дач, косвенно или напрямую связанных с теплофизическими аспектами мероприятий модерни-
зации конструктивных схем и алгоритмов применения ААО. Включением предлагаемой моде-
ли в состав формализаций более высокого уровня иерархии исключается необходимость опе-
рирования достаточно объемными конструкциями выражения связей, образуемых в случае аб-
солютно совершенной постановки рассматриваемой задачи. 

Первостепенное значение выделенных количественных параметров, оказывающих основное 
влияние на нагрев и остывание ствола, аргументируется наличием дополнительных возможно-
стей при выработке требований на новые разработки (модернизации) ААО различных схем ав-
томатики. 

Тем не менее, как и прежде, остаются открытыми вопросы: 
– снятия ряда допущений при расчете температуры газов T1, значения которой в виде пере-

менных входят в аппроксимирующие аналитические зависимости (8)–(22), формирующие через 
выражения (6) и (7) критериальное уравнение (3); 

– невозможности полного учета зависимости теплофизических параметров воздуха от высо-
ты применения ААО в критериальном уравнении (5) вследствие теоретической сложности и 
значительной ресурсоемкости динамических математических моделей атмосферы. 

 
Заключение 
Способами и приемами теории термодинамического подобия синтезирован один из возмож-

ных вариантов модели, позволяющей достаточно объективно производить идентификацию 
быстропротекающих процессов передачи тепла при движении газов в канале и воздуха у внеш-
ней стенки ствола. Следует ожидать, что дальнейшее аккумулирование знаний теории теплопе-
редачи будет идти по пути более глубокого изучения явлений и более точного математического 
описания ААО в термодинамической постановке. Исходя их этих позиций обоснованы направ-
ления совершенствования рекомендуемого подхода. 
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Внедрение предлагаемой модели в практику проектирования и испытаний ААО позволит 
получать объективные оценки качества функционирования ААО при минимизации планов на-
турных экспериментов, сократить сроки и материальные ресурсы проведения опытно-
конструкторских работ. 
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Рассматривается проблема имитации невесомости систем балок, подвешенных на нерастя-

жимых тросах. Имитация невесомости означает обнуление или уменьшение какого-либо выбран-
ного силового фактора (например, реакции опоры или момента в опоре или сочленении) и кинема-
тического фактора (прогиба или угла поворота). Требуется подобрать усилия в тросах такими, 
чтобы сумма квадратов прогибов в точках упругой линии балки была минимальной. 

Задача формулируется как задача нелинейного программирования, осуществляется поиск ми-
нимума целевой функции с ограничениями в виде уравнений равновесия. В общем виде все выписан-
ные для геометрически изменяемой системы уравнения линейно-зависимы. Из системы уравнений 
выбираются параметры, при которых векторы вводятся в базис, а оставшиеся параметры счи-
таются свободными и являются координатами целевой функции. Задача свелась к задаче квадра-
тичного программирования без ограничений. Частные производные по координатам дают систему 
линейных алгебраических уравнений, позволяющую определить координаты, принятые как свобод-
ные параметры, а затем вычислить и координаты, введенные в базис. Опорный план нелинейных 
задач оптимизации может иметь локальные минимумы. Показано, что при любом начальном ба-
зисе, оптимальный план единственный. 

Для вычисления прогибов балки применяется метод начальных параметров. В качестве началь-
ных параметров рассматриваются прогиб, угол поворота, дополнительные углы поворота в шар-
нирных сочленениях, а также реакция и изгибающий момент. Континуальная задача переводится  
в дискретную ограничением количества точек, в которых вычисляются прогибы. Целевая функция 
имеет конечное число переменных. Определяется, какое количество выбранных точек на упругой 
линии балок является достаточным для обеспечения сходимости функций прогибов, углов поворо-
та, изгибающих моментов и поперечных сил с целью приложения к практическим расчетам.  

Выполнена оптимизация прогибов балки, шарнирно закрепленной, подвешенной на двух тросах  
с проверкой решений, сменой базисных переменных и исследованием сходимости в зависимости от 
выбора количества точек, в которых вычисляются прогибы.  

Проанализировано деформирование систем двутавровых балок, соединенных шарнирами между 
собой, имеющими в условиях гравитации погонный вес. Для имитации невесомости системы под-
крепляются тросами. Рассмотрены граничные условия: жесткое защемление; шарнирно-
неподвижное опирание, скользящая заделка, свободный край. Модели систем трех балок при ими-
тации невесомости в определенной степени эквиваленты. Вид граничного условия в большей мере 
влияет на первую балку. Силы натяжения тросов выравнивают деформированное и напряженное 
состояние в последующих балках. Любую из рассмотренных систем с представленными граничны-
ми условиями можно перевести в эквивалентную ей, изменив граничные силовые факторы, задав 
моменты или установив пружину с заданной жесткостью и корректировкой натяжения тросов.  
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The problem of weightlessness simulation of beam systems suspended on inextensible cables is consid-

ered. Imitation of weightlessness means zeroing or reducing any selected force factor (for example, the 
reaction of the support or the moment in the support or joint), and the kinematic factor (deflection or angle 
of rotation). It is required to select the forces in the cables such that the sum of the squares of the deflec-
tions at the points of the elastic line of the beam is minimal. 

The problem is formulated as a nonlinear programming problem; the search for the minimum of the ob-
jective function with constraints, in the form of equilibrium equations, is carried out. In general, all equa-
tions written out for a geometrically variable system are linearly dependent. Parameters are selected from 
the system of equations, the vectors at which are entered into the basis, and the remaining parameters are 
considered free and are the coordinates of the objective function. The problem was reduced to the problem 
of quadratic programming without restrictions. Partial derivatives of coordinates give a system of linear 
algebraic equations that allows you to determine the coordinates taken as free parameters, and then calcu-
late the coordinates entered into the basis. The reference plan of nonlinear optimization problems can have 
local minima; it is shown that for any initial basis, the optimal plan is the only one. 

To calculate the deflections of the beam, the method of initial parameters is used. Deflection, angle of 
rotation, additional angles of rotation in articulated joints are considered as initial parameters; as well as 
the reaction and bending moment. The continuum problem is transformed into a discrete one by limiting 
the number of points at which deflections are calculated. The objective function has a finite number of 
variables. It is determined which number of selected points on the elastic line of the beams is sufficient to 
ensure the convergence of the functions of deflections, angles of rotation, bending moments and transverse 
forces for the purpose of application to practical calculations.  

Optimization of deflections of a beam pivotally fixed, suspended on two cables with verification of solu-
tions, change of basic variables and convergence study depending on the choice of the number of points at 
which deflections are calculated is performed.  

The deformation of systems of I-beams connected by hinges to each other, having linear weight in grav-
ity conditions, is analyzed. To simulate weightlessness, the system is supported by six cables.  The bound-
ary conditions are considered: – rigid pinching; – hinge-fixed support, – sliding sealing; – free edge. Mod-
els of three-beam systems in the simulation of weightlessness, to a certain extent equivalents. The type of 
boundary condition affects the first beam to a greater extent; the tension forces of the cables equalize the 
deformed and stressed state in subsequent beams. Any of the considered systems with the presented bound-
ary conditions can be converted into an equivalent one by changing the boundary force factors, setting 
torques or installing a spring with a given stiffness and adjusting the tension of the cables. 

 

Keywords: deflections of beams, method of initial parameters, nonlinear programming, regulation of 
deflections and internal forces, simulation of weightlessness, de-hanging of beams. 

 
Введение 
Проблема оптимального и рационального проектирования конструкций актуальна в авиаци-

онной и аэрокосмической технике [1; 2]. Обзор, классификация и конструкторский анализ  
солнечных батарей космических аппаратов рассмотрен в [3], где анализируются солнечные  
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батареи из жестких панелей, солнечные панели с гибкой подложкой, надувные солнечные бата-
реи, самораскрывающиеся солнечные батареи и другие конструкции.  

Разработка современных гибких каркасов солнечных батарей приведена в [4]. В [5] рассмат-
риваются динамические аспекты систем обезвешивания крупногабаритных трансформируемых 
элементов космических аппаратов при раскрытии. По разработке стендов моделирования неве-
сомости известны многочисленные авторские свидетельства, например [6]. Распространены 
схемы тросового обезвешивания конструкций, затрагивающие объемные двумерные и одно-
мерные объекты, к примеру, для рефлекторов антенн каждую однозвенную спицу рассматри-
вают как балку, шарнирно закрепленную одним своим концом на неподвижном основании и 
подтягиваемую тросом [7].  

В [8] рассматривается методика расчета обезвешивания крупногабаритных трансформируе-
мых элементов космических аппаратов при наземных испытаниях на примере балки, жестко 
защемленной на торце и подвешенной на тросах. Деформирование не учитывается.  

Таким образом, обезвешиваемые элементы, в большинстве случаях, рассматриваются беско-
нечно жесткими на изгиб и подтягиваются тросам в центре тяжести, чтобы не возникали до-
полнительные реакции в точках сочленения. 

Следуя работам [3–5], можно сделать заключение о необходимости освоения вопросов мо-
делирования невесомости конструкции с учетом её деформирования. Отсюда возникает задача 
регулирования напряжений, деформаций и прогибов дополнительным натяжением (предвари-
тельным напряжением) определенных частей конструкций, в частности, растяжение тросами. 
Регуляторами будут являться усилия натяжения тросов; величины которых следует определить 
из условия, что сумма квадратов прогибов упругой линии балки (балок) была минимальной.  
В итоге задача приводится к задаче нелинейного программирования.  

Фактор обезвешивания, как имитация невесомости, рассматривается как обнуление какого-
либо силового параметра (реакции или момента). Например, балка жестко защемлена и значе-
ния усилий в тросах найдены. Требуется обезвесить так, чтобы не было реакции в опоре. Для 
этого рассматривается расчет балки, имеющей возможность перемещения по направлению ре-
акции с нулевым углом поворота. Вычисленные усилия в тросах обеспечат обезвешивание ре-
акции. Например, надо устранить момент, тогда решаем задачу с шарнирно-неподвижным опи-
ранием. Сопоставление найденного здесь угла поворота с изгибающим моментом при жестком 
защемлении позволит подобрать жесткость пружины для обеспечения эквивалентности. 

В работе рассматриваются линейно-деформируемые системы. Тросы имеют бесконечно 
большую жесткость на растяжение. Упругая линия балки содержит бесконечное множество 
точек, поэтому подвергается анализу дискретная задача с конечным числом точек на упругой 
линии. Задача нелинейного программирования может иметь локальные минимумы. Выполняет-
ся проверка на наличие единственного оптимального плана в зависимости от выбора перемен-
ных, вводимых в базис. 

 
1. Формулировка задачи минимизации прогибов 
Рассмотрим многопролетную балку, состоящую из трех балок общей длины L , как геомет-

рически изменяемую систему (рис. 1, а). Для превращения этой системы балок в статически 
определимую требуется наложить три дополнительные связи, так как данная система имеет три 
степени свободы. Пусть на балку (рис. 1, б) действуют активные сосредоточенные силы 

1 2, ,..., nP Р P , распределенные нагрузки 1 2, ,..., .kq q q , момент АМ . Для уравновешивания этих 

нагрузок приложим силы обезвешивания 1 2, ,..., SN N N , обеспечивающие равновесие системы. 

Если количество дополнительных сил 1 2, ,..., SN N N  меньше числа степеней свободы балки, то-

гда балка остается геометрически изменяемой системой. Если количество дополнительных сил 

1 2, ,..., SN N N  равно числу степеней свободы балки, тогда силы вычисляются из уравнений рав-

новесия (полагаем, что силы расставлены правильно). В этом случае оптимизировать нечего, 
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равновесие балки и равновесие ее частей выполняется. Если количество дополнительных сил 

1 2, ,..., SN N N  больше числа степеней свободы балки, тогда можно варьировать силами, добива-

ясь требуемых параметров обезвешивания, например, устранения реакций в сочленениях, 
уменьшения прогибов в заданных точках, регулирования внутренних сил и напряжений. Балка, 
первоначально не имеющая достаточного числа опорных связей, под действием дополнитель-
ных сил должна находиться в равновесии (естественно, не должно быть признаков мгновенной 
изменяемости).  

Задача моделирования деформирования подвешенных на тросах балок с условием миними-
зации суммы квадратов ее прогибов варьированием сил натяжения приводит к задаче нелиней-
ного программирования [9; 10]. Целевую функцию F  выразим через прогибы в n  точках: 

 

21 2
1

( , , , , ,..., ) ( ) min
n

A A A S k
k

F R M N N N v z


   , ( / )kz k L n , 1,2,3,...,k n .             (1) 

Здесь  

1 2( ) ( , , , , ,..., )k A A A Sv z f R M N N N  ,                                              (2) 
 

функция прогиба в точке с координатой kz  с неизвестными параметрами 

1 2, , , , ,...,A A A SR M N N N ;  k  – номер точки (расстояние между точками одинаковое); A  – угол 

поворота; AR  реакция в точке А балки; AM  – изгибающий момент в точке А; 1 2, ,..., SN N N  – 

искомые силы.  
 

` 
а 

 
б 
 

Рис. 1. Модель (расчетная схема) балки с тремя шарнирами:  
а – балка как геометрически изменяемая система; б – балка с действующими на нее нагрузками 

 

Fig. 1. Model (design scheme) of a beam with three hinges:  
a – a beam as a geometrically variable system; b – a beam with loads acting on it 

 
В качестве ограничений к (1) добавляются уравнения равновесия: 0у   – сумма проек-

ций сил на ось у; 0im   – сумма моментов всех сил относительно точки i . Система ограни-

чений имеет вид равенств. Из составленной системы ограничений выделим базисные перемен-
ные, например, 1 2, ,AR N N , которые подставим в (1). Теперь целевая функция (1) будет содер-

жать только свободные переменные, т. е. параметры , ,...,A A SM N : 

А
1N 2N

/ 3L / 3L/ 3L

kq

AR

А

3N 4N
SN

AM

1P
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А
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2
1

( , ,..., ) ( )
n

A A S k
k

F M N v z


   ,                                                 (3) 

 

что позволяет решать задачу оптимизации без ограничений [11]. Частные производные (3) по 
свободным параметрам (часто параметры называют координатами): 

 

0
A

F



, 0

A

F

M





, … , 0

S

F

N





                                              (4) 

 

дают систему линейных алгебраических уравнений относительно искомых параметров, опреде-
ляющих оптимальный план для вычисления прогибов (2) в дискретных точках. 

Производные функции прогиба (2) 
 

( ) ( ) /z dv z dz  ; 2 2( ) ( ) /M z EJ d v z dz  ; ( ) ( ) /Q z dM z dz ; ( ) ( ) /q z dQ z dz             (5) 
 

дают функции угла поворота, изгибающего момента, поперечной силы и нагрузки ( )q q z .  

Опорный план нелинейных задач оптимизации может иметь локальные минимумы, поэтому 
в работе будет показана сходимость к оптимальному плану при различных комбинациях базис-
ных и свободных переменных. Для вычисления прогибов (2) применен метод начальных пара-
метров как прямой метод интегрирования дифференциального уравнения четвертого порядка с 
разрывными функциями [12]. Производные функций вычисляются численно [13]. 

Балки могут быть не только геометрически изменяемыми, как показано на рис. 1, но и без 
опор, т. е. подвижными, что противоречит понятиям кинематического анализа строительной 
механики [14]. Однако равновесие балок достигается натяжением тросов (рис. 2). На рис. 2, а 
покажем расчетную схему балки без опорных связей с активным моментом М. Здесь равнове-
сие обеспечивается парой равных сил 1 2,N N . Приведем расчетную схему составной балки, со-

стоящую их четырех балок (рис. 2, б). Представив себе поэтажную схему балок, видим, что 
главная балка – статически неопределимая, на нее опирается второстепенная – статически оп-
ределимая балка. Обе правые балки – третья и четвертая – поддерживаются силами 4 7N N .  

 
                           а                              б 

 
Рис. 2. Расчетные схемы балок: 

а – опорных связей нет – равновесие поддерживается силами 1 2,N N ; 

б – составная балка – равновесие поддерживается реакциями опор и силами 1 7N N  
 

Fig. 2. Design schemes of beams: 
a – there are no support links – the equilibrium is maintained by forces; 

b – composite beam – the balance is maintained by the reactions of the supports and forces 1 7N N  

 
Отметим, что для вычисления прогибов (2) можно использовать вариационно-разностный 

метод в форме метода конечных разностей и МКЭ. Однако первый метод требует во всех шар-
нирных узлах сочленения вводить дополнительные законтурные узлы, что усложняет програм-
мирование, а второй – во всех дискретных точках (назовем их узлами) определять прогибы и 
углы поворота, что увеличивает размерность задачи. Метод начальных параметров с учетом 
промежуточных шарниров требует вычисления только прогибов в дискретных точках, а в узлах 
сочленения балок вычисляется прогиб и приращение угла поворота. 

1N 2N
3N 4N 5N 6N

7NМ
0H 
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Рассмотрим примеры расчета балок, показывающие единство оптимального плана задачи 
нелинейного программирования в зависимости от выбора переменных, вводимых в базис, и 
сходимость решений от назначенного числа точек, в которых вычисляется прогиб. 

 
2. Оптимизация прогибов балки, шарнирно-неподвижно закрепленной и подвешенной 

на двух тросах   
Рассматривается шарнирно-закрепленная с одного торца двутавровая балка, которая под-

держивается двумя тросами (рис. 3). Тросы имеют бесконечно большую жесткость на растяже-
ние. На рис. 2 их действие на балку показано силами 1N  и 2N . 

Изначально балка геометрически изменяемая. Добавим уравновешивающие силы 1N , 2N  и 

составим целевую функцию 
 

 21 2
1

( , , , , ) ( ) min
n

A A k
k

F R N N q v z


   ,  24n  .                                    (6)  

 

Запишем функцию прогиба на основе метода начальных параметров: 
 

3 3 3 4
1 2( / 3) ( 2 / 3)1

( ) ( / 3) ( 2 / 3)
3! 3! 3! 4!
A

А
R z N z L N z L q z

v z z H z L H z L
EJ

  
        

 
.     (7) 

 

Здесь ( )v z – прогиб в точке z ; А – угол поворота в начале балки (начальный параметр  

в точке А); AR  – реакция в точке А; 1N  – усилие в первом тросе; 2N – усилие во втором тросе 

(искомые параметры); q  – равномерно-распределенная погонная нагрузка; E  – модуль Юнга; 

J  – осевой момент инерции поперечного сечения балки; ( )H – функция Хевисайда. 

Длина балки L = 6 м; профиль двутавр прокатный, закрепление шарнирно-неподвижное  
в точке А; модуль Юнга материала Е = 2 · 1011 Па; осевой моментом инерции в плоскости изги-
ба J = 200 · 10–8 м4;  погонный вес балки q = 100 н/м. 

 
2.1. Проверка решений сменой базисных переменных 
Рассмотрим решения, связанные с особенностями изгиба балки как дискретной задачи с ко-

нечным числом точек, в которых вычисляются прогибы. Выполним поиск глобального мини-
мума целевой функции. 

Проверяем, что при различных базисных переменных, вводимых в функцию цели, должен 
существовать единственный оптимальный план. 

 

` 
 

Рис. 3. Балка, прикрепленная шарниром и поддерживаемая двумя тросами 
 

Fig. 3. A beam attached by a hinge and supported by two cables 

 
В качестве ограничений, к целевой функции (6) добавим уравнения равновесия:  
 

2
1 2( / 3) (2 / 3) / 3 0N L N L qL   ;                                                 (8) 

 

1 2 0.AR N N qL                                                              (9) 

А
1N 2N

/ 3L / 3L/ 3L

q
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Рассмотрим три варианта приложения базисных переменных.  
 
Вариант 1. Введем в базис переменные 1N  и 2N . Для этого из (8) и (9) получим силы 
 

1 / 2 2 AN qL R  ,                                                            (10) 
 

2 / 2 AN qL R  ,                                                            (11) 
 

которые, подставленные в (6), дают следующую задачу нелинейного программирования:  
 

( , , ) minA AF F R q                                                        (12)  

без системы ограничений. 
Производные по свободным переменным 
 

/ 0AF R   ,    / 0AF    
 

позволяют вычислить угол поворота A  и реакцию AR . Все параметры для вычисления функ-

ции (7) определены. 
 
Вариант 2. В качестве базисных переменных примем 1N  и AR . Тогда из (8) и (9) выведем  
 

1 23 / 2 2N qL N  ,                                                            (13) 
 

2 / 2AR N qL  ,                                                             (14) 
 

которые, будучи подставленными в (6), дают задачу поиска 
 

2( , , ) minAF F N q   .                                                    (15) 
 

Производные по свободным переменным 
 

2/ 0F N   ,       / 0AF    
 

дают возможность вычислить угол поворота A  и силу натяжения 2N . Вычисляем функцию (7).  

 
Вариант 3. В качестве базисных переменных примем 2N  и AR . Тогда из (8) и (9) имеем 
 

2 13 / 4 / 2N qL N  ,                                                          (16) 
 

1/ 4 / 2AR qL N  ,                                                           (17) 
 

которые, подставленные в (6), дают целевую функцию 
 

1( , , ) minAF F N q   .                                                      (18) 
 

Производные по переменным 1N  и A  
 

1/ 0F N   ,       / 0AF    
 

позволяют вычислить угол поворота A  и силу натяжения 1N . Функция (7) определена.  

Во всех трех вариантах базисных переменных получили абсолютно одинаковые искомые 
параметры 1 2, , ,A AR N N . Найденные параметры дают решения (эпюры), которые приведем 

на рис. 4: эпюра прогибов (рис. 4, а); эпюра углов поворота (рис. 4, б); эпюра изгибающих  
моментов (рис. 4, в); эпюра поперечных сил (рис. 4, г). Четвертая производная функции  
прогиба ( )v z по координате z дает эпюру ( ) 100 кн/м constq z    , что является проверкой 

(рис. 4, д).   
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Рис. 4. Функции деформационных и внутренних силовых факторов: 
а – прогиб; б – эпюра углов поворота;  в – эпюра изгибающего момента; г – эпюра поперечных сил; 

д – эпюра нагрузки q = –100 н/м 
 

Fig. 4. Functions of deformation and internal force factors: 
a – deflection; b – plot of rotation angles; с – the bending moment plot; d – the transverse forces plot; 

e – the load plot q = –100 N/м 

 
Таким образом, смена базиса не повлияла на решение задачи. Во всех трех вариантах вы-

числения параметров программирования пришли к единственному оптимальному плану. 
 

2.2. Исследование сходимости решений в зависимости от выбора количества точек,  
в которых вычисляются прогибы 

Рассматривается дискретная задача с конечным числом точек на упругой линии балки. Исходные 
данные, как в пункте 2.1. Целевая функция вычисляется по формуле (6), а прогибы – по формуле (7).  

Проверим, если целевая функция квадратичная, количество узлов на упругой линии балки 
конечное и метод вычисления прогибов точный, тогда ожидается сходимость прогибов, углов 
поворота, изгибающих моментов от увеличения числа узлов дискретизации. 

Выполним численный эксперимент для n = 6, n = 12, n = 24. Результаты расчетов (эпюры) 
представлены на рис. 5 и в табл. 1.  

На рис. 5, а показаны эпюры прогибов. Обнаруживаем следующую сходимость прогибов.  
Например, на торце балки ( z L ) прогиб увеличился от величины 0,2025 мм на сетке n = 6 до 
0,2597 мм на сетке n = 12, что есть 28 %. Далее на сетке n = 24 прогиб изменился до величины 
0,2935 мм. В сравнении с сеткой n = 12 это составляет 13 %. Следующее сгущение сетки долж-
но составить разность с предыдущим порядка 6 %. Экстраполяция дает ожидаемый прогиб тор-
ца балки равным 0,311 мм. 

( )v z

( )z

( )M z

( )Q z

q
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Рис. 5. Оптимальные параметры балки для сеток 6n  , 12n  и 24n  :  
а – функции прогибов; б – функции углов поворота; в – функции изгибающих моментов; г – функции попе-
речных сил; д – заданная распределенная нагрузка (вычислена, как четвертая производная функции прогиба) 

 

Fig. 5. Optimal beam parameters for grids 6n  , 12n   and 24n  :  
a – deflection functions; b – rotation angle functions; c – bending moment functions; d – transverse force functions;  

e – a given distributed load (calculated as the fourth derivative of the deflection function) 
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Средние величины суммы квадратов прогибов [15] вычислим по формуле 
 

2
1

( ) /
n

n k
k

v z n


   , n = 6, n = 12, n = 24.                                         (19) 

 

Величины такие: 6 0,1 мм71   , 12 0,1 мм59   , 24 0,1 мм52   . Разница, соответственно, 

7,4 % и 4,3 %. 
На рис. 5, б приведены эпюры углов поворота сечений балки, которые практически совпали. 
Вторые производные функций прогибов – суть изгибающие моменты (рис. 5, в), вычислен-

ные на разных сетках, – практически не различимы. 
Эпюры поперечных сил (рис. 5, г) полностью совпадают и представляются одной ломаной 

линией, имеющей разрывы в точках приложения сил. 
На рис. 5, д изображена распределенная нагрузка, вычисленная как четвертая производная 

функции прогиба. Это проверка решения. На всех трех эпюрах получили заданное значение  
q = –100 н/м.   

В заключение этого пункта можно сказать, что, судя по изменению прогибов в зависимости 
от сгущения сетки, достаточны сетки от n = 12 до n = 24. Если прерогативой является надоб-
ность вычисления напряжений, достаточно назначать сетку n = 6. 

Вычисленные переменные представим в таблице 1. В строках 1–3 таблицы приведены пара-
метры для сеток 6n  , 12n  , 24n  . В строках 4–5 показана относительная разность искомых 
параметров. В столбцах последовательно записаны: v(n) – прогибы консоли балки в точке 
z L ; ( )А n – начальный параметр, угол поворота сечения; ( )АR n  – начальный параметр, реак-

ция в начале балки; 1( )N n  – вычисленный параметр, первое усилие; N2(n) – вычисленный пара-

метр, второе усилие; ( )n  – среднеквадратичный прогиб торца балки. 
 

Таблица 1 
Параметры оптимального проектирования 

 

v(n) ( )А n  ( )АR n  1( )N n  2( )N n  ( )n   Номера 
строк 

Число 
точек  м рад н н н м 

1 n = 6 –0,0002025 –0,00023013 141,956 16,087 441,956 0,00017097 
2 n = 12 –0,0002597 –0,00021639 138,464 23,071 438,464 0,00015915 
3 n = 24 –0,0002935 –0,00020861 136,454 27,091 436,454 0,00015247 
 Разница в процентах: 

4 n = 12/ 
n = 6 

28 % 6,3 % 2,5 % 43 % 0,8 % 7,4 % 

5 n = 24 /  
n =12 

13 % 3,7 % 1,5 % 17,4 % 0,5 % 4,3 % 

 

Отметим, что данные в строчках 2 и 3 мало различаются по сравнению с параметрами  
в строчках 1 и 2. Строки 4 и 5 можно понимать как скорость сходимости искомых параметров.  

 
3. Подвес тросами системы трех балок, соединенных шарнирами 
Рассмотрим систему шарнирно-закрепленных между собой двутавровых балок (рис. 6).  

В условиях гравитации система имеет собственный погонный вес q  (рис. 6, а). Для имитации 

невесомости рассмотрим четыре случая закрепления системы в точке А и поддержание ее ше-
стью тросами. Система имеет жесткое защемление в точке А (рис. 6, б); шарнирно-
неподвижное опирание (рис. 6, в), скользящую заделку (рис. 6, г); свободный край (рис. 6, г). 

Требуется определить силы натяжения тросов, чтобы сумма квадратов прогибов F в задан-
ных точках была минимальной, т. е. 

2
1

( ) min
n

k
k

F v z


  , ( / 6)kz k L ,   1,2,3,...,18k  .                            (20) 
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В (20) F  – целевая функция; ( )kv z – искомый прогиб; kz  – координата точки; k – номер 

точки; 18n   – количество точек; длины всех балок одинаковы и равны L .  
 

3.1. Жесткая заделка 
Для вычисления прогибов методом начальных параметров с жестким защемлением балки в 

точке А (рис. 6, б) функция прогиба имеет вид: 
 

1 2( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )v z z L H z L z L H z L          
 

3 3 3
2 3

1 2 3
1 2 2 4 4

3
6 3 3 3 3 3 3A A

L L L L L L
M z R z N z H z N z H z N z H z

EJ

                                   
           

 

 

3 3

4 5
5 5 7 7

3 3 3 3

L L L L
N z H z N z H z

                    
       

 

 

 
3 4

6
8 8

, 0,3 .
3 3 4

L L qz
N z H z z L

          
    

                                           (21) 

 

Здесь 1 – угол поворота (начальный параметр в точке В); 2 – угол поворота (начальный па-

раметр в точке С); АМ  – момент в заделке (точка А); AR  – реакция, действующая на балку  

в точке А; ,( 1 6)iN i    – усилия в тросах (искомые параметры); constq   – равномерно-

распределенная погонная нагрузка; E  – модуль Юнга; J  – осевой момент инерции поперечно-
го сечения балки; ( )H – функция Хевисайда. 

В формуле (21) приведены параметры 1  и 2 , которые есть углы поворота балок, примы-

кающих к промежуточным шарнирам [16], т. е. справа слева
i i i     , 1,2i  . справа

i – угол пово-

рота в точке i  справа у шарнира, а слева
i – угол поворота в точке i  слева у шарнира. Углы по-

ворота i являются дополнительными неизвестными, как и начальные параметры Аv  и А .  

К уравнениям (21) присоединим уравнения равновесия 
 

справа 0Сm  , справа 0Bm  , справа 0Am  ,                                       (22) 
 

представляющие систему ограничений. Выделим из (22) базисные переменные 4N , 5N , 6N  
 

4 5 6 3

1 2 3

1 0 0 / 2

0 1 0 2 / 3

0 0 1 9 / 2 / 3 2 / 3 4 / 3

qL

N N N qL N

qL N N N

      
                 
                

,                         (23) 

 

которые добавим в целевую функцию (20). Теперь 1 2 1 2 3( , , , , , )АF F М N N N   . Уравнение 

равновесия 0у   – избыточное и служит для проверки решений. Частные производные F  по 

координатам 1 2 1 2 3, , , , ,АМ N N N   дают систему шести уравнений относительно момента, двух 

углов поворота и трех усилий в тросах (отметим симметричность матрицы системы уравнений). 
Задача свелась к задаче квадратичного программирования без ограничений. Минимум целевой 
функции (20) определил оптимальный план.  

Найденные параметры 1 2 1 2 3, , , , ,АМ N N N  , подставленные в уравнения (21), дают по фор-

мулам (5) функции прогибов, углов поворота, изгибающего момента и поперечной силы, соот-
ветственно. На рис. 7–10 приведены функции при жесткой заделке; рассмотрены решения для 
шарнирно-неподвижного края; изображены эпюры для скользящей заделки; рассмотрены 
функции для свободного края в точке А системы балок.  
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3.2. Шарнирно-неподвижное опирание 
Для системы балок с шарнирным опиранием в точке А (рис. 6, в) формула метода начальных 

параметров, следующая: 
 

1 2( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )Аv z z z L H z L z L H z L            
 

3 3 3
3

1 2 3
1 2 2 4 4

6 3 3 3 3 3 3A
L L L L L L

R z N z H z N z H z N z H z
EJ

                                  
           

 

 

 
3 3 3 4

4 5 6
5 5 7 7 8 8

, 0,3 .
3 3 3 3 3 3 4

L L L L L L qz
N z H z N z H z N z H z z L

                                
            

   (24) 

 

Здесь А  – угол поворота в точке А. 

Дополнительные уравнения (22) позволяют ввести в базис переменные 4N , 5N , 6N , как  

в (23). Из уравнения равновесия 0у   определяется реакция AR  для формулы (24). Функции 

прогибов, углов поворота, изгибающего момента, поперечной силы показаны на рис. 7–10.  
 

3.3. Скользящая заделка 
Рассмотрим скользящую заделку в точке А, фрагмент которой представлен на рис. 6, г. Здесь 

составлены следующие уравнения равновесия: 
 

справа 0Сm  , справа 0Bm  , 0у  .                                               (25) 
 

В базис введем векторы при переменных 4N , 5N , 6N , и после вычисления производных по 

свободным переменным из уравнения равновесия  0Am   выразим функции прогиба АМ . 

Теперь, функция прогиба: 
 

1 2( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )Av z v z L H z L z L H z L           
 

3 3 3
2

1 2 3
1 2 2 4 4

3
6 3 3 3 3 3 3A

L L L L L L
M z N z H z N z H z N z H z

EJ

                                  
           

 

 

 
3 3 3 4

4 5 6
5 5 7 7 8 8

, 0,3 .
3 3 3 3 3 3 4

L L L L L L qz
N z H z N z H z N z H z z L

                                
            

  (26) 

 

Все решения представлены на рис. 7–10. 
 

3.4. Свободный край 
В случае свободного края, в точке А балки нет связей (рис. 6, д), неизвестных параметров 10. 

Тогда 1 2 1 2 6( ) ( , , , , , ,..., )A Av z f v N N N    . Каждый диск балки в плоскости обладает тремя сте-

пенями свободы. Всего их 9. Каждый простой шарнир забирает две степени свободы – всего 
устраняется 4. Для системы из трех балок остается 5 степеней свободы. Чтобы превратить рас-
сматриваемую систему балок в геометрически неизменяемую, следует добавить 5 связей. Вы-
читается одна степень свободы, так как нет смещения по направлению продольной силы. Мож-
но записать 4 уравнения равновесия, однако они линейно зависимые.  

Составим три уравнения равновесия. Функция прогиба будет выглядеть так: 
 

1 2( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )A Аv z v z z L H z L z L H z L             
 

3 3 3

1 2 3
1 2 2 4 4

6 3 3 3 3 3 3

L L L L L L
N z H z N z H z N z H z

EJ
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3 3 3 4

4 5 6
5 5 7 7 8 8

, 0,3 .
3 3 3 3 3 3 4

L L L L L L qz
N z H z N z H z N z H z z L

                                
            

  (27) 

 

Решения отобразим на рис. 7–10.  
 

 
а 

 б 
 

      
 

       в     г     д 
 

Рис. 6. Система трех балок, соединенных шарнирами:  
а – система в условиях гравитации; б – моделирование невесомости системы жестким защемление в точке А; 
в – фрагмент шарнирно-неподвижного опирания системы балок в точке А; г – фрагмент скользящей заделки 

системы балок в точке А; д – фрагмент свободного края системы балок в точке А 
 

Fig. 6. A system of three beams connected by hinges:  
a – the system under gravity conditions; b – modeling of the weightlessness of the system by rigid pinching at point A; 

c – a fragment of the hinge-fixed support of the beam system at point A; d – a fragment of the sliding sealing  
of the beam system at point A; e – a fragment of the free edge of the beam system at point A 

 
В табл. 2 приведем силы натяжения тросов для системы балок с четырьмя типами гранич-

ных условий. Сравним силы натяжения для балки жестко защемленной и шарнирно опертой. 
На первой балке усилия натяжения тросов равны: заделка

1 278,4 нN   , шарнир
1 124,02 нN   , – 

разница 220 %;  заделка
2 407,5 нN  , шарнир

2 336,07 нN  ,  – разница 21 %. На второй балке наи-

большие силы натяжения таковы: заделка
4 262,6 нN  , шарнир

4 251,9 нN  , – разница 4,2 %.  На 

третьей балке усилия натяжения тросов почти равны: заделка
5 96,3 нN  , шарнир

5 100,7 нN   – от-

личие 4,5 %. В крайнем тросе:  шарнир
6 174,6 НN   и заделка

6 176,8 НN  – разница 0,13 %.  

Вид закрепления (шарнирное закрепление или заделка) влияет на первую от закрепления 
балку. Силы натяжения тросов, в определенной степени, выравнивают деформированное  
и напряженное состояние. В последующих балках усилия натяжения тросов практически не 
отличаются, т. е. не зависят от вида закрепления первой балки. Такой же вывод можно сделать 
и для балок со скользящей заделкой. 
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Модели систем трех балок при имитации невесомости, в определенной степени, эквивалент-
ны. Так, например, если к модели системы балок с шарнирным опиранием в точке А задать мо-
мент (например, движителем) равным 89,9 н м  или установить пружину жесткостью 

5/ 89,9 нм / 5,78 10 рад 1,5 кн/радА A AG M      , получаем модель деформирования с жест-

ким защемлением. Соответственно, требуется изменить силы натяжения тросов.  
В табл. 3, к усилиям натяжения тросов из табл. 2, добавлены углы поворота в начале системы 

балок (точка А) и дополнительные углы поворота в шарнирах, среднеквадратичные прогибы и мак-
симальные прогибы. При переходе от жесткого закрепления к шарнирному, далее от скользящей 
заделки к свободному краю жесткость системы уменьшается. Среднеквадратичные прогибы увели-

чиваются: заде
5

лка 2,301 10  м  ; шарн
5

ир 2,396 10  м  ; сколь
5

зящая 2,741 10  м  ; 

свободный край
53,282 10 м  , т. е. на 4,1, 14,4 и 19,7 %. Максимальные прогибы в трех первых слу-

чаях возникают в точке, где установлен шарнир, соединяющий вторую и третью балку, соответст-

венно, 5(4,31 4,5 5,14) 10  м   , и в середине системы балок со свободным краем – 56,07 10  м . 
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г 
 

Рис. 7. Функции прогибов и силы натяжения тросов для граничных условий слева:  
а – жесткой заделки; б – шарнирного опирания; в – скользящей заделки; г – свободного края 

 

Fig. 7. Functions of deflections and tension forces of cables for boundary conditions on the left:  
a – rigid sealing; b – hinged support; c – sliding sealing; d – free edge 
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Рис. 8. Функции углов поворота и силы натяжения тросов для граничных условий слева:  
а – жесткой заделки; б – шарнирного опирания; в – скользящей заделки; г – свободного края 

 

Fig. 8. Functions of rotation angles and cable tension force for boundary conditions on the left:  
a – rigid sealing; b – hinged support; c – sliding sealing; d – free edge 
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Рис. 9. Функции изгибающих моментов и силы натяжения тросов для граничных условий слева:  
а – жесткой заделки; б – шарнирного опирания; в – скользящей заделки; г – свободного края (Начало) 

 

Fig. 9. Functions of bending moments and tension forces of cables for boundary conditions on the left:  
a – rigid sealing; b – hinged support; c – sliding sealing; d – free edge (The beginning) 
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Рис. 9. Окончание 
 

Fig. 9. The ending 
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Рис. 10. Функции перерезывающих сил и силы натяжения тросов для граничных условий слева:  

а – жесткой заделки; б – шарнирного опирания; в – скользящей заделки; г – свободного края (Начало) 
 

Fig. 10. Functions of shearing forces and cable tension forces for boundary conditions on the left:  
a – rigid sealing; b – hinged support; c – sliding sealing; d – free edge (The beginning) 
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Таблица 2 
Силы натяжения тросов 

 

N1 N2 N3 N4 N5 N6 Номера 
строк 

Вид закрепле-
ния в точке А н н н н н н 

1 Заделка  –278,4 407,5 5,39 262,6 96,3 176,8 

2 
Шарнирно-
неподвижное 

–124,02 336,07 19,9 251,9 100,7 174,6 

3 
Скользящая 
заделка 

73,59 259,04 67,58 216,97 115,67 167,17 

4 
Свободный 

край 
158,19 133,63 158,19 158,19 133,63 158,19 

 
Таблица 3 

Реактивные силы и геометрические характеристики системы 
 

AM  AR  A  1  2    ( )v z  
Номера 
строк 

Вид закрепле-
ния в точке А н м  н 

510

рад 

510 р
ад 

510 р
ад 

510  м 510  м 

1 Заделка  –89,9 229,7 0 11,1 14,7 2,301 (6  м) 4,31v   

2 
Шарнирно-
неподвижное 

0 110,65 5,78 12,3 15,2 2,396 (6  м) 4,50v   

3 
Скользящая 
заделка 

–43,79 0 0 15,6 16,7 2,741 (6  м) 5,14v   

4 
Свободный 

край 
0 0 8,01 -20,1 20,1 3,282 (4,5  м) 6,07v   

 

Размерности физических величин прописаны согласно [17]. 
 
Заключение 
В задаче квадратичного программирования при различных базисных переменных, вводимых 

в функцию цели, существует единственный оптимальный план. Смена базиса не влияет на ре-
шение задачи. 

Анализ решения дискретных задач (с конечным числом точек на упругой линии балок) показал, 
что достаточны сетки от 12n   до 24n   точек. Различие по средневзвешенным прогибам 4,3 %.  

Модели систем трех балок при имитации невесомости в определенной степени эквиваленты. 
Любую из рассмотренных систем с представленными граничными условиями можно перевести 
в эквивалентную ей, изменив граничные силовые факторы. Например, если в модели с шарнир-
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ным опиранием задать момент или установить пружину с заданной жесткостью, получаем мо-
дель деформирования с жестким защемлением. Соответственно, требуется корректировать си-
лы натяжения тросов.  

Вид граничного условия в большей мере влияет на первую балку; силы натяжения тросов 
выравнивают деформированное и напряженное состояние. В последующих балках усилия на-
тяжения тросов практически не отличаются. 

При переходе от жесткого закрепления к шарнирному, далее от скользящей заделки к сво-
бодному краю жесткости систем уменьшаются. Среднеквадратичные прогибы увеличиваются. 

Имитирование невесомости системы с условием минимизации суммы квадратов прогибов 
может быть полезно при подготовке физических экспериментов. 

Возможно обобщение постановки задачи о регулировании напряженно-деформированного со-
стояния для систем подвешенных пластин-панелей; в шарнирных соединениях возможна уста-
новка пружин; усилия в тросах могут дополнительно распределяться с весовыми множителями.  
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Метод контроля усилия натяжения  
металлотрикотажного сетеполотна  

на крупногабаритных рефлекторах антенн 
 

Е. А. Грачева, Ф. К. Синьковский 

 
АО «Информационные спутниковые системы» имени академика М. Ф. Решетнёва» (АО «РЕШЕТНЁВ») 

Российская Федерация, 662970, г. Железногорск Красноярского края, ул. Ленина, 52 
*E-mail:grachevaea@iss-reshetnev.ru 

 
Приведены некоторые основные параметры сетеполотна, влияющие на радиоотражающие 

свойства рефлектора, и технология достижения этих параметров с помощью контроля усилия 
натяжения сетеполотна на различных этапах изготовления радиоотражающей поверхности реф-
лектора. Сделан краткий обзор существующих и применяемых на предприятии АО «РЕШЕТНЁВ» 
методов измерения и контроля усилия натяжения сетеполотна рефлекторов космических аппара-
тов и представлен анализ недостатков в результате их отработки. Предложен новый метод 
контроля усилия натяжения, основанный на локальном деформировании сетеполотна силой давле-
ния втягиваемого воздуха через его поверхность. Представлены результаты разработки и испы-
таний метода и прототипа устройства для контроля усилия натяжения сетеполотна. Целью ис-
следования являлось определение работоспособности устройства и возможности его дальнейшего 
применения для контроля натяжения сетеполотна на рабочих рефлекторах. 

Разработанный метод и прототип устройства, его реализующего, позволяют оперативно 
проводить контроль усилия натяжения сетеполотна при любом его пространственном положе-
нии.  

Предложены и проанализированы перспективы возможного использования метода в ракетно-
космической промышленности при изготовлении радиоотражающих поверхностей антенн косми-
ческих аппаратов. По результатам проведенного исследования установлена зависимость усилия 
натяжения сетеполотна от силы давления втягиваемого воздуха через сетеполотно. Выявлена 
необходимость в дальнейшей доработке разработанного устройства для повышения точности 
получения данных измерений. 

При успешном испытании доработанного устройства контроля усилия натяжения сетеполот-
на в лабораторных условиях, будут проведены дальнейшие испытания на стадии раскроя сетепо-
лотна и на сетеполотне в составе рефлектора. 

 
Ключевые слова: рефлектор, радиоотражающая поверхность, металлическое сетеполотно, 

усилие натяжения сетеполотна, коэффициент отражения. 
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Research of a method based on the local deformation of the metall mesh  
by the force of air drawn through its surface, for measuring and controlling 

the tension force of the metall mesh cavity on radio-reflecting reflectors 
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JSC Academician M. F. Reshetnev “Information Satellite Systems” (RESHETNEV JSC) 
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This article presents some of the main parameters of the netfold that affect the radio-reflective 

properties of the reflector and the technology for achieving these parameters by controlling the tension 
force of the netfold at various stages of manufacturing the radio-reflective surface of the reflector. The 
article also includes a brief overview of the existing and applied methods of measuring and controlling the 
tension force of the reticular reflectors of spacecraft at the RESHETNEV JSC enterprise and an analysis of 
their shortcomings as a result of their development is presented. A new method for monitoring and 
measuring the tension force is proposed, based on the local deformation of the mesh by the force of the 
pressure of the drawn air through its surface. The results of the development and testing of the method and 
prototype of a device for monitoring the tension force of the net are presented. The purpose of the study 
was to determine the operability of the device and the possibility of its further use to control the tension of 
the grid on working reflectors. 

The developed method and the prototype of the device that implements it, allow you to quickly monitor 
the tension force of the net pole at any of its spatial position.  

The prospects of possible use of the method in the rocket and space industry in the manufacture of 
radio-reflecting surfaces of spacecraft antennas are proposed and analyzed. According to the results of the 
conducted research, the dependence of the tension force of the mesh on the force of the pressure of the 
drawn air through the mesh is established. The need for further refinement of the developed device to 
improve the accuracy of obtaining measurement data has been identified. 

Upon successful testing of the modified device for measuring and controlling the tension force of the net in 
the laboratory, further tests will be carried out at the stage of cutting the net and on the net in the reflector. 

 
Keywords: reflector, radio-reflective surface, metal-mesh, metal-mesh tension force, reflection 

coefficient. 
 
Введение 
Создание принципиально новых трансформируемых антенн для космических аппаратов по-

требовало разработки сетеполотна с тактико-техническими показателями, обеспечивающими 
наибольший коэффициент отражения СВЧ-излучения при минимальном усилии растяжения, 
минимальной удельной массе и максимальной изотропности механических и радиотехнических 
свойств [1–3].  

К отражательной поверхности антенн космических систем связи предъявляются специфиче-
ские эксплуатационные требования, одним из которых является максимальная радиоотражаю-
щая способность при минимальных усилиях силового каркаса [4]. 

Проблема создания отражательной поверхности решена за счет разработки новых металло-
трикотажных сетеполотен из гальванически золоченой проволоки, которые наиболее полно от-
вечают заявленным требованиям по коэффициенту отражения  98 %. 

Необходимый коэффициент отражения антенны зависит, в том числе, от величины и равно-
мерности натяжения сетеполотна по всему диаметру апертуры рефлектора в рабочем положении. 

В данной статье рассматриваются применяемые на предприятии АО «РЕШЕТНЁВ» методы 
для измерения и контроля величины натяжения сетеполотна крупногабаритных трансформи-
руемых рефлекторов антенн, а также предложен новый метод контроля. 
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Формирование и контроль профиля поверхности радиоотражающих рефлекторов 
Для формирования радиоотражающей поверхности крупногабаритных рефлекторов исполь-

зуется вольфрамовое и молибденовое сетеполотно с золотым покрытием. 
Для обеспечения заданного коэффициента радиоотражения при раскрытии антенны необхо-

димо обеспечение определенного профиля радиоотражающей поверхности [5; 6].  
При создании профиля для исключения провисания сетеполотна между силовыми спицами, 

сетеполотно должно иметь натяжение, которое выбрано после проведения в АО «РЕШЕТНЁВ» 
комплекса испытаний в соответствии с табл. 1. 

 
Таблица 1  

Требуемая величина рабочего усилия натяжения сетеполотна 
для различных марок сетеполотен 

 

Марка сетеполотна Рабочее усилие натяжения, г/см 
СМеТ-ЗлВ15х2(А+А) 5 ± 1 
СМеТ-ЗлВ15х2(Т+С) 11 ± 1 
СМеТ-ЗлМо20х1(А+А) 2 ± 1 

 
Конструкторской документацией на трансформируемые рефлекторы и сетеполотно преду-

смотрен контроль усилия натяжения сетеполотна [7; 8]: 
– на стадии раскроя сетеполотна; 
– на объемном шаблоне при разметке сетеполотна; 
– в составе рефлектора на различных этапах изготовления. 
Количество точек контроля зависит от диаметра антенны и составляет от нескольких десят-

ков до нескольких сотен. 
 
Анализ методов измерения и контроля усилия натяжения для обеспечения радиоотра-

жающих параметров рефлектора 
На сегодняшний день в АО «РЕШЕТНЁВ» отработаны и применяются в производстве сле-

дующие методы измерения и контроля натяжения: 
– метод контроля усилия натяжения по плотности петель в сетеполотне, основанный на под-

счете петель по цифровым фотографиям на всех стадиях работы с сетеполотном [9–12]; 
– метод контроля усилия натяжения путем измерения глубины прогиба сетеполотна при 

воздействии физической силой на поверхность сетеполотна [13–15]. 
Так же был предложен и исследован метод резонанса. Метод основан на влиянии воздейст-

вия звуковых волн разной частоты на сетеполотно до момента, пока частота волны от внешнего 
источника не совпадет с собственной частотой свободных колебаний сетеполотна, что приведет 
к возникновению резонанса. Так, в зависимости от силы натяжения сетеполотна меняется и 
собственная частота свободных колебаний, что также изменяет и резонансные пики, возни-
кающие при совпадении с частотой звуковых волн от внешнего источника. Моменты возникно-
вения резонансных пиков фиксировались датчиками, расположенными на сетеполотне, а значе-
ния с датчиков выводились на мультиметр в милливольтах и были пропорциональны усилию 
натяжения, приложенному к сетеполотну [16].  

Анализ результатов исследования указанных методов показал, что устройство для измере-
ния глубины прогиба сетеполотна позволяет проводить контроль только на столе для раскроя 
сетеполотна и не приспособлено для контроля сетеполотна в составе рефлектора. 

Метод контроля усилия натяжения по плотности петель в сетеполотне не обеспечивает тре-
буемую точность контроля. Основная причина – необходимость постоянного обеспечения пер-
пендикулярного положения объектива фотокамеры относительно поверхности сетеполотна, что 
не является возможным из-за сферического расположения сетеполотна на рефлекторе. Кроме 
того, этот метод не обеспечивает оперативности измерения. 
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Метод, основанный на влиянии воздействия звуковых волн, применим только на стадиях 
раскроя и изготовления отдельных сегментов сетеполотна. Применение метода непосредствен-
но на рефлекторе не выполнимо по причине нетехнологичности. 

 
Метод, основанный на локальном деформировании сетеполотна силой давления втя-

гиваемого воздуха через его поверхность 
В связи с недостатками приведенных методов, предложен новый метод контроля усилия на-

тяжения сетеполотна, основанный на локальном деформировании сетеполотна силой давления 
втягиваемого воздуха через его поверхность. 

Принцип действия метода заключается в измерении силы давления втягиваемого воздуха, 
воздействующего на сетеполотно в момент достижения необходимого прогиба сетеполотном. 

Для подтверждения работоспособности метода проведены испытания на исследование влия-
ния усилия натяжения сетеполотна на силу давления втягиваемого воздуха через его поверх-
ность до достижения прогиба на сетеполотне. 

Для проведения исследования была собрана конструкция, имитирующая натяжение сетепо-
лотна на каркасе рефлектора. 

Схема конструкции приведена на рис. 1. В исследовании было использовано сетеполотно (1) 
размером 1717 см, жестко закреплённое на прямоугольной раме с двух перпендикулярных 
сторон (2). На две другие стороны равномерно подвешивались грузы (3), создавая равномерную 
растягивающую нагрузку на сетеполотно. Для чистоты эксперимента на сетеполотне была вы-
брана одна исследуемая область в центре сетеполотна (4), так как в ней максимально равно-
мерно распределено усилие натяжения. 

 

 
 

Рис. 1. Сетеполотно с равномерной распределенной нагрузкой: 
1 – сетеполотно; 2 – жесткое крепление; 3 – грузы; 4 – исследуемая область 

 

Fig. 1. Mesh with evenly distributed load: 
1 – mesh; 2 – rigid fastening; 3 – loads; 4 – research area 

 
Для проведения испытаний данного метода, был создан прототип устройства контроля уси-

лия натяжения. 
Принципиальная схема устройства показана на рис. 2. 
Принцип работы устройства заключается в следующем: крыльчатка вентилятора (1), распо-

ложенная внутри впускного патрубка (3) и установленная на электропривод (2), который под-
ключен к источнику питания (9) через блок управления вентилятором (7), создает обратный 
поток воздуха. Торцевой стороной впускного патрубка (3) касаются сетеполотна и с помощью 
ручки регулирующего потенциометра (8), расположенного на блоке управления вентилятором 
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(7), регулируют силу втягиваемого потока воздуха до момента возникновения на сетеполотне 
прогиба (11)  

 

 
 

Рис. 2. Схема устройства для контроля усилия натяжения:  
1 – крыльчатка вентилятора; 2 – электропривод вентилятора; 3 – впускной патрубок диаметром 10 мм;  

4 – контактная группа; 5 – цифровой дисплей; 6 – контрольный светодиод; 7 – блок управления вентилятором; 
8 – регулирующий потенциометр; 9 – источник питания; 10 – кольцевой контакт патрубка с полотном;  

11 – величина прогиба полотна 
 

Fig. 2. The scheme of the device for measuring and controlling the tension force: 
1 – fan impeller; 2 – electric fan drive; 3 – inlet pipe with a diameter of 10 mm; 4 – contact group;  

5 – digital display; 6 – control LED; 7 – fan control unit; 8 – regulating potentiometer; 9 – power supply;  
10 – annular contact of the pipe with the web; 11 – the deflection value of the metal mesh  

 
При достижении достаточной силы давления потока воздуха, происходит запитывание меж-

ду контактной группой (4) и сетеполотном. В момент запитывания загорается контрольный 
светодиод (6), что служит сигналом для снятия показаний с цифрового дисплея (5), который 
показывает напряжение на регулирующем потенциометре (8).  

Показания цифрового дисплея пропорциональны силе втягиваемого потока воздуха, воздей-
ствующего на сетеполотно. 

Таким образом, было проведено 5 испытаний для нагрузок 0, 50, 100, 150 и 200 г на сторону 
сетеполотна. В каждом испытании для подтверждения результатов и уменьшения погрешности 
проводилось по 3 измерения. 

Результаты зависимости силы втягиваемого потока воздуха от усилия натяжения сетеполот-
на приведены в табл. 2. 

 

Таблица 2 
Результаты зависимости силы втягиваемого потока воздуха от усилия натяжения сетеполотна 

 

Показания цифрового индика-
тора, мВ 

№ 
исп. 

Суммарная 
масса грузов на 
сторону (m), г 

Усилие натя-
жения на сто-
рону (σ), г/см 1 изм. 2 изм. 3 изм. 

Средние значения  
по всем измерениям, мВ 

1 0 0 459 460 465 461,3 
2 50 2,9 465 465 470 466,6 
3 100 5,8 470 471 473 471,3 
4 150 8,8 472 476 479 475,6 
5 200 11,7 475 479 481 478,3 

 
По результатам проведенного исследования установлена зависимость усилия натяжения се-

теполотна от силы втягиваемого потока воздуха через поверхность сетеполотна (рис. 3). 
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Рис. 3. Зависимость силы втягиваемого воздуха через поверхность сетеполотна 
от усилия натяжения, приложенного к сетеполотну 

 

Fig. 3. The dependence of the force of the drawn air through the metal mesh surface  
on the tension force applied to the metal mesh 

 
Как видно из графика зависимости, чем больше усилие натяжение приложено к сетеполотну, 

тем большую силу втягиваемого воздуха необходимо приложить, чтобы запитать контакт меж-
ду контактной группой и сетеполотном. 

 

Заключение 
По результатам проведенного исследования установлена зависимость усилия натяжения, при-

ложенного к сетеполотну, от силы втягиваемого воздуха, воздействующего на его поверхность. 
Необходимо отметить, что для использования данного метода необходимо провести на-

стройку устройства перед его эксплуатацией. Для этого проводится калибровка и тарировка 
устройства контроля усилия натяжения на эталонном образце сетеполотна для каждой марки 
сетеполотна. При этом составляется градуировочная таблица с зависимостью усилия натяжения 
от показаний цифрового индикатора для каждого значения усилия натяжения. 

Данный метод нуждается в проведении дополнительных исследований и доработке в части 
увеличения точности получения показаний с устройства и облегчения конструкции устройства, 
однако он имеет хорошие перспективы для дальнейшего внедрения в производство, так как в 
отличие от других методов позволяет измерять усилие натяжения сетеполотна на сферической 
поверхности, выдавая при этом конкретные цифровые значения. 
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В работе представлен подход к решению задачи проектирования сопла ракетного двигателя на 

твёрдом топливе (РДТТ) с использованием конструктивной особенности в виде вставной пластины 
из углепластика. Задачей проектирования является выбор оптимальных параметров формы и тол-
щины пластины, обеспечивающей требуемую несущую способность при минимальной массе. В про-
цессе проектирования проведен параметрический анализ сопла РДТТ со вставной пластиной из угле-
пластика. Варьируя толщиной пластины, подобрана оптимальная конструктивная схема, отвечаю-
щая заданным коэффициентам запаса прочности и устойчивости. Параметрический анализ встав-
ной пластины из композиционного материала включает в себя моделирование её основных весовых и 
прочностных параметров: анализ напряженно-деформированного состояния конструкции, значений 
собственных частот, определение запаса потери устойчивости, определение массы сопла РДТТ. 

Анализ несущей способности сопла РДТТ со вставной пластиной из композиционного материала 
проводился с помощью метода конечных элементов с использованием программного пакета Solid-
Works Simulation. 

При проведении параметрического анализа были рассмотрены два варианта сопла двигателя 
РДТТ: со вставной пластиной и без неё.  

По результатам параметрического анализа сопла РДТТ были определены его геометрические 
размеры и минимизирована масса конструкции. 

 

Ключевые слова: параметрический анализ, прочность сопла РДТТ, композиционный материал, 
напряженно-деформированное состояние, потеря устойчивости, конструирование сопла РДТТ. 
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The paper presents an approach to solving the problem of designing a solid propellant rocket en-

gine nozzle using a design feature in the form of a carbon fiber insert. The design task is to select  
the optimal parameters of the plate thickness (plate shape) that provide the necessary strength and 
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stability of the structure with a minimum weight. During the design process, a parametric analysis of a 
carbon fiber insert in the solid propellant rocket nozzle was carried out. By varying the thickness of 
the plate, an optimal design scheme is found that meets the given safety and stability factors. Paramet-
ric analysis of an insert plate made of CM includes modeling of the main weight and strength parame-
ters: determination of the stress-strain state of the structure, values of natural frequencies, determina-
tion of the buckling margin, determination of the mass of the solid propellant rocket motor nozzle. 

Analysis of the bearing capacity of the solid propellant rocket motor nozzle with an insert plate made of 
CM was carried out using the finite element method using the SolidWorks Simulation software package. 

During the parametric analysis, two variants of the solid propellant rocket engine nozzle with and 
without an insert plate were considered. 

According to the results of the parametric analysis of the solid propellant rocket nozzle, its geomet-
ric dimensions were determined and the mass of the structure was minimized. 

 
Keywords: parametric analysis, solid propellant rocket engine strength, composite material, oscil-

lation frequency, stress-strain state, buckling, solid propellant rocket nozzle design. 
 
Введение 
Известно, что за счёт применения композиционных материалов в конструкции ракетного 

двигателя на твердом топливе (РДТТ) масса металла за период с 1970 по 1998 гг. снижена более 
чем в 3 раза. Это было достигнуто как за счёт совершенствования конструкции материалоёмко-
го узла соединения сопла РДТТ с корпусом двигателя, так и за счет применения композицион-
ных материалов (композитов) с органическими наполнителями и матрицей. Технологические 
варианты намотки корпусов типа кокона с использованием в качестве наполнителя органиче-
ских высокопрочных волокон и в качестве матриц различных смол способствовали получению 
конструкции РДТТ с массовым совершенством на уровне 0,1. Однако дальнейшее повышение 
массового совершенства РДТТ за счёт совершенствования композитов на органической основе 
оказалось весьма проблематичным. 

Главным недостатком конструкций (прежде всего корпусов) РДТТ из органопластиков,  
а также композитов с металлическими компонентами является ограничение по допустимой (ра-
бочей) температуре их эксплуатации. Например, рабочая температура органопластиков состав-
ляет всего 400–430 К. Для обеспечения прочности такой конструкции требуется наличие мощ-
ной теплозащиты. Поэтому усилия в области материаловедения по дальнейшему повышению 
прочности органоволокна на практике незначительно способствуют повышению массового со-
вершенства двигателя по сравнению с возможностью расширения диапазона рабочей темпера-
туры. В этой связи поистине уникальные возможности заложены в углеродных и углеродоке-
рамических материалах. Рабочая температура для них с одновременным повышением прочно-
сти составляет 3100–3300 К, что указывает на перспективы создания легких неохлаждаемых 
корпусов РДТТ. Однако абсолютные значения прочности таких материалов пока намного 
меньше прочности органопластиков вследствие относительно низких уровней прочности кар-
бонизованных, керамических или графитированных матриц. Кроме того, такие композиты об-
ладают в сравнении с органопластиками более низкими характеристиками газопроницаемости. 
Правда, допускается устранение последнего с помощью различных конструкторско-
технологических способов. На современном этапе развития новых композитов их применение  
в РДТТ связано, главным образом, с созданием конструкций сопловых блоков, теплозащиты 
корпуса, устройств управления вектором тяги. 

Сопловые блоки РДТТ за сравнительно короткий период времени претерпели существенное 
изменение формы, компоновочной схемы, размеров и состава материалов. Дальнейшее разви-
тие конструкций сопловых блоков определяется тенденциями изменений условий эксплуатации 
РДТТ, совершенствования конструктивных форм и, главным образом, обеспечения новыми ма-
териалами. Изменения условий эксплуатации сопловых блоков РДТТ связано с использованием 
новых высокоэнергетических твёрдых топлив с повышенными удельным импульсом тяги и 
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температурой в камере сгорания. Создаются лёгкие конструкции сопел из новых материалов  
с высоким уровнем массового совершенства и высокими показателями надёжности. 

Современные РДТТ работают на смесевых металлизированных топливах с высоким содер-
жанием металлов при давлении в камере сгорания порядка 10,0 МПа и температуре до 3800 К. 
Условия применения баллистических ракет с РДТТ потребовали от конструкций сопловых бло-
ков обеспечения условий функционирования при воздействии излучения ядерного взрыва, 
стойкости к климатическим факторам и транспортным нагрузкам, обусловленным мобильно-
стью современных ракетных комплексов. 

Повышенные требования к конструкции сопловых блоков вызваны также тенденцией уве-
личения сроков эксплуатации современных ракет, в течение которых требуется гарантировать 
сохранность свойств материалов и деталей. Противоречивость требований повышения энерге-
тических показателей РДТТ и массового совершенства при требуемом уровне надёжности мо-
жет быть разрешима, в первую очередь, за счёт создания новых материалов.  

Изменение конструктивных форм сопловых блоков связано с тенденциями разработки и со-
вершенствования сопел, частично утопленных в камеру сгорания, сопел на гибком подвесе, 
систем вдува продуктов сгорания в закритическую часть сопла для управления вектором тяги, 
секционированных, раздвижных и складных насадок. При этом масса соплового блока остается 
на уровне 30–45 % от массы корпуса и пути технического совершенства конструкции опреде-
ляются практически только применением более эффективных материалов [1–3]. 

Таким образом, повышение эксплуатационных характеристик сопловых блоков РДТТ и 
улучшение их конструктивных форм невозможны без применения новых материалов, так как 
технические пути совершенствования основных функциональных частей сопловых блоков со-
временных РДТТ во многом исчерпаны. Разработка новых топлив и конструкторские решения 
опережают современные возможности конструкционных и теплозащитных материалов. 

Актуальность исследования обоснована необходимостью анализа возможности эксплуата-
ции ракетных сопел РДТТ, изготовленных из композиционных материалов и применения кон-
струкций сопла в комбинации «металл-композит». 

 

Постановка задачи 
Основной частью сопла, определяющей энергетические характеристики РДТТ, является зона 

критического сечения. Она же характеризует и массовое совершенство как собственно зоны 
критического сечения, так и зоны входной части сопла. 

Выходная часть сопла является не менее важной для обеспечения энергетических характери-
стик двигателей и его массового совершенства, особенно это справедливо для высотных РДТТ 
(применяемых на второй и третьей ступенях ракет) с большой степенью расширения сопла. 

Входная часть сопла формирует профиль течения потока и подвержена конвективному и ра-
диационному тепловому воздействию продуктов сгорания топлива; здесь наилучшим образом 
зарекомендовали себя стекло- и углепластики. 

Зона критического сечения испытывает интенсивный конвективный нагрев и механические 
нагрузки. Лучше всего в этой зоне зарекомендовали себя тугоплавкие металлы (вольфрам,  
молибден) и сплавы на их основе, а также некоторые марки графитов. 

Выходная часть сопла подвержена конвективному тепловому воздействию и значительным 
механическим нагрузкам. В этой зоне сопла наилучшим образом зарекомендовали себя стекло- 
и углепластики, подкрепленные металлической обечайкой, и конструкции из молибдена, нио-
бия, титана и сплавов на их основе. 

Перспективным целям развития РДТТ отвечают углеродные материалы, которые представ-
ляют новый класс материалов разного назначения, отличающихся от известных до сих пор ма-
териалов специфическими особенностями и уникальностью. Обоснованное применение угле-
родных материалов в конструкциях РДТТ и других двигателей требует ясного представления  
о свойствах, технологии получения и методах исследования и прогнозирования работоспособ-
ности этих материалов. 
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Углеродные материалы имеют следующие общие положительные свойства: 
– высокую тепловую эрозионную стойкость, стойкость к термическим ударам, уникальную 

прочность, увеличивающуюся при нагреве в 2–2,5 раза по сравнению с комнатной температу-
рой, малую плотность и высокие удельные физико-механические характеристики; 

– возможность направленно изменять свойства путём изменения исходных компонентов  
и параметров процесса получения, использования оптимальных схем армирования; 

– возможность использования практически в любом месте проточного тракта сопла и в дета-
лях силовой схемы конструкции двигателя; 

– возможность сочетать уникальные теплозащитные свойства при контакте с самыми разно-
образными материалами, применяемость почти всех видов механической обработки; 

– высокую сохранность свойств при длительном хранении в различных климатических ус-
ловиях и контакте с различными средами, стойкость в условиях радиации, высокую биологиче-
скую стойкость. 

Анизотропия углеродных материалов является ещё одним средством рационального проек-
тирования элементов конструкции двигателей. Изменяя ориентацию наполнителей, можно по-
лучить материал с оптимальной анизотропией, специально подобранной для любого напряжен-
но-деформированного состояния конструктивного элемента. 

Задачей исследования является конструирование сопла РДТТ из титанового сплава со встав-
ной пластиной из композиционного материала (КМ) и анализ его несущей способности [4–15]. 
В процессе исследования были поставлены следующие задачи: 

1) подобрать толщину стенки сопла, соответствующую оптимальному коэффициенту запаса 
прочности; 

2) сконструировать составное сопло РДТТ с вкладышем из КМ; 
3) подобрать толщину стенки составного сопла и вставной пластины из КМ, обеспечиваю-

щих несущую способность сопла. 
Разработанная конструкция сопла может быть использована при проектировании ракет  

с РДТТ [8].  
 

Расчетная модель сопла РДТТ 
Для проведения сравнительного анализа было взято два сопла РДТТ. Первое сопло – клас-

сическое сопло твёрдотопливной многоступенчатой ракеты с толщиной стенки 30 мм без ис-
пользования композиционного материала (рис. 1), второе – с использованием вкладной пласти-
ны из углепластика с толщиной стенки сопла 20 мм и толщиной пластины 10 мм (рис. 2).   
 

 
 

Рис. 1. Сопло РДТТ 
 

Fig. 1. Solid propellant nozzle 

Рис. 2. Сопло РДТТ со вставной пластиной  
из углепластика  

 

Fig. 2. Solid propellant rocket motor nozzle  
with CFRP insert 
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Для представленных конструкций сопел был проведен статический анализ в пакете Solid-
works Simulation. Характеристики используемых материалов взяты из библиотеки материалов 
Solidworks materials применительно к инновационному композиционному материалу аристид 
[16], сохраняющему свои прочностные свойства при нагреве до 1300о (табл. 1). 

 

Таблица 1 
Характеристики материалов для статического расчета сопла 

 

 Сопло РДТТ Вставная пластина  

Название материала 
Титановый сплав Ti-8Mn  

отожженный лист 
Углепластик m55j  

(аристид) 
Модуль упругости, ГПа 115 240 
Коэффициент Пуассона 0,33 0,127 
Массовая плотность, кг/м3 4730 1910 
Предел прочности при растяжении, МПа 1070 3027 
Предел текучести, МПа 930 2050 

 
В качестве критерия максимального напря-

жения был взят критерий vonMises. Закрепле-
ние задано с помощью фиксированной геомет-
рии по контуру грани сопла со стороны, со-
единяющейся с обечайкой корпуса двигателя.  

Для исследуемой конструкции РДТТ (см. 
рис. 1) [14] была составлена формула распре-
деления давления внутри сопла (1), согласно 
графику распределения давления (рис. 3).    

 

P = α1 x2  + α2 x + α3,                  (1) 
 

где α1, α2, α3 – коэффициенты, полученные 
экспериментальным путем.  

Для случая давления на входе в сопло  
Рвх = 12 МПа, давления в критической части 
сопла Ркр = 6 МПа и давления на срезе сопла 
Рa = 1 МПа (рис. 3) формула (1) примет вид (2) 

 

P = 5,205 * 10–5x2 – 0,04x + 6.            (2) 
 

Используя уравнение (2), приложим нагрузки к соплу. Распределение нагрузок и граничные 
условия для расчетной модели показаны на рис. 4, где зелеными (внешними) стрелками обо-
значены закрепления, красными (внутренними) – приложенные нагрузки. 

 

 
 

Рис. 4. Распределение нагрузок в сопле 
 

Fig. 4. Distribution of loads in the nozzle 

 
Рис. 3. Распределение давления в сопле РДТТ:  
Р – давление; L – длина исследуемой зоны 

 

Fig. 3. Pressure distribution in the solid propellant 
rocket engine nozzle:  

Р – pressure; L – length of the investigated zone 



 
 
 

Раздел 2. Авиационная и ракетно-космическая техника 
 

 515

Расчет на прочность при статическом нагружении 
Проведём исследования для различных толщин стенки сопла из титанового сплава без исполь-

зования вставной пластины из КМ. Толщина стенки сопла варьировалась от 15 до 30 мм. Для 
примера на рис. 5–8 приведены эпюры напряжений и запаса прочности для толщин 15 и 30 мм  
 

 
 

 

Рис. 5. Эпюра распределения напряжений  
в сопле t = 15 мм 

 

Fig. 5. Diagram of stress distribution  
in the nozzle t = 15 mm 

 

Рис. 6. Эпюра распределения напряжений  
в сопле t = 30 мм 

 

Fig. 6. Diagram of stress distribution  
in the nozzle t = 30 mm 

 
На рис. 5 и 6 представлены эпюры распределения напряжений в сопле для различной тол-

щины стенок. Предел текучести материала Ti-8Mn из библиотеки материалов Solidworks mate-
rials равен σт = 9,308*10^8 N/m^2.  

Максимальные напряжения в сопле толщиной 15 мм составляют 2,32*10^9N/m^2 (рис. 5), 
что превышает предел текучести выбранного титанового сплава и не обеспечивает несущую 
способность сопла. Для сопла с толщиной стенки 30 мм напряжения составили 7,841*10^8 
N/m^2 (рис. 6), что обеспечивает необходимый запас прочности. 

В месте действия максимальных напряжений, коэффициент запаса прочности для сопла  
t = 15 мм равняется 0,4 (рис. 7), а для сопла t = 30 равняется 1,187 (рис. 8). 
 

  
 

Рис. 7. Коэффициент запаса прочности  
в сопле t = 15 мм 

 

Fig. 7. Safety factor in the nozzle t = 15 mm 

 

Рис. 8. Коэффициент запаса прочности 
в сопле t = 30 мм 

 

Fig. 8. Safety factor in the nozzle t = 30 mm 
 

Расчет на прочность сопла РДТТ с вкладышем из композиционного материала 
Для уменьшения массы сопла РДТТ и увеличения его прочностных характеристик будем 

использовать вставную пластину из углепластика в критическом сечении сопла (рис. 9).  



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 24, № 3 
 

 516

Проведем расчеты сконструирован- 
ного сопла с толщиной стенки из титано-
вого сплава tti = 20 мм и толщиной встав-
ной пластины из углепластика (tкм) от 7,5 
до 15 мм. Эпюра распределения напряже-
ний для сконструированного сопла пред-
ставлена на рис. 10, 11. 

Коэффициент запаса прочности (kз) 
при этом составил 0,9964 и 1,143 для со-
пловых вкладышей различной толщины 
(рис. 12, 13). Полученный результаты ис-
следования приведены в табл. 2.  

 
 
 
 
 

  
 

Рис. 10. Эпюра распределения напряжения  
в сопле tti = 20 мм; tкм = 7,5 мм 

 

Fig. 10. Diagram of stress distribution  
in the nozzle tti = 20 mm; tкм = 7.5 mm 

 

Рис. 11. Эпюра распределения напряжения  
в сопле tti = 20 мм; tкм = 17,5 мм 

 

Fig. 11. Diagram of stress distribution  
in the nozzle tti = 20 mm; tкм = 17.5 mm 

 
Таблица 2  

Результаты расчетов сопла из титана со вставной пластиной  
из композиционного материала 

 

Материал Коэффициент запаса прочности 

Титановый сплав 
Ti-8Mn t стенки 

Углепластик m55j 
(аристид) t стенки 

Титановый сплав 
Ti-8Mn 

Углепластик m55j 
(аристид) 

Масса (кг) 

20 7,5 0,9964 1,9 310,272 

20 10 1,078 1,90 318,414 

20 12,5 1,143 2 326,384 

20 15 1,141 2 334,353 

 
Из проведенных расчетов следует, что обеспечивающая требуемую несущую способность 

конструкция сопла РДТТ, выполненная из титанового сплава в сочетании с углепластиком, 
имеет толщину стенки титанового сплава равную 20 мм, толщину стенки углепластика – 10,75 
мм. Использование предложенной комбинированной конструкции сопла с композитной встав-
кой позволило снизить общую массу сопла на 30–32 % (табл. 3).  

 

 
 

Рис. 9. Вставная пластина из композиционного материала 
 

Fig. 9. Insertion plate made of composite material 
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Рис. 12. Коэффициент запаса прочности  
в сопле tti = 20 мм; tкм = 7,5 мм 

 

Fig. 12. Safety factor  
in the nozzle tti  = 20 mm; tкм= 7.5 mm 

 

Рис. 13. Коэффициент запаса прочности  
в сопле tti = 20 мм; tкм = 17,5 мм 

 

Fig. 13. Safety factor  
in the nozzle tti = 20 mm; tкм = 17.5 mm 

 
Таблица 3  

Анализ массы сопла 
 

Комбинация материалов Масса конструкции, кг 

Титановый сплав 468,214 

Титановый сплав + Углепластик высокопрочный 329,645 

 
Частотный анализ сопла РДТТ 
Анализ собственных форм и частот колебаний позволяет оценить поведение предлагаемой 

конструкции сопла РДТТ при динамическом нагружении в процессе его работы. Для этого был 
проведен анализ первых трех форм собственных частот колебаний. Для проведения модального 
анализа была рассмотрена модель сопла РДТТ со вставной пластиной из углепластика, предло-
женная ранее. Нагрузки и граничные условия для расчета взяты те же, что и при статическом 
анализе.  

Значение собственной частоты для первой формы колебаний составило 123,2 Гц. Эпюра 
приведена на рис. 14. 

 

 
 

Рис. 14. Амплитуда первой формы колебаний 
 

Fig. 14. Amplitude of the first waveform 
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Заключение 
По результатам исследования было предложено сопло РДТТ, состоящее из комбинации ма-

териалов титановый сплав Ti-8Mn + углепластик m55j (аристид), определены его геометриче-
ские размеры. Предложенное сопло, по результатам расчетов, обеспечивает необходимый ко-
эффициент запаса прочности и снижение массы на 30–32 % по сравнению с цельным соплом из 
титанового сплава. Для предложенного сопла проведен модальный анализ. 
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В данной статье представлен анализ возможности применения альтернативного метода от-

работки на механические воздействия конструкции малого космического аппарата дистанционно-
го зондирования Земли, имеющего изделие-аналог, прошедший полный цикл наземной эксперимен-
тальной отработки. Однако, несмотря на схожую силовую схему и максимальное заимствование 
бортовой аппаратуры с минимальными доработками, планируемый к отработке космический ап-
парат имеет ряд существенных отличий. Рассмотрено применение основных альтернативных 
методов в зарубежной и отечественной практике при наземной экспериментальной отработке 
космической техники, описаны их преимущества и недостатки. Приведены некоторые рекоменда-
ции принятия решений об отказе от применения традиционных методов наземной эксперимен-
тальной отработки космической техники на механические воздействия. 

Анализ принятой в отечественной отрасли нормативно-технической документации в части 
уточнения перечня отработочных испытаний космических аппаратов, допущений применения рас-
четно-экспериментального метода к отработке динамической (вибрационной) прочности и анализ 
конструкции планируемого к отработке космического аппарата в сравнении с изделием-аналогом 
показал, что наиболее предпочтительным для отработки динамической (вибрационной) прочности 
является метод «протоквалификации». В соответствии с выбранным методом были определены 
задачи, которые позволят уточнить перечень отработочных испытаний объекта исследования. 

 

Ключевые слова: вибрационная прочность, динамические испытания, наземная эксперименталь-
ная отработка, протоквалификация. 
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This article presents an analysis of the possibility of applying an alternative approach to testing the 

mechanical effects of the design of a small spacecraft for remote sensing of the Earth, which has an analog 
product that has passed a full cycle of ground experimental testing. However, despite the similar power 
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scheme and the maximum borrowing of onboard equipment with minimal modifications, the spacecraft 
planned for testing has a number of significant differences. The application of the main alternative 
strategies in foreign and domestic practice in the ground-based experimental development of space 
technology is considered, their advantages and disadvantages are described. Some criteria for decision-
making on the rejection of the use of traditional methods of ground-based experimental testing of space 
technology for mechanical effects are given. 

The analysis of the normative and technical documentation adopted in the domestic industry in terms of 
clarifying the list of development tests of spacecraft, the assumptions of applying the computational and 
experimental method to the development of dynamic (vibration) strength and the analysis of the design of 
the spacecraft planned for testing in comparison with an analog product showed that the most preferred 
method of testing dynamic (vibration) strength is the strategy “protocol qualifications”. In accordance 
with the chosen strategy, a list of tasks was defined that will clarify the nomenclature of the development 
tests of the research object. 

 
Keywords: vibration strength, dynamic testing, in the ground experimental development, 

protoqualification. 
 
Введение 
Одним из основных этапов жизненного цикла космического аппарата (КА) является его на-

земная экспериментальная отработка, и, как правило, это весьма затратный по стоимости и 
продолжительный по времени этап. 

При традиционном подходе к отработке динамической (вибрационной) прочности образцы 
конструкции, прошедшие зачетные испытания, не допускаются к летной эксплуатации. Однако 
в зарубежной практике используются альтернативные подходы, которые позволяют уменьшить 
перечень используемых образцов при отработочных испытаниях, – методы испытаний, которые 
в отдельности или совокупности с другими методами могут использоваться при отработке.  
При этом признается, что применение альтернативных методов ведет к большему риску по 
сравнению со стандартной процедурой, регламентированной действующей в отрасли норма-
тивной документацией, когда летный образец проходит приемочные испытания, а квалифика-
ционные запасы продемонстрированы на отдельном, соответствующем типу испытаний образ-
це при зачетных испытаниях. Повышение риска при таких методах отработки может быть ком-
пенсировано более тщательным проведением конструкторско-доводочных испытаний (КДИ), 
увеличением проектных коэффициентов безопасности [1]. 

 
Методы отработки 
В зарубежной практике, согласно [1–12], применяются следующие основные альтернатив-

ные методы экспериментальной отработки (необходимо отметить, что данные методы могут 
использоваться на различных уровнях комплектации, включая различные их комбинации  
на уровнях комплектации: КА в целом, его подсистемы или оборудование): 

1) метод резервирования – опытный образец (макет, соответствующий виду отработки), 
прошедший зачетные испытания, может быть допущен к летной эксплуатации при условии ми-
нимизации риска за счет проведения (при необходимости) ремонтно-восстановительных работ, 
замены габаритно-массовых макетов оборудования на штатные и при условии успешного про-
хождения опытным образцом приемочных испытаний; 

2) метод без зачетных испытаний – летные образцы подвергаются приемочным испытаниям 
на повышенные уровни воздействия (но ниже квалификационных уровней воздействия), при 
этом имеется риск того, что оставшийся ресурс конструкции может быть недостаточен (так как 
отсутствует демонстрация квалификационных запасов); 

3) метод «протоквалификации» – первое летное изделие подвергается зачетным испытаниям 
с некоторыми изменениями (используются смягченные уровни нагружения с расчетным сопро-
вождением анализа нагружения и прочности конструкции изделия). Приемка прошедших  
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испытания типа «протофлайт» компонентов проводится по результатам анализа фактически 
израсходованного ресурса, что позволяет определить необходимость восстановительных работ. 

Несмотря на то, что критерии принятия решения об отказе от испытаний в зарубежной прак-
тике, как правило, не являются определенными и фиксированными и решения принимаются на 
основе детального анализа, в котором могут использоваться повышенные коэффициенты безо-
пасности, все же существуют определенные рекомендации [1]: 

– простота конструкторских решений (например, статическая определимость, геометриче-
ская неизменяемость), распределение и передача нагрузок на подконструкции простые и пред-
сказуемые. Все возможные комбинации нагрузок полностью промоделированы и проанализи-
рованы для всех случаев предполагаемой эксплуатации исследуемого объекта; 

– конструкция аналогична в части общей конфигурации, конструктивных особенностей и 
комбинаций нагрузок ранее успешно испытанной конструкции изделия-аналога при условии 
подтверждения результатов расчетов измерениями; 

– были проведены успешные КДИ или испытания отдельных элементов, которые считаются 
затруднительными для анализа, при этом результаты испытаний и расчетов хорошо коррели-
руют между собой. 

Альтернативные методы отработки прочности также применяются в отечественной практи-
ке. Так, например, В. Д. Куреев, С. В. Павлов, Ю. А. Соколов (НИИ им А. А. Максимова, фили-
ал ФГУП им. М. В. Хруничева) в своей статье описывали перспективную схему применения 
протолетного подхода при наземной экспериментальной отработке наноспутников [13]. В рабо-
те В. И. Копытова и С. А. Орлова (ОАО «Информационные спутниковые системы» имени ака-
демика М. Ф. Решетнева») рассматривался порядок формирования режимов протолетных ис-
пытаний [14]. И. И. Зимин и др. в статье о принципах построения унифицированной космиче-
ской платформы предлагают проводить полный цикл наземной отработки для субмодулей уни-
фицированной платформы, а для последующих платформ объем отработки сократить до мини-
мально необходимого [15]. 

 
Анализ и выбор метода отработки 
Согласно требованиям, действующим в отрасли НТД, наземным испытаниям подвергаются 

все вновь создаваемые, модернизируемые КА, а также КА, для которых принципиально изме-
нены условия функционирования, при этом перечень конкретных видов отработочных испыта-
ний включает в себя проведение динамических (вибропрочностных) испытаний. Однако суще-
ствует возможность уточнения (определения) перечня конкретных видов отработочных испы-
таний, включаемых в комплексную программу экспериментальной отработки. 

Отработка вибрационной прочности включает в себя расчетную и экспериментальную отра-
ботку. Анализ требований стандартов вибрационной отработки показал, что, не смотря на со-
вершенствование методов аналитической отработки прочности с применением подтвердивших 
свою надежность программных комплексов (Nastran, Ansys и др.), принятым за основу крите-
рием, подтверждающим расчет, является его экспериментальная проверка, а в некоторых слу-
чаях нагружения (ударная нагрузка, вибрационное нагружение) допускается осуществлять ис-
ключительно с экспериментальной проверкой. Однако в ряде случаев те же стандарты регла-
ментируют допущения, позволяющие уточнить перечень отработочных испытаний КА при вы-
полнении определенных условий: 

– наличие изделий-аналогов, на которых проведены необходимые отработочные испытания КА; 
– коррекция расчетного анализа нагружения и прочности по результатам эксперимента; 
– полный объем проведенной автономной отработки составных частей КА; 
– выполнение требований норм прочности по результатам уточненного расчета конструкции КА; 
– двойной запас прочности по измененным по сравнению с изделием-аналогом элементам 

конструкции, но с неизменной силовой схемой, материалами, технологиями изготовления, ди-
намическими характеристиками и т. п. 
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Конструкция и компоновка МКА ДЗЗ в отличии от МКА «Аист-2Д» [16], несмотря на схо-
жую силовую схему и максимальное заимствование бортовой аппаратуры с минимальными до-
работками, имеет ряд принципиальных отличий: 

– на МКА ДЗЗ добавлен еще один комплект целевой аппаратуры обеспечения режима сте-
реосъемки; 

– проведена существенная переработка схемы установки целевой аппаратуры с применени-
ем шарнирного закрепления к силовой платформе аппарата; 

– добавлена в состав МКА ДЗЗ двигательная установка для поддержания параметров орбиты 
в течение всего срока существования на рабочей орбите. 

Изменение состава целевой и обеспечивающей аппаратуры, а, следовательно, и изменение 
мест установки приборов под измененный состав целевой и обеспечивающей аппаратуры при-
водит к изменению массово-центровочных и жесткостных характеристик МКА ДЗЗ по сравне-
нию с МКА «Аист-2Д». 

При приведенных выше различиях от изделия-аналога в соответствии с нормативно-
технической документацией, принятой в отрасли, допущение применения расчетно-
экспериментального метода к отработке динамической (вибрационной) прочности МКА требу-
ет разработки согласованного с заказчиком и головным институтом решения, в котором необ-
ходимо определить метод подтверждения динамической (вибрационной) прочности изделия, 
указать порядок работ и уточнения номенклатуры отработочных испытаний МКА в сборе. 

Анализ различных методов экспериментальной отработки в странах ЕС и США показывает, 
что наиболее целесообразным является применение метода «Протоквалификации», который 
потенциально позволит уменьшить риск недостаточного ресурса после испытаний (по сравне-
нию с методом без зачетных испытаний), а также потенциально минимизировать объем ре-
монтно-восстановительных работ (по сравнению с методом резервирования). 

Подтверждение целей и решения задач отработки динамической (вибрационной) прочности 
МКА ДЗЗ может быть выполнено с помощью разработанного расчетно-экспериментального 
метода. При реализации расчетно-экспериментального метода будут выполнены следующие 
работы, которые позволят уточнить перечень отработочных испытаний МКА ДЗЗ: 

– автономные испытания компонентов КА (КДИ); 
– анализ нагрузок и прочности по конечно-элементной модели (КЭМ) МКА ДЗЗ (в соответ-

ствии с условиями эксплуатации), разработанной на основании проектно-конструкторской до-
кументации и результатов наземной экспериментальной отработки по прочности изделия-
аналога МКА «Аист-2Д»; 

– разработка рекомендаций по установке датчико-преобразующей аппаратуры для контроля 
нагружения летного образца при его протоквалификационных динамических (вибропрочност-
ных) испытаниях; 

– определение режимов протоквалификационного нагружения летного образца МКА ДЗЗ; 
– проведение протоквалификационных динамических (вибропрочностных) испытаний лет-

ного образца МКА ДЗЗ; 
– коррекция расчетной КЭМ МКА ДЗЗ, создание высокоточной КЭМ МКА ДЗЗ, расчет на-

грузок и прочности по откорректированной высокоточной КЭМ; 
– определение объема и проведение ремонтно-восстановительных работ (при необходимо-

сти); 
– разработка заключения о прочности МКА ДЗЗ и допуска его к летным испытаниям в части 

прочности. 
 
Заключение 
В результате анализа НТД, принятой в отрасли, а также анализа отличий планируемой к от-

работке на механические воздействия конструкции КА от изделия-аналога, успешно прошед-
шего полный цикл наземной экспериментальной отработки, был разработан метод расчетно-
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экспериментальной отработки динамической (вибрационной) прочности МКА ДЗЗ, основан-
ный на применяемом в зарубежной практике методе «протоквалификации». 

С целью возможности применения альтернативного метода при отработке МКА ДЗЗ требу-
ется разработка рекомендаций к расчетным работам, которые могут быть представлены как де-
монстрация проведения расчетных работ с их коррекцией по результатам испытаний на прото-
квалификационные уровни нагружения, подтверждения достаточности ресурса конструкции 
после проведения протоквалификационных испытаний летного образца МКА ДЗЗ с определе-
нием критериев, по которым в дальнейшем могут быть осуществлены ремонтно-
восстановительные работы (при необходимости). 
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Целью исследования является формирование подхода к моделированию операций орбитальной 

сборки реконфигурируемого космического аппарата (РКА) на геостационарной орбите. Реконфи-
гурируемые космические аппараты представляют собой совокупность модульных космических ап-
паратов (МКА), где, в частном случае, на один МКА могут быть возложены функции модуля слу-
жебных систем (МСС), а на второй – функции модуля полезной нагрузки (МПН). Для обеспечения 
сборки РКА либо замены какого-то МКА, например, в случае его отказа, на новый, необходимо 
обеспечить решение задачи сближения МКА с РКА. 

В статье проведен анализ и исследование работы системы управления движением МКА во вре-
мя выполнения сближения МКА с РКА. Сформирован перечень необходимых математических мо-
делей для осуществления операций при решении задачи сближения МКА с РКА, а также представ-
лена структурная схема взаимодействия математических моделей. В работе представлено крат-
кое описание математического аппарата, позволяющего осуществить моделирование операций 
сближения МКА с РКА. Данный математический аппарат включает в себя модель орбитального 
движения МКА и РКА, модели углового движения МКА и РКА, чувствительных элементов и испол-
нительных органов. 

В данной работе математическое моделирование операций сближения МКА с РКА рассматри-
вается как предмет исследования. Объектом исследования является система управления движени-
ем МКА, обеспечивающая реализацию сближения РКА на геостационарной орбите.  

 
Ключевые слова: орбитальная сборка, реконфигурируемые космические аппараты, модульные 

космические аппараты, система управления движением.  
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The aim of the study is to form an approach to modeling the operations of the orbital assembly of a 
reconfigurable spacecraft (RS) in geostationary orbit. Reconfigurable spacecraft are a set of modular 
spacecraft (MS), where, in a particular case, one MS can be assigned the functions of the service systems 
module (MSS), and the second - the functions of the payload module (MPN). To ensure the assembly of the 
RC, or the replacement of some MC, for example, in case of its failure with a new one, it is necessary to 
provide a solution to the problem of bringing the MS with the RS.  

The article analyzes and studies the operation of the motion control system of the MS during the 
convergence of the MS with the RS. A list of necessary mathematical models for performing operations in 
solving the problem of convergence of the MS with the RS is formed, and a block diagram of the interaction 
of mathematical models is presented. The paper presents a brief description of the mathematical apparatus 
that allows modeling the operations of convergence of the MS with the RS. This mathematical apparatus 
includes: a model of the orbital motion of the MS and the RS, models of the angular motion of the MS and 
the RS, sensitive elements and executive bodies.  

In this paper, the mathematical modeling of the MS with the RS convergence operations is considered 
as the subject of research. The object of the study is the motion control system of the MS, which ensures the 
implementation of the approach of the RS in geostationary orbit. 

 
Keywords: orbital assembly, reconfigurable spacecraft, modular spacecraft, motion control system. 
 
Введение 
Выполняемый с помощью космических аппаратов объем задач постепенно возрастает, уве-

личивается и востребованность космических технологий как в гражданской, так и в военной 
сфере. Как следствие, с увеличением числа заказчиков, готовых платить, ряд космических об-
ластей уже сейчас становятся рентабельными [1]. 

Еще большие возможности, в том числе и в коммерческом смысле, обещают проекты, тре-
бующие нахождения на геостационарной орбите сложных, крупногабаритных и массивных 
конструкций, таких как солнечные и атомные энергостанции, антенны космической связи и ра-
диотелескопы, тяжелые межпланетные корабли и т. д. Однако массогабаритные характеристики 
выводимых полезных нагрузок ограничены возможностями ракет-носителей.  

Выходом из сложившейся ситуации является создание на орбите реконфигурируемых кос-
мических аппаратов (РКА), состоящих из нескольких модульных космических аппаратов 
(МКА). Каждый МКА имеет свою конструкцию и отвечает за выполнение одной или несколь-
ких целевых функций, например, рефлектор, топливные баки, модули служебных систем, мо-
дули полезной нагрузки и т. д. 

Одной из ключевых служебных систем МКА, обеспечивающих создание орбитальной сбор-
ки РКА, является система управления угловым и орбитальным движением (СУУОД) или, по 
другой терминологии, система управления движением (СУД). Облик СУД и ее возможности 
определяют облик каждого отдельного МКА, однако для того, чтобы определить проектный 
облик СУД и сформировать технические требования к системе, необходимо понимать основ-
ные принципы функционирования и управления МКА на геостационарной орбите при выпол-
нении целевой задачи. Одним из путей получения информации о физических процессах, проте-
кающих в ходе орбитальной сборки, является проведение математического моделирования,  
а также важно формирование подхода к проведению данного моделирования [2]. 

 
Анализ и исследование работы СУД МКА во время выполнения орбитальной сборки 

РКА из нескольких МКА  
Орбитальное функционирование МКА условно можно разделить на несколько этапов  

(рис. 1). 
Этапам функционирования МКА соответствуют этапы функционирования СУД МКА. СУД 

МКА функционирует с момента контакта отделения МКА от разгонного блока до окончания 
срока активного существования (САС) МКА или РКА. 
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Рис. 1. Этапы орбитального функционирования МКА  
 

Fig. 1. Stages of orbital construction of a modular spacecraft 

 
Работа СУД МКА на этапе сближения с РКА, в зависимости от типа используемого обору-

дования, разделяется на два крупных подэтапа:  
– сближение в дальней зоне; 
– сближение в ближней зоне или зоне локальной навигации (рис. 2).  
 

 
 

Рис. 2. Подэтапы работы СУД МКА при сближении с РКА 
 

Fig. 2. Sub-stages of the motion control system of a model spacecraft  
when approaching a reconfigurable spacecraft 

 
Задача сближения в дальней зоне состоит в том, чтобы привести МКА на орбиту, близкую  

к орбите РКА, с расчетом, чтобы расстояние между МКА и РКА не превышало дальности дей-
ствия системы локальной навигации МКА. На этом этапе сближение осуществляется с исполь-
зованием баллистических данных, получаемых как с наземных измерительных средств,  
так и с навигационных космических аппаратов [3]. Управление в дальней зоне предполагает 
серию коррекций параметров орбиты путем создания ускорения центра масс МКА с помощью 
реактивных двигателей малой тяги. При этом аппарат обеспечивает необходимую ориентацию 
как при проведении коррекции орбиты, так и в период времени, когда коррекция не осуществ-
ляется. 

В ближней зоне (зоне локальной навигации) управление положением МКА осуществляется  
с использованием информации, полученной от оборудования локальной навигации МКА. 
Управление положением центра масс МКА осуществляется с использованием реактивных дви-
гателей. Движение вокруг центра масс может осуществляться как с использованием реактив-
ных двигателей, так и с использованием электромеханических исполнительных устройств. 
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В ближней зоне выполняются следующие операции:  
1. Инспекция РКА. Данная операция подразумевает идентификацию (распознавание) РКА  

с целью выбора необходимого объекта сближения. 
2. Сближение до безопасного расстояния с целью уточнения орбитальных параметров РКА 

и МКА и формирования дальнейшего полетного задания. 
3. Облет РКА с целью первичной диагностики РКА и определения необходимой стыковоч-

ной плоскости и ответных устройств. 
4. Стыковка. 
5. Отстыковка с целью замены модуля либо увода на орбиту захоронения. 
 

Формирование перечня необходимых математических моделей для осуществления  
моделирования операций орбитальной сборки МКА с РКА 

Для обозначения взаимодействия необходимых математических моделей была разработана 
структурная схема, представленная на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 3. Структурная схема взаимодействия необходимых математических моделей  
 

Fig. 3. Block diagram of the interaction of the necessary mathematical models 
 
Анализ и исследование основных этапов и операций, выполняемых МКА для осуществления 

своей целевой задачи, позволяют сформировать следующий перечень математических моделей, 
необходимых для проведения моделирования операций орбитальной сборки: 

– модель орбитального движения центра масс КА; 
– модель внешней среды или возмущений: 
а) модель Солнца, включающая: 
модель солнечного давления; 
модель изменение положения Солнца по отношения к орбите КА; 
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б) модель Земли, включающая: 
модель гравитационного поля Земли; 
модель магнитного поля; 
– модель углового движения относительно центра масс КА; 
– модель КА, учитывающая габаритные, массовые и инерционные характеристики, модели 

упругих элементов конструкций; 
– модель формирования информации от баллистического центра и наземных станций; 
– модель чувствительных элементов КА: 
а) прибор ориентации на Солнце (ПОС); 
б) прибор ориентации на Звезды (ПЗВ); 
в) прибор ориентации на Землю (ПОЗ); 
г) датчик скорости (ДС); 
д) оборудование локальной навигации (ОЛН); 
– модель исполнительных органов: 
а) блок реактивных двигателей ориентации (БРДО); 
б) блок реактивных двигателей коррекции (БРДК); 
в) электромеханический исполнительный орган (ЭМИО). 

 
Описание математического аппарата, позволяющего осуществить моделирование  

операций орбитальной сборки МКА с РКА 
 

3.1. Подход к формированию модели орбитального движения МКА и РКА  
Описание математического аппарата стоит начать с описания используемой модели движе-

ния РКА и МКА. Модель движения должна обладать следующими свойствами: 
1. Обеспечивать непрерывное моделирование операций движения двух КА на всех участках 

сближения. 
2. Позволять осуществлять коррекцию параметров орбиты и манёвры МКА с использовани-

ем двигателей малой тяги. 
3. Позволять учитывать возмущающие силы, действующие на аппарат и вызванные воздей-

ствием космического пространства (воздействия от Солнца, Земли, Луны) и функционировани-
ем исполнительных органов. 

4. Обеспечивать удобное начальное положение МКА и РКА и формировать информативные 
данные об относительном положении двух аппаратов. 

Для выполнения всех указанных ограничений, накладываемых на модели, движение МКА и 
РКА целесообразно описывать с использованием двух наборов уравнений: уравнений движения 
в окулирующих элементах для моделиро-
вания дальней зоны и уравнений движе-
ния КА в геоцентрической системе коор-
динат для моделирования маневров в 
ближней зоне [4–5].  

При моделировании в дальней зоне 
маневров с малой тягой целесообразно 
использовать  , , r t пa a a  математическую 

модель движения КА в оскулирующих 
элементах. В этом случае предполагается, 
что орбита КА изменяется за счет дейст-
вия управляющего ускорения, имеющего 
составляющие  , , r t пa a a  (  ra  – радиальная 

составляющая управляющего ускорения, 
направленная вдоль мгновенного поло-

 
 

Рис. 4. Составляющие ускорения 
 

Fig. 4. Сomponent acceleration  
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жения радиус-вектора КА; ta  – трансверсальная составляющая, ориентированная в плоскости 

орбиты КА перпендикулярно радиус-вектору КА; пa  – нормальная к плоскости орбиты состав-

ляющая управляющего ускорения (рис. 4). 
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 r rDK rVa a a  ;  n nDK nVa a a  ;   t tDK tVa a a  ; ,, , ,  ne p i    – оскулирующие значения экс-

центриситета, фокального параметра, наклонения орбиты, долготы восходящего узла, аргумен-

та перигея и истинной аномалии КА; 
3

2

км
 398600,448  

с
  – гравитационный параметр Земли; 

, ,rDK nDK tDKa a a  – проекции ускорений, вызванные работой двигателей коррекции и ориентации. 

Данные ускорения поступают из модели «Двигательная подсистема».  
При дальнейшем моделировании принимаем, что двигательная система МКА не формирует 

ускорений, следовательно, для МКА 0rDK nDK tDKa a a   . 

, ,rV nV tVa a a  – проекции ускорений, вызванные различными возмущениями, действующими 

на аппарат (от нецентральности гравитационного поля Земли, притяжения Луны и Солнца, све-
тового давления). Данные ускорения поступают из модели «Модель внешней среды» [6].  

Моделирование маневров ближней зоны в геоцентрической СК позволяет упростить пере-
ход к системам координат оборудования КА (орбитальная и визирная СК). Кроме того, это по-
зволяет более наглядно задавать исходные данные о положение МКА по отношению к РКА,  
а также отображать результаты моделирования. Описание модели движения с использованием 
уравнений в геоцентрической системе координат подробно рассмотрено в работе [7]. При ис-
пользовании данной модели предполагается, что маневры КА осуществляются за счет действия 
управляющего ускорения на оси геоцентрической системы координат, имеющего составляю-
щие , ,  x y za a a . 

Уравнение движения в прямоугольной геоцентрической системе координат имеет вид (3): 
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 x xDK xVa a a  ,  y yDK yVa a a  ,   z zDK zVa a a  , 
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где , ,xDK yDK zDKa a a  – проекции ускорения, действующие на оси геоцентрической системы ко-

ординат, вызванные работой двигателей координат, коррекции или ориентации. Данные уско-
рения поступают из модели «Двигательная подсистема». 

Как и при использовании модели в оскулирующих элементах принимаем, что МКА совер-
шает свободный орбитальный полет, а, следовательно, 0xDK yDK zDKa a a   . 

, ,xV yV zVa a a  – проекции ускорений на оси геоцентрической системы координат, вызванные 

различными возмущениями, действующими на аппарат (солнечное, гравитационное, магнит-
ное). Данные ускорения поступают из модели «Модель внешней среды». 

 
3.2. Подход к формированию модели углового движения МКА 
Использование модели орбитального движения обеспечивает вычисление положения центра 

масс МКА и позволяет управлять положением центра масс МКА на орбите. Однако для решения 
задач орбитальной сборки, важным является также и управление угловым положением МКА. Для 
этого необходимо использовать математическую модель углового движения КА [8–10].  

Для операций орбитальной сборки достаточно использовать математическую модель угло-
вого движения МКА, полученную с учетом следующих допущений: 

– корпус МКА является абсолютно жестким; 
– панели БС и антенны являются упругими; 
– положение центра масс и моменты инерции МКА остаются неизменными в процессе вра-

щения панелей БС. 
Для МКА, состоящего из абсолютно жёсткого корпуса, 2-х упругих крыльев панелей БС и 2-х 

упругих рефлекторов, уравнения углового движения имеют вид 
 

            
 

 
0 2
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2 p np p np a na a na

p np a na p np a na B y

MV MV A q A q A q A q
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             0 0 0,T T
np p np p np p pD q W q B Aq V V        

 

             0 0 0,T T
na a na a na a aD q W q B Aq V V       , 

(4)

 

где M(33) – матрица, по диагонали которой находится масса МКА;  = (x, y, z) – вектор 
угловой скорости МКА относительно центра масс; V0 = (V0x, V0y, V0z) – вектор линейной скоро-
сти центра масс МКА; J(33) – тензор инерции МКА в недеформируемом состоянии; np, na – 
число учитываемых тонов для каждой панели БС и антенны; np naq , q – вектор обобщенных уп-

ругих координат движения панелей БС и антенн; 
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 – матри-

цы коэффициентов инерционных связей в ССК, характеризующих динамическое взаимодейст-

вие корпуса МКА и упругих панелей БС; 
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1 1 2 2
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3 2      

p i na i na

p i na i na

А na A A A A

B na B B B B

   

   
– матрицы коэф-

фициентов инерционных связей в ССК, характеризующих динамическое взаимодействие кор-
пуса МКА и упругих антенн; (2 (2 2 )p аD пр па D пр па    – диагональные матрицы коэффици-

ентов диссипации; (2 (2 2 )p аW пр па W пр па    – диагональные матрицы квадратов собствен-

ных частот крыльев панелей БС и антенн, соответственно; (2T
pA np  (2 3),T

p np   
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A (2 3),T
a na  B (2 3),T

p na  – транспонированные матрицы Ap, Bp соответственно; Pв, Pу,  

Mв, Mу – векторы (в ССК) внешних и управляющих сил и моментов, действующих на МКА. 
 
3.3 Подход к формированию моделей чувствительных элементов и исполнительных органов 
Функционал моделей чувствительных элементов для оценки протекающих процессов можно 

ограничить только формированием выдаваемой информации, пригодной для управления,  
а именно:  

– модель прибора ориентация на Солнце (ПОС) формирует углы   и  , характеризующие от-

клонения оси прибора от направления на Солнце, признак наличия Солнца в поле Зрения прибора; 
– модель прибора ориентация на Землю (ПОЗ) формирует углы   и  , характеризующие от-

клонение оси прибора от направления на Землю, признак наличия Земли в поле зрения прибора; 
– модель прибора звездного визирования (ПЗВ) формирует углы  ,  ,  , характеризующие по-

ложение прибора в инерциальной системе координат, скорость изменения данных углов  ,  ,      ; 

– модель ДС формирует скорость по каналам аппарата ,  ,      ; 

– модель оптико-электронного оборудования локальной навигации (ОЭОЛН) формирует уг-
лы ,  , характеризующие отклонение оси визирования от направления на геометрический 

центр МКА, относительное расстояние D  МКА, скорость изменения относительного расстоя-

ния D , признак наличия МКА в поле зрения прибора. 
При детальном изучении влияния характеристик приборов на качество переходных процес-

сов и траектории маневрирования вводятся дополнительные характеристики (поле зрения, час-
тота формирования информации и др.) [11–15]. 

Математические модели исполнительных органов, обеспечивающие выдачу управляющего 
воздействия для выполнения операций обслуживания и сближения на всех этапах функциони-
рования КА, требуют более детальной проработки, чем чувствительные элементы, а именно: 

– модель электромеханического исполнительного органа (ЭМИО) формирует управляющий 
момент по каналам рыскания, крена и тангажа КА от электромагнитных исполнительных  
органов, и, в зависимости от различных конфигураций управляющих двигателей маховиков  
и их установки, а также их характеристик, существенно меняется и картина переходных про-
цессов; 

– модель блока реактивных двигателей коррекции (БРДК) формирует выдачу управляющего 
ускорения (тягу). При моделировании необходимо рассматривать, характеристики как ксеноно-
вых, так и гидразиновых двигателей; Важным моментом при разработке модели РДК является 
учет принципа работы двигателя, так как он накладывает существенные ограничение на разра-
ботку алгоритмов сближения (необходимо учитывать частоту формирования тяги ее характери-
стику и величину, важным параметром также является удельный импульс двигателя, влияющий 
на оценку топливных затрат при осуществлении маневра); 

– модель БРДО формирует управляющий момент по каналам рыскания, крена и тангажа КА. 
По аналогии с БРДК необходимо учитывать все те же характеристики; 

– модель устройства привода батарей солнечных (УПБС) формирует скорость вращения 
привода солнечных батарей. Данная модель может быть упрощена и ограничена выдачей, ско-
ростью и углом поворота солнечных панелей. 

Указанный перечень математических моделей позволяет в полном объеме осуществить мо-
делирование процессов орбитальной сборки и провести исследование алгоритмов управления 
МКА с целью формирования требований к системе управления МКА.  

 
Заключение 
На текущем этапе работы по формированию подхода к моделированию операций орбиталь-

ной сборки МКА с РКА на геостационарной орбите получены следующие результаты: 
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– определены этапы орбитального функционирования МКА и выполнен анализ орбитальной 
сборки МКА с РКА как этапа орбитального функционирования МКА; 

– определен перечень необходимых математических моделей для осуществления моделиро-
вания операций орбитальной сборки МКА с РКА; 

– описан математический аппарат, позволяющий осуществить моделирование операций ор-
битальной сборки МКА с РКА. 

Полученные результаты позволяют перейти к следующей задаче – моделированию операций 
орбитальной сборки МКА с РКА. 
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В статье рассмотрены перспективы применения аэродинамического управления для поддержа-

ния формации наноспутников класса CubeSat. Целью данной работы является оценка границ при-
менения активного аэродинамического контроля для стабилизации относительного движения двух 
аппаратов CubeSat 3U на солнечно-синхронной орбите высотой 570 км. Проведен обзор теорети-
ческих сведений об аэродинамических силах, действующих на искусственные спутники Земли,  
в рамках которого рассмотрены модели верхней атмосферы Земли. Рассмотрены аспекты по-
строения дифференциальной силы лобового сопротивления для наноспутников в качестве исполни-
тельного механизма активного управления. Для исследования орбитального движения спутников 
под действием аэродинамического управления с помощью программы General Mission Analysis Tool 
смоделирован групповой полет двух космических аппаратов с учетом факторов, вызывающих воз-
мущения орбит. По результатам экспериментов изучена динамика межспутникового расстояния 
и сделан вывод о возможности применения аэродинамической дифференциальной силы для стаби-
лизации относительного движения. 

 

Ключевые слова: CubeSat, групповой полет, дифференциальная сила, аэродинамическое сопро-
тивление, GMAT. 
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The article discusses the prospects of utilization of aerodynamic control to maintain the formation of 

nanosatellites of the CubeSat class. The purpose of this work is to estimate the limits of the application of 
active aerodynamic control to stabilize the relative motion of two CubeSat 3U satellites in a sun-
synchronous orbit with a height of 570 km. A review of theoretical information about aerodynamic forces 
acting on artificial Earth satellites is carried out, within the framework of which models of the Earth's up-
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per atmosphere are considered. Aspects of creating a differential drag force for nanosatellites as an active 
control actuating mechanism are considered. To study the orbital motion of satellites under the action of 
aerodynamic control using the General Mission Analysis Tool program, a group flight of two spacecraft 
was simulated taking into account the factors causing orbital disturbances. Based on the results of experi-
ments, the dynamics of the inter-satellite distance was studied, and a conclusion was made about the possi-
bility of using an aerodynamic differential force to achieve a stable relative motion. 

 
Keywords: CubeSat, formation flight, differential force, aerodynamic drag, GMAT. 
 
Введение 
Для космических миссий, в которых задействованы несколько спутников, имеющих совме-

стную инфраструктуру, NASA предложило термин «мультиспутниковые». В настоящее время 
мультиспутниковые миссии набирают популярность в ракетно-космической отрасли. Они по-
зволяют решать широкий спектр задач, которые не могут быть выполнены с использованием 
одного аппарата. Малые космические аппараты (МКА), такие как наноспутники класса CubeSat 
[1], подходят для построения многоспутниковых конфигураций на орбите за счет наличия уни-
фицированной платформы и низкой стоимости производства и запуска [2]. Группу небольших 
спутников можно рассматривать в качестве выгодной альтернативы более крупному и дорого-
стоящему аппарату для применения в таких направлениях, как дистанционное зондирование 
Земли, исследование верхних слоев атмосферы, изучение радиационной обстановки и проведе-
ние других научных экспериментов, а также развертывание антенных систем с синтезирован-
ной апертурой [3; 4]. 

Миссии, в которых задействованы несколько спутников, можно разделить на две категории: 
спутниковые группировки (constellation missions) и спутниковые формации (formation flying 
missions) [5]. Использование спутниковых группировок позволяет обеспечить наибольшее по-
крытие Земли. При этом положение каждого спутника контролируется отдельно относительно 
заданной точки. Группировки космических аппаратов (КА) подразделяются на контролируе-
мые, в которых каждый спутник активно поддерживает свое местоположение (например,  
ГЛОНАСС), и неконтролируемые, в которых не происходит активного контроля над положе-
нием спутников. В отличие от группировок, спутниковые формации предполагают наличие 
контроля межспутникового расстояния, а также относительной ориентации космических аппа-
ратов. Построению формации мешают возмущения спутниковых орбит, обусловленные влия-
нием несферичности гравитационного потенциала Земли, атмосферным сопротивлением, дав-
лением солнечного излучения и гравитационного притяжения других тел [6]. Эти возмущения 
могут привести к быстрому удалению спутников друг от друга. 

Традиционные системы управления полетом позволяют осуществлять сеанс связи с КА, 
только когда он находится в зоне радиовидимости одной из доступных наземных станций. По-
этому большую часть полетного времени связь с аппаратом отсутствует. Одним из вариантов 
решения этой проблемы является организация межспутниковой радиолинии в архитектуре сис-
темы связи. При достаточном количестве спутников в формации можно обеспечить круглосу-
точную линию связи наземного комплекса с любым КА. Формации с межспутниковой комму-
никацией позволяют снижать задержки при доступе информации к потребителю и обеспечи-
вать доступ к информационным сервисам реального времени [7]. Для реализации сеансов ра-
диосвязи между спутниками необходимо удерживать их на определенном расстоянии, на кото-
ром будет возможна передача сигнала от одного спутника к другому. В контексте этой пробле-
мы наиболее отчетливо выражена необходимость применения активных средств управления 
межспутниковым расстоянием. 

Построение и поддержание строя на орбите могут выполняться с применением двигатель-
ных установок (ДУ). Однако в случае аппаратов CubeSat их использование оказывается затруд-
нительным из-за строгих ограничений по массе, объему и мощности платформы CubeSat [8]. 
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Альтернативой является аэродинамическое управление относительным движением, выпол-
няемое за счет разности сил лобового сопротивления, приложенных к спутникам. Эта разность 
сил, называемая дифференциальной силой, обеспечивается посредством изменения ориентации 
КА относительно вектора его скорости и, следовательно, изменения его поперечного сечения 
(миделя). Преимущества аэродинамического контроля заключаются в отсутствии необходимо-
сти расхода топлива, низких рисках механических повреждений, а также низкой стоимости 
реализации относительно дорогостоящих ДУ. 

Целью данной работы является оценка границ применения активного аэродинамического 
контроля для поддержания формации, состоящей из двух аппаратов класса CubeSat, имеющих 
форм-фактор 3U на орбите высотой 570 км. 

 
Физические основы аэродинамики орбитального движения космических аппаратов 
Аэродинамическое воздействие, испытываемое спутниками на низкой околоземной орбите 

(НОО), можно разделить на две составляющие – это сила лобового сопротивления, направлен-
ная против вектора скорости и, так называемая, подъемная сила, перпендикулярная плоско-
стям, с которыми сталкиваются молекулы атмосферы (рис. 1) [9]. 

 

 
 

Рис. 1. Аэродинамические силы, действующие на тонкую пластину [10] 
 

Fig. 1. Aerodynamic forces acting on a thin plate [10] 

 
Малое сопротивление атмосферы является постоянно действующей силой и по истечении 

большого времени может существенно изменить параметры орбиты искусственного спутника 
Земли (ИСЗ). Сила сопротивления может быть выражена в направлении, противоположном 
скорости спутника v


: 
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2drag drag D refF ma C A v   


,                                                  (1) 

 

где ρ – плотность атмосферы; m – масса спутника; CD – коэффициент лобового сопротивления; 
Aref – эталонная миделева площадь спутника. 

Формула (2) говорит о том, что сила аэродинамического сопротивления зависит от парамет-
ров, определяемых высотой орбиты (плотности атмосферы и скорости набегающего потока), 
а также от баллистических параметров спутника. К ним относятся масса спутника, а также его 
коэффициент лобового сопротивления и миделева площадь, которые определяются формой ап-
парата и его ориентацией относительно набегающего потока. Их удобно представлять в виде 
баллистического коэффициента: 

C
D ref

m
B

C A
 .                                                                  (2) 

 

Разделив части уравнения (2) на величину массы спутника и выразив его баллистические 
параметры через баллистический коэффициент, запишем выражение для ускорения, вызывае-
мого силой сопротивления: 
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Таким образом, воздействие атмосферного торможения на КА тем больше, чем меньше ве-
личина баллистического коэффициента. Учет значения данного параметра при проектировании 
формы КА и его массы позволит определить величину оказываемого на него аэродинамическо-
го воздействия. 

Для определения плотности атмосферы ρ используются различные модели. Они могут быть 
реализованы как для численных, так и для приближённых аналитических расчетов в окрестно-
стях опорной высоты. Эти стандарты определяют плотность атмосферы в зависимости от за-
данного времени, высоты орбиты, широты и долготы, а также уровня солнечной активности, 
влияющей на параметры верхних слоев земной атмосферы [11]. Модели верхней атмосферы 
включают широтные, сезонные, геомагнитные и солнечные эффекты. Учитываются вариации 
атмосферного сопротивления, включая эффекты суточных вариаций, наклон Земли, 27-дневный 
солнечный цикл (связанный с периодом его вращения), 11-летний солнечный цикл, полугодо-
вые и сезонные вариации, циклические вариации в 11 солнечном цикле. 

Широкое применение в космической отрасли получили модели Jacchia. База данных, лежа-
щая в основе Jacchia, состоит из табулированных эмпирических профилей температуры, соста-
ва, плотности и давления в зависимости от высоты в диапазоне от 90 до 2500 км [12]. Модель 
Jacchia основана на данных спутниковых акселерометров, а также данных о лобовом сопротив-
лении, полученных в результате наземного слежения за различными спутниками. 

Модели класса MSIS (Mass Spectrometer-Incoherent Scatter Radar) [13] основаны на данных о 
составе, температуре и общей плотности массы верхней атмосферы, накопленных за более чем 
двадцатилетний промежуток времени. Инструментами, с помощью которых проводились ис-
следования состава атмосферы и ее температуры, являлись соответственно спутниковый масс-
спектрометр и наземный радар некогерентного рассеяния. Модель NRLMSISE-00 является но-
вейшей моделью из класса MSIS [14]. Данная модификация сочетает в себе преимущества как 
своих предшественников из класса MSIS, так и моделей Jacchia за счет сочетания и дополнения 
базы данных, на которых они основаны.  

ГОСТ Р 25645.166–2004 основан на данных о лобовом сопротивлении ИСЗ [15]. В нем для 
расчетов применяется простая аналитическая формула с коэффициентами, выражающими из-
менение плотности атмосферы в течение солнечного цикла, суточные колебания солнечной ак-
тивности и геомагнитного индекса. Коэффициенты табулированы для разных уровней потока 
солнечного излучения. В данном стандарте также даны рекомендации по использованию моде-
ли для баллистического сопровождения спутников и методика расчета коэффициента аэроди-
намического сопротивления. 

Чтобы упростить выражение для подъемной силы, предполагается, что спутник имеет тон-
кую тормозящую поверхность, намного превышающую размеры остальных элементов формы 
CubeSat, что позволяет игнорировать вклад корпуса в аэродинамическое воздействие на спут-
ник. В этом случае подъемная сила может быть выражена в направлении, перпендикулярном 
тормозной пластинe и зависящем от ее ориентации: 
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,                                                     (4) 

 

где CL – коэффициент подъемной силы. 
На НОО взаимодействие воздуха со спутником таково, что максимальное значение силы со-

противления почти на порядок больше, чем значение подъемной силы [9]. Прежде всего, это 
связано с тем, что вращение аппарата сводит на нет влияние подъемной силы. К тому же, спут-
ники с определенной симметричной формой будут иметь тенденцию к нивелированию эффекта 
аэродинамической подъемной силы. И кроме того, коэффициент подъемной силы, как правило, 
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намного меньше коэффициента лобового сопротивления, что также делает эффект подъемной 
силы пренебрежимо малым в большинстве случаев. Поэтому, как правило, при разработке ал-
горитмов управления ею пренебрегают. Однако это приводит к потере потенциальной возмож-
ности управления движением вне плоскости орбиты. 

Аэродинамические коэффициенты не могут быть точно измерены на орбите.  Кроме того, 
коэффициенты лобового сопротивления и подъемной силы для сложных форм трудно вычис-
лить аналитически. Для определения значений этих коэффициентов разработан метод конеч-
ных пластинчатых элементов. Его суть заключается в разложении сложной формы спутника  
на составляющие простых форм, оценке воздействия аэродинамических сил на каждый отдель-
но взятый элемент и суммировании рассмотренных эффектов воздействия. Характеристики 
плоских элементов моделируются с использованием либо экспериментальных данных,  
либо теоретических моделей, основанных на гиперзвуковых взаимодействиях газа и поверхно-
сти. Для того чтобы этот метод был полезным, требуется определение конфигурации КА и его 
орбиты. 

Аэродинамические коэффициенты для простых плоских элементов могут быть оценены  
с использованием физических моделей взаимодействия газа с поверхностью, что дает различ-
ные результаты в зависимости от модельных допущений. В прошлом аэродинамические коэф-
фициенты для простых форм вычислялись с использованием гипертермического приближения. 
Оно предполагает, что тепловая скорость молекул газа пренебрежимо мала. Однако на высотах 
от 120 до 600 км средняя тепловая скорость оказывается сравнима с орбитальной скоростью. 
Позже аэродинамическое сопротивление и подъемная сила рассматривались с использованием 
теории молекулярного свободного потока [16]. Коэффициенты сопротивления и подъемной си-
лы могут быть смоделированы для простой тонкой пластины с использованием данной теории: 
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где α – коэффициент аккомодации; Tα – температура местной атмосферы; Tw – температура по-
верхности пластины; θ – угол падения потока газа относительно пластины. 

Коэффициент аккомодации α, является параметром, который используется для учета неко-
торых важных аспектов химического взаимодействия молекул набегающего воздуха с поверх-
ностью КА и определяется как 
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где Einc – кинетическая энергия падающей молекулы; Er – кинетическая энергия отраженной 
молекулы; Es – кинетическая энергия отраженных частиц, если бы они были испущены с энер-
гией, обусловленной температурой поверхности спутника.  

В условиях свободномолекулярного потока CD слабо зависит от формы спутника и опреде-
ляется в основном характером отражения молекул воздуха от поверхности, CD ≈ 2...2,5. Разум-
ное значение коэффициента лобового сопротивления составляет 2,2 для типичного КА. Коэф-
фициент лобового сопротивления зависит от формы спутника и характера столкновения моле-
кул воздуха с ним. Однако для оценок продолжительности жизни на длительной орбите изме-
нение CD в зависимости от высоты орбиты можно смело игнорировать, поскольку процентная 
ошибка продолжительности жизни на орбите будет довольно небольшой из-за эффектов усред-
нения относительно принятого значения 2,2. 
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Относительное движение спутников под действием дифференциальной силы 
Дифференциальная сила аэродинамического (лобового) сопротивления – это разность сил 

сопротивления атмосферы, действующих на каждый из пары КА. Если спутники движутся че-
рез атмосферу с одинаковой плотностью, то любое дифференциальное лобовое сопротивление 
обусловлено различием баллистических коэффициентов рассматриваемых аппаратов. 

В данном разделе рассматривается пара спутников, движущихся по близким низким около-
круговым орбитам вокруг Земли. Как правило, при анализе относительного движения предпо-
лагается, что спутники имеют одинаковую форму с некоторой плоской частью, играющей роль 
тормозящей пластины. Примером такой плоскости могут являться солнечные панели, а также 
другие развертываемые механизмы. За счет поворота относительно центра масс изменяется 
площадь сечения КА относительно набегающего потока, которая определяет величину аэроди-
намической силы, действующей на него. Если спутники имеют различную ориентацию относи-
тельно набегающего потока, то возникает разница между действующими на спутники силами.  

Поскольку наноспутники класса CubeSat 3U имеют форму параллелепипеда, изменение его 
ориентации также меняет величину лобового сопротивления, даже в отсутствии развертывае-

мых пластин. Таким образом, за счет изменения взаимной 
ориентации, например, с помощью установленных на борту 
маховиков, можно управлять относительным движением 
центров масс спутников. Дифференциальная сила аэроди-
намического сопротивления будет определяться разностью 
в эффективной площади поперечного сечения аппаратов, 
которой можно достичь благодаря различной ориентации 
спутников относительно направления движения (и набе-
гающего воздушного потока соответственно). CubeSat 3U 
имеет размеры примерно 34,5×10×10 см. Соответственно, 
его торцевые грани имеют площадь 100 см2, а боковые – 
100 см2. Минимальной силы лобового сопротивления мож-
но достичь, сориентировав такой наноспутник вдоль векто-
ра его скорости. При этом миделева площадь будет равна 
площади торцевой грани (рис. 2). 

При отсутствии контроля ориентации вычисляют сред-
нюю площадь поперечного сечения, предполагая, что положение КА может изменяться равно-
мерно относительно направления скорости. Для спутника формы параллелепипеда средняя 
площадь может быть вычислена по формуле [17]: 

 

 1 2 3
1

2
CSA S S S   ,                                                          (8) 

 

где CSA – средняя площадь поперечного сечения; S1, S2, S3 – площади сторон аппарата. 
Подставляя в формулу (8) площади торцевой и двух боковых граней CubeSat 3U, можно оп-

ределить, что эффективная площадь поперечного сечения такого спутника будет иметь значе-
ние 390 см2. 

 

Анализ существующих миссий, применяющих аэродинамическое управление 
К настоящему моменту существует опыт нескольких крупных миссий, применявших аэро-

динамический контроль в качестве единственного средства разведения спутников вдоль одной 
орбиты и удержания на требуемых относительных расстояниях. 

Группировка спутников Flock-1 [18], разработанная компанией Planet Labs Inc., состоит из 
более чем 100 аппаратов CubeSat форм-фактора 3U. Данные спутники обеспечивают получение 
изображений Земли с высоким разрешением. 28 спутников Flock-1 были запущены на низкую 
околоземную орбиту (высота 400 км, наклон 52°) с пусковой платформы NanoRacks CubeSat 
Deployer Международной космической станции в середине февраля 2014 г.  

 
 

Рис. 2. Изменение площади миделя 
при изменении ориентации CubeSat 

 

Fig. 2. Changing the midsection area 
when changing the orientation  

of the CubeSat 
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Управление относительным движением достигается путем модуляции фонового режима 
ориентации спутников, когда они не создают изображения и не поддерживают связь с наземной 
станцией. Контроль ориентации солнечных панелей относительно набегающего потока позво-
ляет регулировать площадь поперечного сечения и обеспечивать управляющую дифференци-
альную силу. Различные режимы ориентации дают разные баллистические коэффициенты, раз-
ные темпы аэродинамического снижения орбиты и, следовательно, разные темпы ускорения 
среднего движения. Контролируя количество времени, которое каждый спутник проводит  
в режиме с высоким аэродинамическим сопротивлением, можно гарантировать, что все спут-
ники в конечном итоге будут двигаться одинаково, что приведет к нулевой относительной ско-
рости. Регулируя время выполнения маневров с высоким лобовым сопротивлением, можно на-
целить каждый спутник на желаемый интервал орбиты относительно его соседей.  

В отличие от управления импульсными двигателями, позиционирование спутника на орбите 
дифференциальным сопротивлением ограничено, поскольку эффективно модулируется только 
скорость снижения. Номинальные режимы низкого и высокого лобового сопротивления соот-
ветствуют граням b и c, соответственно, на рис. 3, перпендикулярным вектору скорости. 

 

 
 

Рис. 3. Виды спутника Planet Labs Dove при обращении к встречному потоку:  
a – камерой (200 см2); b – солнечными панелями (1950 см2); с – боковой панелью (370 см2) [18] 

 

Fig. 3. Types of the Planet Labs Dove satellite when addressing the oncoming flow:  
a – camera (200 cm2); b – solar panels (1950 cm2); c – side panel (370 cm2) 

 
Эти режимы приводят к приблизительному соотноше-

нию площадей миделя 5:1. Возможности управления при 
таком расположении в значительной степени зависят от 
высоты орбиты и атмосферных условий, но варьируются 
от ≈ 1 км/сут2 на 600-километровой солнечно-синхронной 
орбите до ≈ 50 км/сут2 и более на 400-километровой орби-
те под МКС. 

Миссия AeroCube-6 [19] представляет собой пару спут-
ников, выведенных на эллиптическую солнечно-
синхронную орбиту высотой 620–700 км 19 июня 2014 г. 
Спутники, имеющие форм-фактор 0,5U, оснащены двумя 
развертываемыми панелями (рис. 4). 

 
 

Рис. 4. Аппарат AeroCube-6 [19] 
 

Fig. 4. AeroCube-6 spacecraft 
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Данные КА используют аэродинамический контроль для регулирования высоты спутника и 
межспутникового расстояния. Система ориентации оснащена магнитными катушками. Спутни-
ки были запущены в виде единой упаковки размером, аналогичным 1U, и их разъединение про-
изошло уже в процессе орбитального движения. Согласно рис. 3, начальная скорость относи-
тельного расхождения спутников составляла 12 км/день (около 0,14 м/с). С помощью орби-
тальных маневров удалось добиться не только снижения темпов расхождения аппаратов,  
но и последующего их сближения. 

 
Моделирование орбитального движения спутников 
Для проведения моделирования в данной работе используется программный продукт NASA, на-

ходящийся в свободном доступе: General Mission Analysis Tool (GMAT) [20]. Данное программное 
обеспечение позволяет задать состояние спутника в различных формах представления (в декарто-
вых координатах и скоростях, в виде кеплеровых элементов, в сферических и геодезических коор-
динатах) и произвести численное моделирование орбитального движения на околоземной орбите.  

Расчеты проведены при помощи метода интегрирования Рунге – Кутта 89 порядка с пере-
менным шагом по времени в диапазоне от 0,001 до 2700 с. Использована гравитационная мо-
дель EGM-96 с учетом старших сферических гармоник до десятого порядка. В качестве атмо-
сферной модели выбрана MSISE-90 с прогнозными значениями индексов солнечной и геомаг-
нитной активности. Кроме того, в расчетах учтены возмущающие влияния гравитационного 
воздействия Солнца и Луны, а также давления солнечного излучения. 

В рамках моделирования рассматривается динамика межспутникового расстояния двух ап-
паратов CubeSat 3U массой 4 кг, выведенных на солнечно-синхронную орбиту высотой 567 км. 
По условиям, спутники движутся в одной орбитальной плоскости наклонением 97,65°. На этапе 
запуска из пусковой установки спутники зачастую выводятся на орбиту в течение небольшого 
интервала времени. При кластерном запуске аппараты могут запускаться с интервалом в 1–2 с. 
Для гарантированного избегания столкновений после запуска, КА запускаются с разной скоро-
стью, что приводит к тому, что их орбиты принимают разные параметры. В результате спутник 
с большей начальной скоростью будет выведен на более высокую орбиту. При этом он имеет 
большую величину орбитального периода и поэтому будет отставать от спутника с меньшей 
начальной скоростью. Смоделированные темпы расхождения свободно ориентированных кос-
мических аппаратов после выведения на орбиту показаны на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Межспутниковое расстояние свободно ориентированных спутников  
за 140 дней с начальной разностью скорости:  

1 – 0,1 м/с; 2 – 0,2 м/с; 3 – 0,5 м/с; 4 – 1 м/с; 5 – 2 м/с 
 

Fig. 5. The inter-satellite distance of freely oriented satellites in 140 days  
with an initial velocity difference of:  

1 – 0,1 m/s; 2 – 0,2 m/s; 3 – 0,5 m/s; 4 – 1 m/s; 5 – 2 m/s 
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Согласно полученному графику, расхождение спутников после запуска тем быстрее, чем 
больше разница пусковых скоростей. 

С течением времени спутники снижаются. При этом плотность атмосферы с уменьшением 
высоты неравномерно (практически экспоненциально) нарастает, и снижение орбиты ускоряет-
ся, что приводит к увеличению разности аэродинамических сил, действующих на спутники, 
изначально выведенные на разные высоты. Вследствие происходит ускорение расхождения. 
Этому процессу способствуют факторы возмущения орбит. Данный эффект продемонстриро-
ван на графике зависимости орбитального периода от времени (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Орбитальные периоды свободно ориентированных спутников  
с разностью скоростей 2 м/с за 1500 дней:  

1 – для спутника с большей начальной скоростью; 2 – для спутника с меньшей начальной скоростью 
 

Fig. 6. Orbital periods of freely oriented satellites with a velocity difference of 2 m/s in 1500 days:  
1 – for a satellite with a higher initial velocity; 2 – for a satellite with a lower initial velocity 

 
На графике, представленном выше, зеленым цветом обозначен спутник с большей началь-

ной скоростью, а красным – спутник с меньшей начальной скоростью. Заметно, что разность 
орбитальных периодов КА после запуска увеличивается со временем, что свидетельствует об 
ускорении расхождения вдоль орбиты. 

Таким образом, основным критерием, определяющим возможность использования аэроди-
намического управления для стабилизации относительного положения спутников, является 
возможность уравнять орбитальные периоды в рамках отведенного времени. Далее приведены 
результаты моделирования динамики спутников при наличии аэродинамического контроля. 
Рассматривается способ создания дифференциальной силы путем переведения аппарата, выве-
денного на более низкую орбиту, в режим с минимальным лобовым сопротивлением, сориен-
тировав его торцевой гранью в направлении движения. В этом случае он будет иметь площадь 
миделя, равную 100 см2, в то время как усредненная величина миделя свободно ориентирован-
ного спутника составляет 350 см2. 

На рис. 7 представлена динамика межспутникового расстояния под действием дифференци-
альной силы. 

Согласно графику, за 12 суток аэродинамическое управление приводит к остановке процесса 
расхождения спутников, выведенных на орбиту с разницей пусковой скорости в 0,1 м/с. Аппа-
раты перестают удаляться за счет выравнивания их орбитальной высоты. Это вызвано сниже-
нием темпов падения спутника, выпущенного на более низкую орбиту, в результате его ориен-
тации в состояние с наименьшим сопротивлением. 

Для подведения итогов выполнена оценка границ применения данного метода управления.  
В качестве критерия, определяющего целесообразность использования аэродинамического кон-
троля, выбрана возможность добиться стабилизации относительного движения спутников  



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 24, № 3 
 

 546

в течение года. Согласно моделированию, данный критерий выполняется для спутников, выве-
денных на орбиту с разницей в начальной скорости вплоть до 2 м/с (рис. 8). 

 

 
 

Рис. 7. Изменение межспутникового расстояния спутников с начальной разностью скорости 0,1 м/с:  
1 – под действием аэродинамического управления; 2 – без управления 

 

Fig. 7. Changing the inter-satellite distance of satellites with an initial velocity difference of 0.1 m/s:  
1 – under the action of aerodynamic control; 2 – without control 

 

 
 

Рис. 8. Орбитальные периоды спутников под действием аэродинамического управления: 
1 – для спутника с большей начальной скоростью; 2 – для спутника с меньшей начальной скоростью 

 

Fig. 8. Orbital periods of satellites under the influence of aerodynamic control: 
1 – for a satellite with a higher initial velocity; 2 – for a satellite with a lower initial velocity 

 
На рис. 8 представлена зависимость орбитальных периодов от времени с момента запуска 

спутников. Ее выравнивание свидетельствует о стабилизации относительного движения КА, 
что говорит о принципиальной возможности применения аэродинамического контроля в дан-
ных условиях. На следующем этапе построения формации необходимо выполнение аэродина-
мического маневра, приводящего к сближению наноспутников на заданное расстояние, после 
чего должно быть выполнено выравнивание орбитальной высоты. 

 

Заключение 
Небольшие спутниковые системы позволяют выполнять совершенно новый класс задач  

в области навигации, связи, дистанционного зондирования и научных исследований. Поскольку 
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отдельные КА ограничены размерами, массой и мощностью, серийно выпускаемые небольшие 
спутники в крупных кластерах могут быть полезны во многих научных миссиях, таких как гра-
витационное картографирование, отслеживание лесных пожаров, поиск водных ресурсов и т. д. 
Создание формации спутников, требует применения средства управления относительным по-
ложением космических аппаратов. 

В данном исследовании проведено моделирование динамики расстояния между наноспутни-
ками CubeSat, выведенными на орбиту с разной пусковой скоростью. Приведены графики меж-
спутникового расстояния при условии свободной ориентации аппаратов, а также в режиме  
аэродинамического управления. Согласно результатам моделирования, аэродинамическая  
дифференциальная сила применима для построения формации наноспутников данного класса 
на солнечно-синхронной орбите высотой 570 км. Данный метод способен стабилизировать  
относительное движение спутников, выведенных на орбиту с разностью скорости вплоть  
до 2 м/с за год.  

Для увеличения возможностей аэродинамического контроля необходимо наличие средства 
увеличения миделевого сечения КА. Оно может быть реализовано в виде развертываемых па-
нелей (солнечных батарей). В перспективе полученные результаты планируется применить для 
построения космической миссии ReshUCube-3, в рамках которой будет произведен запуск не-
скольких аппаратов CubeSat форм-фактором 1U и 3U. 
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Основное требование для бесперебойной работы космического аппарата – это его стабильный 

тепловой режим. Особо сложная задача – обеспечение стабильной системы терморегулирования 
аппарата с учетом жестких ограничений по энергетическим и массовым затратам на устройства 
терморегулирования. Эти задачи необходимо решать на каждом этапе создания спутников. На ка-
ждом этапе проводятся тепловые расчеты с выбором оптимальных теплофизических параметров. 
Такой объем работ составляет примерно десятую часть от всех работ со спутником. Необходи-
мость теоретическо-экспериментального уточнения расчетных методик является актуальной за-
дачей, которая позволит существенно снизить материальные и временные затраты на проектиро-
вание, испытания и доводку аппарата. Поэтому расчет и анализ тепловых режимов космических 
аппаратов является важным этапом при проектировании спутников. Наземные тепловакуумные 
испытания очень затратны как по времени, так и финансово. Суть концепции заключается в прове-
дении только стационарных тепловых режимов в условиях максимальных и минимальных тепловых 
нагрузок на спутник в целом и его отдельные внешние  элементы с последующим обеспечением схо-
димости результатов испытаний с расчетными результатами. А подтверждение промежуточных 
требований по обеспечению заданных тепловых режимов осуществляют расчетным путем. 

В статье рассмотрены задачи по обеспечению теплового режима конструкций космического 
аппарата; классификация устройств, применяемых для обеспечения теплового режима; наземная 
отработка теплового режима спутников связи при тепловакуумных испытаниях; обеспечение те-
плового режима космического аппарата связи при наземных электрических испытаниях; тепловой 
режим конструкций космического аппарата при транспортировании с завода-изготовителя на 
техническую позицию. 

 

Ключевые слова: космический аппарат, тепловакуумные испытания, тепловой режим, система 
терморегулирования. 
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The main requirement for the smooth operation of the spacecraft is its stable thermal regime. A 

particularly difficult task is to ensure a stable temperature control system of the device, taking into account 
strict restrictions on energy and mass costs for temperature control devices. These tasks need to be solved 
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at every stage of the creation of satellites. At each stage, thermal calculations are carried out with the 
choice of optimal thermophysical parameters. This amount of work is about a tenth of all work with the 
satellite. The need for theoretical and experimental refinement of calculation methods is an urgent task that 
will significantly reduce the material and time costs of designing, testing and fine-tuning the device. 
Therefore, the calculation and analysis of the thermal regimes of spacecraft is an important stage in the 
design of satellites. Ground thermal vacuum tests are very costly, both in time and financially. The essence 
of the concept is to conduct only stationary thermal modes under conditions of maximum and minimum 
thermal loads on the satellite as a whole and its individual external elements, followed by ensuring 
convergence of test results with calculated results. And the confirmation of intermediate requirements to 
ensure the specified thermal conditions is carried out by calculation.  

The article considers the tasks of ensuring the thermal regime of spacecraft structures. Classification of 
devices used to ensure the thermal regime. Ground-based testing of the thermal regime of communication 
satellites during thermal vacuum tests. Ensuring the thermal regime of the communication spacecraft 
during ground-based electrical tests. Thermal regime of spacecraft structures during transportation from 
the manufacturer to the technical position. 

 

Keywords: spacecraft, thermal vacuum tests, thermal regime, temperature control system. 
 
Введение  
Обеспечение теплового режима космического аппарата заключается в поддержании темпе-

ратур основных элементов конструкции, приборов, агрегатов, радиоэлементов, газовой и жид-
кой сред в герметичных контейнерах и системах в заданных диапазонах. 

Нарушение теплового режима приводит, как правило, к отказам аппаратуры и невозможно-
сти выполнения задач, возлагаемых на космический аппарат связи по целевому назначению. 

В связи с увеличением продолжительности срока активного существования, потребляемой 
электрической мощности при одновременном повышении требований к снижению относитель-
ной массы, возрастают требования и к система терморегулирования, что усложняет задачи, ко-
торые необходимо решать на всех этапах создания новых спутников связи. При этом необхо-
димо учитывать деградацию теплофизических параметров материалов в условиях воздействия 
факторов космического пространства (радиации, вакуума, высоких и низких температур, цик-
личности их изменений). 

Для того чтобы спроектировать систему терморегулирования космического аппарата связи, 
отвечающую предъявляемым к ней требованиям, одним из важнейших условий является возмож-
ность проведения современными вычислительными средствами большого объема расчетов тем-
пературных полей для условий переменных воздействий внутренних и внешних тепловых нагру-
зок на составные части спутника и спутник в целом в условиях эксплуатации на орбите [11]. 

Не менее сложными являются задачи обеспечения теплового режима космического аппарата 
при наземных испытаниях и экспериментальной наземной отработки теплового режима как от-
дельных узлов, так и космического аппарата в целом с имитацией условий, максимально при-
ближенных к условиям штатной эксплуатации на орбите. 

Проведение расчетов и анализ обеспечения теплового режима космического аппарата осущест-
вляются с момента первых набросков его облика и продолжаются в период эксплуатации при воз-
никновении нештатных ситуаций на борту. Оценка объема работ, выполняемого по обеспечению 
тепловых режимов аппарата, составляет примерно десятую часть от всех работ со спутником. 

Значительный объем работ по обеспечению теплового режима спутников связи выполняется 
также в части имитации условий космического пространства в процессе различного рода испы-
таний в термобарокамере по созданию и применению экранно-вакуумной теплоизоляции, отра-
ботке стойкости оптических покрытий материалов с различной теплопроводностью, проверке 
работоспособности агрегатов системы терморегулирования (гидроблоков, вентиляторов, тер-
морегуляторов), а также устройств и оборудования для заправки теплоносителями замкнутых 
гидравлических и газовых контуров, электронной аппаратуры и т. д. [6]. 
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Классификация устройств, применяемых для обеспечения тепловых режимов косми-
ческих аппаратов связи 

Основным отличием отечественных космических аппаратов является то, что основная ра-
диоэлектронная аппаратура размещена в герметичном контейнере, заполненном газом. Зару-
бежные аналоги не имеют таких герметичных контейнеров [13]. 

Размещение радиоэлектронной аппаратуры в таком контейнере обеспечивает, с одной сто-
роны, рабочее давление, близкое к атмосферному в земных условиях, а с другой – выполняет 
роль циркулирующего теплоносителя для отвода избыточного тепла от электронной аппарату-
ры. Принятие данной компоновки спутника было определено отсутствием бортовой электрон-
ной аппаратуры, которая может надежно работать в условиях открытого космического про-
странства при воздействии глубокого вакуума, высокой степени космической радиации, низких 
и высоких температур, а также резких многоцикличных их изменений. 

Такой вариант размещения радиоэлектронной аппаратуры имеет и свои недостатки. По-
скольку приборы располагаются внутри герметичного контейнера, заполненного газовой сре-
дой, тепловой режим приборов обеспечивается, в основном, путем обдува газом. Приборы рас-
положены в контейнере на платах, параллельных осредненному направлению движения газово-
го потока, но так как они в большинстве своем содержат наружные кожухи, то циркуляция газа 
по внутренним поверхностям приборов недостаточна и, как следствие этого, имеет место зна-
чения температур отдельных элементов приборов более высоких в условиях штатной эксплуа-
тации по сравнению с результатами испытаний в наземных условиях, при которых дополни-
тельная циркуляция газа внутри прибора обеспечивается за счет естественной конвекции, вы-
зываемой гравитацией. Тенденция компактности в развитии радиоэлектронной аппаратуры 
приводит к повышению массовой и энергетической плотности компоновок приборных отсеков 
космического аппарата, в результате чего названная проблема применения герметичных кон-
тейнеров для спутника связи усугубляется тем, что воспроизведение условий штатной эксплуа-
тации с учетом невесомости при обеспечении теплового режима приборов, размещенных в га-
зовой среде, в наземных условиях не представляется возможным. 

Зарубежные спутники связи не имеют герметичных приборных контейнеров. Отвод избы-
точного тепла от приборов осуществляется только путем теплопроводности и излучения тепла 
с поверхностей приборов и их элементов в окружающую среду. Это позволяет обеспечивать 
высокую степень адекватности результатов наземных тепловых испытаний с натурными и тем 
самым обеспечивать более высокую степень гарантий по обеспечению надежности функциони-
рования космического аппарата по целевому назначению. 

Современная тенденция развития спутников связи характерна увеличением срока активного 
существования, энергопотребления, возрастанием плотности тепловых нагрузок, что усложняет 
задачи по обеспечению тепловых режимов спутников [12]. 

Для обеспечения теплового режима космического аппарата с герметичным контейнером, за-
полненным газом, применяется газожидкостная система терморегулирования. Избыточное теп-
ло от приборов передается газу, циркулирующему по замкнутому контуру в контейнере. От 
газа тепло передается в газожидкостный теплообменник жидкому теплоносителю, который пе-
реносит его на внешний излучательный радиатор. Излучательный радиатор представляет собой 
цилиндрическую или плоскую оболочку из алюминиевого сплава с каналами гидромагистрали. 
На его наружную поверхность, освещенную Солнцем, наносится покрытие с малым значением 
коэффициента поглощения солнечного излучения и максимально возможным значением коэф-
фициента излучения (степени черноты) [14]. 

С помощью замкнутого гидравлического контура, с циркулирующим в нем жидким тепло-
носителем, который приводится в движение с помощью гидронасоса, тепло отводится не толь-
ко от теплообменника, но и от наиболее нагруженных в тепловом отношении приборов, напри-
мер, непосредственно от ретранслятора. 

Для надежной работы системы терморегулирования разработан целый ряд узлов и агрегатов, 
обеспечивающих передачу тепла от циркулирующего в контейнере газа к жидкому теплоноси-
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телю в магистрали, а также передачу тепла от жидкого теплоносителя к наземному жидкому 
контуру при проведении электрических испытаний. К ним относятся компактные газожидкост-
ные теплообменники и жидкостные теплообменники. Для заправки газа и жидкого теплоноси-
теля разработаны и применяются клапаны, вентили и обратные клапаны. 

Для активного регулирования тепловым режимом спутника связи при наземных электриче-
ских испытаниях и в условиях штатной эксплуатации разработаны надежные терморегуляторы, 
клапаны-регуляторы, перепускные клапаны. Для создания перепадов давления с целью обеспе-
чения циркуляции в замкнутой газовой магистрали применяются вентиляторы, для жидкостной 
магистрали – гидронасосы.  

Одна из важнейших задач в процессе проектирования и создания космического аппарата 
связи на всех этапах – это проведение тепловых расчетов с выбором оптимальных теплофизи-
ческих параметров. При этом необходимо учитывать изменения теплофизических параметров в 
процессе длительной эксплуатации на орбите.  

 
Наземная отработка теплового режима спутника связи  
Сложность наземной отработки спутника связи связана с трудностями имитации реальных 

космических условий его эксплуатации: глубокого вакуума, невесомости, внешних тепловых 
потоков от Солнца и Земли. 

Для отработки теплового режима на полномасштабном макете спутника требуется термоба-
рокамера с имитатором солнечного теплового потока. Такое испытательное оборудование  
в десятки раз превышает размеры спутника, является сложным и дорогостоящим. Такие испы-
тания называются тепловакуумными. Этапу наземной отработки предшествуют всесторонние 
тепловые расчеты отдельных составных частей спутника и спутника в целом. Для подготовки к 
проведению тепловакуумным испытаний на этапе эскизного проектирования составляется план 
наземной экспериментальной отработки узлов, агрегатов, систем и спутника в целом. При этом 
определяется количество и состав полномасштабных отработочных макетов, необходимого ис-
пытательного оборудования и специализированного места проведения испытаний [15]. 

Так как многие российские спутники имеют в своем составе герметичный контейнер, запол-
ненный газом, то наиболее целесообразной для них явилась активная газожидкостная система,  
с заданными расходными характеристиками по жидкому и газовому теплоносителям, связанным 
между собой в тепловом отношении посредством газожидкостного теплообменника. На полно-
масштабных тепловых макетах спутников устанавливаются соответствующие штатные газожид-
костные системы терморегулирования. При проведении тепловакуумных испытаний, наряду  
с отработкой тепловых режимов спутника, его систем и внешних элементов, отрабатывается так-
же и система терморегулирования, работа ее автоматики по регулированию температур в задан-
ных диапазонах в различных условиях функционирования, переход на резервные комплекты аг-
регатов системы, проверка их работоспособности, а также отработка электронных схем управле-
ния электронасосных агрегатов, вентиляторов и электрообогревателей. В термобарокамере обес-
печивается низкое давление, имитирующее то, какое космический аппарат испытывает в откры-
том космосе, 110-5 мм рт. ст., минимальные температуры не выше –180 °С, для чего применяются 
низкотемпературные азотные экраны. Для имитации переменных тепловых потоков от Солнца на 
различные стороны спутника применяют специальное поворотное устройство, с помощью кото-
рого имитируют вращение спутника относительно направления теплового потока от солнечного 
имитатора и, таким образом, проводят отработку тепловых режимов в условиях, максимально 
приближенных к условиям натурной эксплуатации спутника. За счет этого достигается высокое 
качество и надежность отработки тепловых режимов спутника в наземных условиях [11]. 

Тепловакуумные испытания являются очень дорогостоящими, испытания по полной программе 
проводятся круглосуточно в течение нескольких месяцев и несут большие энергетические затраты.   

Современные достижения в точности методик по расчету температурных полей больших и 
сложных спутников, в быстроте проведения больших объемов расчетов по их тепловым режи-
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мам и их составным частям с применением развитого парка современных вычислительных ма-
шин позволили осуществить новую концепцию проведения тепловакуумных испытаний. Ее 
суть заключается в проведении только стационарных тепловых режимов в условиях макси-
мальных и минимальных тепловых нагрузок на спутник в целом и его отдельные внешние эле-
менты с последующим обеспечением сходимости результатов испытаний с расчетными. А под-
тверждение промежуточных требований по обеспечению заданных тепловых режимов осуще-
ствляют расчетным путем. Это позволяет значительно сократить сроки наземной тепловой  
отработки спутника и снизить финансовые затраты.  

 
Обеспечение теплового режима космического аппарата связи при наземных электри-

ческих испытаниях 
По мере увеличения срока активного существования космического аппарата, из общего ре-

сурса работы бортовой аппаратуры наземные испытания составляют меньший процент, в связи 
с чем резко повышаются требования к качеству их проведения, в том числе к обеспечению теп-
ловых режимов в процессе испытаний. 

Обеспечение теплового режима бортовой аппаратуры до вывода спутника на орбиту делится 
на такие этапы, как обеспечение теплового режима на заводе изготовителе, при выходном кон-
троле, испытаниях аппаратуры, установленной на приборной раме расстыкованного спутника 
(при испытаниях расстыкованного комплекса), испытаниях полностью собранного спутника на 
заводе-изготовителе, в процессе транспортировки до места запуска, при проверках на техниче-
ской позиции, стартовом комплексе, участке выведения спутника на орбиту до отделения его от 
ракеты-носителя и во время включения в работу бортовых систем приборов перед началом 
штатной эксплуатации. 

Тепловые режимы спутника для всех этапов просчитываются во время эскизного проекти-
рования. Многовариантность и усложнение расчетов определяются жесткими ограничивающи-
ми требованиями по энергетическим и массовым затратам на устройства терморегулирования и 
системы терморегулирования в целом. 

Приборы, установленные на приборной раме спутника, должны быть работоспособны в 
нормальных климатических условиях цеха (при температуре окружающего воздуха 10–35 °С) 
без специального термостатирования принудительным обдувом воздуха. Для приборов, охлаж-
даемых жидким теплоносителем системы терморегулирования, разработчики приборов постав-
ляют установки, обеспечивающие циркуляцию жидкого теплоносителя в охлаждаемом контуре 
прибора с расходом равным или близким к расходу жидкого теплоносителя, обеспечиваемого 
систему терморегулирования во время ее штатной работы.  

Для приборов, тепловой режим которых в составе спутника обеспечивается естественной 
конвекцией с помощью бортового вентилятора, применяют технологические наземные венти-
ляторы с интенсивностью открытого обдува, эквивалентной интенсивности обдува бортовым 
вентилятором при штатной эксплуатации. 

При электрических испытаниях расстыкованного спутника до его окончательной сборки, при-
боры, охлаждаемые жидким теплоносителем, как правило, стыкуются с магистралью бортовой 
системой терморегулирования, а для приборов, требующих охлаждения в штатных условиях об-
дувом газа в герметичном контейнере, применяют технологическую вентиляционную установку. 

В процессе электрических испытаний состыкованного спутника обеспечение теплового ре-
жима осуществляет бортовая система терморегулирования, в магистраль которой включается 
жидкостной теплообменник, наружный контур которого подключают к жидкостному контуру 
специальной наземной охлаждающей установки, необходимость применения которой обуслов-
лена недостаточной эффективностью отвода тепла от бортового излучательного радиатора  
в окружающую среду. Если бортовая система терморегулирования содержит только газовый 
контур, то излучающий бортовой радиатор охлаждают путем обдува его воздухом, для чего 
применяется специальная вентиляционная установки с требуемым расходом воздуха и возмож-
ностью как охлаждать излучающий бортовой радиатор, так и подогревать [8]. 
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После окончания электрических испытаний на техническом комплексе в период предстарто-
вой подготовки технологические приспособления снимаются со спутника. 

У спутников с газожидкостной системой терморегулирования жидкостной теплообменник 
отсекается с помощью вентилей, которые входят в состав бортовой системы терморегулирова-
ния. При этом жидкостной теплообменник либо остается на борту, как у спутника «Молния», 
либо снимается со спутника, как на спутниках «Радуга», «Горизонт» и последующих. Следует 
отметить, что наиболее надежный вариант – несъемный технологический жидкостной тепло-
обменник, так как при этом исключается возможность утечки теплоносителя из жидкостного 
контура бортовой системы терморегулирования в процессе отстыковки теплообменника, обес-
печивается более высокая гарантия герметичности бортового жидкостного контура. Тем не ме-
нее, из-за жесткого лимита массы системы терморегулирования, приходится снимать жидкост-
ной теплообменник [14]. 

Тепловой режим космического аппарата при транспортировании с завода-изготовителя на 
техническую позицию определяется и просчитывается на этапе эскизного проектирования  
в зависимости от тактико-технических требований к спутнику. 

До последнего времени многие космические аппараты могли транспортироваться любым 
видом транспорта при температуре окружающего воздуха в диапазоне ±50 °С. Но при этом 
большой объем работы по подготовке спутника к выведению на орбиту приходился на техни-
ческие позиции, что увеличивало время пребывания спутника на космодроме. Кроме того, тре-
бовалась сложная и дорогостоящая аппаратура для предстартовой подготовки спутника, а так-
же присутствие высококвалифицированных специалистов с завода-изготовителя. Это было 
экономически невыгодно. Поэтому в настоящее время начинает проявляться тенденция к тому, 
чтобы максимальный объем работ по подготовке спутника к запуску был выполнен на заводе-
изготовителе. При этом необходимо выполнить условия обеспечения теплового режима во 
время транспортировки с завода-изготовителя на космодром в диапазоне примерно 0–40 °С, 
для чего требуется применение специального термостатируемого контейнера [16]. 

Обеспечение теплового режима космического аппарата в составе ракеты-носителя при транс-
портировке с технической позиции на стартовый комплекс осуществляется подачей воздуха под 
обтекатель. Расход воздуха и его температура обеспечивается наземной установкой в зависимости 
от периода года и погоды. В последние часы перед стартом спутник прогревается до такого уровня, 
чтобы за время выведения на орбиту его температура не вышла за пределы заданного диапазона.  

 
Заключение 
Несмотря на различие между отечественными космическими аппаратами и зарубежными 

аналогами, которое до недавнего времени заключалось в наличии, как правило, герметичного 
приборного контейнера на отечественных спутниках, их технический уровень вполне соответ-
ствовал современному мировому уровню по срокам активного существования, надежности и 
функциональному назначению. Однако на сегодняшний день ведутся разработки бесконтей-
нерных космических аппаратов с применением сотопанелей и тепловых труб.  
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С увеличением количества запускаемых космических аппаратов набирает популярность такое на-

правление, как автоматизация процессов управления космическими аппаратами. Одним из важнейших 
процессов является анализ телеметрических данных при эксплуатации космического аппарата. Науч-
но-образовательный спутник Сибирского государственного университета науки и технологий имени 
академика М. Ф. Решетнёва ReshUCube-1 успешно эксплуатируется на орбите и выполняет свои науч-
ные задачи уже более полугода. В статье рассмотрен перечень основных параметров, анализируемых 
операторами Центра управления полётами для оценки состояния спутника ReshUCube-1. Описан со-
став и основные функциональные характеристики оборудования на космическом аппарате. Приведены 
качественные показатели и количественные пределы для всех описываемых параметров, а также их 
значимость и влияние на функционирование устройств и всего космического аппарата в целом.  
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With the increase in the number of launched spacecraft, such a direction as automation of spacecraft 

control processes is gaining popularity. One of these most important processes is the analysis of telemetry 
data during the operation of the spacecraft. Scientific and educational satellite of the Reshetnev Siberian 
State University of Science and Technology has been successfully exploitated in orbit and has been 
performing its scientific tasks for more than six months. The article considers a list of the main parameters 
analyzed by the operators of the Mission Control Center to assess the state of the ReshUCube-1 satellite. 
The composition and main functional characteristics of the equipment on the spacecraft are described. 
Qualitative indicators and quantitative limits for all described parameters are given, as well as their 
significance and impact on the functioning of devices and the entire spacecraft as a whole. 
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Введение 
С развитием технологий прослеживается тенденция к уменьшению размеров запускаемых 

космических аппаратов. На рынке космического сегмента хорошо зарекомендовали себя  
наноспутники формата CubeSat [1; 2]. Преимуществ у них множество, но в основном можно 
выделить следующие: 

– время на разработку снижается в разы; 
– меньшая стоимость самого спутникового аппарата; 
– меньшая стоимость выведения из-за относительно небольшой массы. 
Из многочисленных достоинств запуска спутников стандарта CubeSat вытекает заметное 

увеличение общего количества запущенных космических аппаратов данного формата [3–5].  
В связи с этим появилось новое направление для исследований и разработки в этой сфере –  
автоматизация процессов управления космическими аппаратами [6]. К примеру, в Сибирском 
государственном университете науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнёва к 2024 г. 
планируется управление уже 6 космическими аппаратами. На данный момент в университете 
ведётся работа с тремя космическими миссиями: 

– спутник ReshUCube-1 на стадии эксплуатации на орбите; 
– спутник ReshUCube-2 будет запущен 26 июня 2023 г.; 
– запуск спутниковой группировки ReshUCube-3 планируется в 2024 г. 
 
Первая космическая миссия CubeSat университета 
9 апреля 2022 г. на орбиту был выведен научно-образовательный спутник ReshUCube-1 [7; 8]. 

Космический аппарат относится к классу наноспутников кубсатов формата 3U (рис. 1), имеет габа-
ритные размеры 10×10×34 см и массу 3,397 кг. Целью 
проекта ReshUCube является вовлечение школьников 
в космическую и научно-исследовательскую деятель-
ность в рамках программы «Дежурный по планете» 
при поддержке Фонда содействиям инновациям [9–
11]. В дополнительные научные задачи входит: 

– получение университетом лётного опыта по 
управлению КА; 

– тестирование перспективной отечественной 
элементной базы; 

– изучение околоземного пространства и земной 
поверхности. 

 
Функциональный состав 
Условно спутник можно разделить на две составляющие: платформу и полезную нагрузку. К 

части полезной нагрузки относят все те устройства, которые определяют назначение космиче-
ского аппарата, цель его функционирования. В частности, спутник ReshUCube-1 был запущен 
для вовлечения школьников в космическую и научную деятельность. Для этого сотрудниками 
лаборатории «Малые космические аппараты» Сибирского государственного университета нау-
ки и технологий имени академика М. Ф. Решетнёва решено было разработать полезную нагруз-
ку “Реконфигурируемая лаборатория” [12]. В рамках концепции реконфигурируемой лаборато-
рии, на КА находится набор различного оборудования и датчиков, используя которое, можно 
выполнять различные эксперименты по следующим тематикам: 

– технологические эксперименты; 
– мониторинг радиационной обстановки; 
– изучение атмосферы и магнитосферы Земли; 
– изучение орбитального движения космического аппарата; 
– наблюдение за земной поверхностью. 

 
 

Рис. 1. Фото спутника ReshUCube-1 
 

Fig. 1. Photos of the ReshUCube-1 satellite 
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Возможность загрузить новое программное обеспечение ПН в процессе полёта позволяет 
реконфигурировать работу лаборатории. 

Платформа космического аппарата – это совокупность всех основных устройств, необходи-
мых для успешного функционирования аппарата на орбите. Для спутника ReshUCube-1 плат-
форма ОрбиКрафт-Про 3U модификации «Профи» (SXC3-GA-ADC) была куплена в компании 
ООО «Спутникс» [13]. Все устройства платформы можно разделить на подсистемы в зависимо-
сти от выполняемых функций: 

1. Система электропитания (СЭП). К этой части относятся плата системы электропитания, 
аккумуляторная батарея (АКБ) из 4 источников питания, солнечные панели. Основная функция 
данной системы – обеспечение электропитанием всех устройств на борту. Помимо этого, блок 
выполняет задачу выполнения алгоритмов живучести: контроль токов, защита от зависания, 
подзаряд аккумуляторных батарей, отключения устройств. 

2. Система радиосвязи. К данной системе относится ультракоротковолновая (УКВ) антенна 
и сам блок приёмопередающего устройства. Помимо основной функции обеспечения связи ме-
жду спутником и наземной станцией управления, трансивер имеет постоянную энергонезави-
симую память для хранения пользовательских расписаний команд. Таким образом, есть воз-
можность управления спутником даже вне зоны радиовидимости. 

3. Система бортового комплекса управления (БКУ). В данную систему входит материнская 
плата с различными устройствами из других систем и бортовой вычислительный модуль, вы-
полняющий роль коммутатора датчиков и конфигурации материнской платы. 

4. Система ориентации и стабилизации (СОС). В данную систему входит множество уст-
ройств: микроконтроллер СОС, блок маховиков, набор солнечных датчиков, магнитные катуш-
ки, датчик угловой скорости и магнитометры. Очевидно, что система необходима для установ-
ления необходимой ориентации космического аппарата, демпфирования угловой скорости,  
а также определения собственной ориентации аппарата. 

 

Маяк 
Для выполнения научной программы требуется поддержание жизнеспособности спутника. 

Для этого операторам центра управления полётами в первую очередь необходимо оценивать 
данные служебной телеметрии, полученной со спутника [14]. Оперативно анализируя состоя-
ние космического аппарата, оператор может вовремя предпринять необходимые действия при 
возникновении нештатных ситуаций и преждевременно предупредить их появление. Основным 
источником информации является сообщение, называемое «маяк», которое периодически рас-
сылается раз в 30 с. В этом пакете данных содержится вся основная телеметрия по состоянию 
системы электропитания и системы радиосвязи: 

– величина температуры АКБ, УКВ-передатчика и усилителя; 
– заряд АКБ; 
– значения токов и напряжений с солнечных батарей; 
– значения счётчика перезагрузок; 
– величина угловых скоростей; 
– значения токов и флагов состояний каналов питания; 
– флаги критичных состояний АКБ; 
– бортовое время. 
Вся полученная со спутника телеметрия хранится в специальной базе данных. При необхо-

димости анализа информации о состоянии космического аппарата, есть возможность выгру-
жать данные с самого начала срока эксплуатации, а также для удобства делать выборки, сорти-
руя по пакетам и периодам времени. 

 

Температура 
Одна из проблем проектирования и эксплуатации космических аппаратов – теплообмен.  

Поэтому температура устройств на борту – это первый важный параметр, на который следует 
обращать внимание при работе с космическим аппаратом. На спутниковой платформе имеется 
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16 штатных температурных датчиков для отслеживания теплового режима работы различных 
устройств. Наиболее важное значение имеет модуль АКБ, так как литий-ионные аккумуляторы 
имеют свои границы рабочих температур: от –20 до +50 °С. На борту ReshUCube-1 установился 
свой рабочий режим [15; 16]. На рис. 2 показан график температур АКБ за апрель 2023 г. Как 
видно из графика, температура АКБ колебалась в пределах от –7 до +15 °С. Среднее значение 
температуры модуля АКБ составляет примерно +3 °С, что является комфортными условиями 
для работы литий-ионных аккумуляторов.  

На рис. 3 показан график температуры приёмопередающих устройств: трансивера и усили-
теля УКВ. На графике можно найти три закономерности. 

 

 
 

Рис. 2. График температуры модуля АКБ 
 

Fig. 2. Battery module temperature graph 

 

 
 

Рис. 3. График температуры трансивера и усилителя УКВ 
 

Fig. 3. Temperature graph of the transceiver and the VHF amplifier 
 
1. Значения температуры этих устройств сильно колеблются, но почти не опускаются до 

значений ниже нуля (за исключением нескольких единичных случаев до –2°): от 0 до +34 °С у 
усилителя и от –2 до +24 °С у самого трансивера. Постоянно положительные значения можно 
объяснить тем, что устройства подсистемы радиосвязи работают постоянно, даже вне зоны ра-
диовидимости, а значит, постоянно нагреваются. 

2. Температура усилителя меняется по тому же закону, что и температура самого трансиве-
ра, но значения всегда немного выше. Это обуславливается особенностями работы устройств: 
при постоянной работе усилитель греется сильнее. 

3. Если рассматривать изменения температуры в рамках каждого сеанса по отдельности, то 
можно заметить, что температура устройств системы радиосвязи постоянно растёт в течение 
сеанса. Это можно объяснить тем, что во время сеанса связи со спутником идёт на порядок бо-
лее усиленный обмен пакетами, тогда как в остальное время спутник только рассылает маяки 
раз в 30 мин и прослушивает эфир.  
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Заряд АКБ 
Следующий важный параметр, контроль которого предотвратит многие проблемы при экс-

плуатации, – заряд АКБ. В спутниковую платформу производителем изначально заложены ме-
ханизмы самоспасения. В табл. 1 описаны граничные значения напряжения и соответствующие 
действия автоматического контроля уровня заряда. Несмотря на то, что на спутнике преду-
смотрена система защиты от разряда, нежелательно допускать таких ситуаций, так как они 
снижают срок службы АКБ. 

 

Таблица 1 
Граничные значения напряжений АКБ 

 

Степень заряда АКБ Граничные значения 
напряжения АКБ, мВ 

Действие 

Нормальное 6700 Штатный режим работы  
Минимальное 6200 Отключение нагревателей АКБ 
Критическое 5700 Отключение всех каналов питания устройств (кроме УКВ) 
Опасный 5200 Отключение УКВ 

 
На рис. 4 показан график изменения напряжений АКБ за апрель 2023 г. Значения варьиру-

ются от 7668 до 7972 мВ, а среднее значение составляет 7881 мВ, все эти значения относятся  
к штатному режиму работы. Это говорит о том, что СЭП спроектирована удачно, что даже при 
активном использовании СОС и других энергозатратных элементов заряд АКБ не опускается 
ниже нормального значения. 

 

 
Рис. 4. График величины напряжения АКБ за апрель 2023 г. 

 

Fig. 4. Graph of the battery voltage for April 2023 

 
Следует отметить, что для удобства оператора и экономии времени предусмотрены специальные 

поля по типу так называемых флагов. Если аппаратура космического аппарата зафиксировала кри-
тичные изменения, то “поднимается флаг” (ставятся флажки в чекбоксе). Пример показан на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Примеры флагов в маяке 
 

Fig. 5. Examples of flags in the beacon 
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Энергия с солнечных панелей 
Токи с солнечных панелей также играют немаловажную роль в оценке телеметрической ин-

формации и анализе энергобаланса космического аппарата. Как видно из графика за апрель 
2023 г., представленном на рис. 6, значения токов каналов солнечных панелей очень сильно и 
быстро изменяются. Ток канала 1 (сторона Z – КА) обозначен как ток СП1, ток канала 2 (сто-
роны Y+ и Y–) обозначен как СП2, ток канала 3 (стороны X+ и X–) обозначен как СП3. Это 
связано с быстрым изменением положения аппарата, в частности, вращением вокруг своих 
осей. Расположение плоскостей (сторон) КА изображено на рис. 7. 

 

 
Рис. 6. График токов солнечных панелей за апрель 2023 г. 

 

Fig. 6. Graph of solar panel currents for April 2023 

 
 

 
 

Рис. 7. Расположение плоскостей на КА 
 

Fig. 7. Location of planes on the satellite 
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Еще одну закономерность можно заметить, анализируя более подробный график за несколь-
ко дней, где видны изменения токов в течение нескольких ближайших сеансов (рис. 8). На гра-
фике чётко видны периоды с нулевыми (или почти нулевыми) значениями, что означает, что 
спутник был в теневой зоне относительно положения Земли и Солнца. 

 

 
 

Рис. 8. График токов солнечных панелей за 1–3 апреля 2023 г. 
 

Fig. 8. Graph of solar panel currents for April 1–3, 2023 

 
Анализируя телеметрические данные о токах солнечных панелей, можно оценивать их уро-

вень деградации и впоследствии корректировать энергобаланс спутника. 
 
Угловые скорости и стабилизация 
Еще одним неотъемлемым параметром при анализе работы КА являются значения угловых 

скоростей спутника. Данные параметры могут изменяться в худшую сторону (увеличиваться), 
что может отрицательно сказываться на качестве связи в канале «космос – Земля», так как по-
ложение диаграммы направленности антенн будет постоянно изменяться. На рис. 9 представ-
лен график изменения угловых скоростей с 10 по 14 мая. В данный период не проводились ни-
какие работы с системой ориентации и стабилизации: не демпфировались угловые скорости, не 
устанавливалась ориентация с помощью блока маховиков. Из графика видно, что даже в преде-
лах одного дня угловые скорости стремительно изменяют не только модуль значения, но и 
знак, что означает изменение направления закручивания. Также можно заметить, что модули 
значений угловых скоростей колеблются в пределах до 8°, что является нормой. Без воздейст-
вия внешних факторов спутник ReshUCube-1 тенденции к закручиванию не имеет. Расположе-
ние осей КА изображено на рис. 10. 

 

 
 

Рис. 9. График значений угловых скоростей за 10–14 мая 2023 г. 
 

Fig. 9. Graph of angular velocity values for May 10–14, 2023 
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Рис. 10. Расположение осей КА 
 

Fig. 10. Location of the satellite axes 

 
Для демпфирования угловых скоростей на аппарате заложен алгоритм гашения угловых 

скоростей B-DOT. Гашение проводится с использованием магнитных катушек, так как, в отли-
чие от гашения с помощью двигателей-маховиков, данный метод уменьшает сам угловой мо-
мент импульса КА, а не использует временный противодействующий момент импульса.  

Угловые скорости требуется демпфировать при значении более 7 °/с. Скорость уменьшения 
значений при использовании магнитных катушек составляет примерно 1°/мин, согласно лёт-
ным данным.  

Вообще стабилизация спутника нарушается при влиянии различных сил: аэродинамических, 
гравитационных, магнитных и радиационных. Ранее было сказано, что тенденции к закручива-
нию КА не имеет. В ходе лётной эксплуатации было выявлено, что в большинстве случаев ста-
билизация ReshUCube-1 нарушается при воздействии крутящего момента блока двигателей-
маховиков на ориентацию. Одной из причин этого является то, что при длительном управлении 
ориентацией маховики переходят в режим насыщения (их скоростей не хватает для того, чтобы 
компенсировать угловой момент КА). В таком случае необходимо включать дополнительную 
систему ориентации для разгрузки маховиков, в частности, магнитные катушки. 

Второй причиной потери стабилизации является то, что, при отключении питания блока 
двигателей-маховиков, сами маховики продолжают бесконтрольно крутиться еще некоторое 
время, раскручивая КА. Для избежания таких ситуаций в циклограмму полёта после циклов 
установления ориентации необходимо заранее закладывать команды для демпфирования угло-
вых скоростей. 

 
Бортовое время и TLE 
Значение бортового времени и данные TLE – это одни из важнейших функциональных па-

раметров. Из-за некоторых релятивистских эффектов теории относительности время на косми-
ческом аппарате постоянно отстаёт, из-за чего накапливается ошибка (примерно 1 с в сутки). 
Важно постоянно мониторить это значение и периодически проводить синхронизацию со вре-
менем на наземной станции. Также одной из регламентных работ с аппаратом является обнов-
ление данных TLE, описывающих движение космического аппарата. Спутник, используя в со-
вокупности бортовую шкалу времени и данные TLE, может самостоятельно определить своё 
местонахождение. Но параметры орбиты постепенно меняются, поэтому данные TLE становят-
ся неактуальными. Считается, что для точного определения местоположения спутника необхо-
димо обновлять орбитальные параметры хотя бы раз в 5 дней. В таком случае погрешность на-
ведения КА на точку Земли составит более 6 км. Для некоторых задач, не требующих высокой 
точности во времени, например, составление расписания сеансов связи для планирования вре-
мени работы операторов, срок годности данных TLE составляет 14 дней, тогда погрешность 
составит уже 460 км, такое расстояние спутник проходит за одну минуту. 
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Заключение 
На основе лётного опыта эксплуатации космического аппарата ReshUCube-1 был выявлен 

перечень параметров телеметрии, необходимых к оценке состояния спутника и его подсистем. 
Приведённые качественные и количественные характеристики позволяют эффективно выстро-
ить процесс оценки телеметрии операторами Центра управления полётами. Появляется воз-
можность переложить некоторые обязанности с операторов на машины, в частности, монито-
ринг жизненно важных параметров телеметрии. Поэтому первый шаг на пути к автоматизации 
процессов эксплуатации космических аппаратов – это определение граничных показателей. Ав-
томатизация процессов эксплуатации позволит без потери качества работы увеличить количе-
ство эксплуатируемых спутников. 
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Комплексными расчетными и экспериментальными исследованиями обоснованы рациональные 

режимы фрезоточения сложноконтурных равноосных поверхностей с высокой точностью формы, 
размеров и параметрами шероховатости. В качестве материала заготовки для изготовления но-
вых оригинальных конструкций инструментов использовались прутки из наноструктурированного 
твердосплавного композита (полученные экструзией бимодальных порошковых смесей WC-Co-
Al2O3) c повышенными показателями по прочности, трещиностойкости и термостойкости. Сово-
купность этих свойств является необходимой предпосылкой для эффективной работы разрабо-
танных конструкций многолезвийных фрез на высоких скоростях резания и в условиях переменных 
циклических нагрузок. Более сложная кинематика совместного вращательного движения инстру-
мента при фрезоточении диктует необходимость новых подходов при назначении рациональных 
режимов резания. Для получения достоверных расчетных формул предварительно были проведены 
численные эксперименты, в том числе симуляция процесса обработки с использованием интегриро-
ванной среды разработки VisualStudio, в которой поддерживается технология WindowsForms. 
Возможность отображения графических 3D-объектов была реализована за счет дополнительного 
программного продукта в виде геометрического ядра Open CASCADE. Численные эксперименты 
с использованием программных продуктов MathCAD и основанные на аналитических положениях, 
предложенных в работе, позволили оценить влияние режимов резания, геометрических парамет-
ров режущей части инструмента (профиля и количества зубьев), кинематики относительного пе-
ремещения в системе «инструмент – деталь» на форму поверхностей и параметры контура (ше-
роховатости, получаемые при фрезоточении. Разработана методика, алгоритм и программа ав-
томатизированного расчета режимов резания, которая верифицирована при проведении натурных 
экспериментов и изготовлении сложнопрофильных деталей из алюминиевых сплавов для приводов 
изделий аэрокосмической отрасли (в форме РК-профиля и деталей цевочной передачи механизмов 
наведения). При этом на основании 3D-модели изделий создавались управляющие программы для 
станков с ЧПУ с использованием MasterCAM. Практическая значимость и технико-экономическая 
эффективность предложенных конструкторско-технологических решений для аэрокосмической 
отрасли заключается в повышении производительности и снижении трудоемкости обработки  
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(в сравнении с базовыми вариантами) за счет использования новых многолезвийных твердосплав-
ных инструментов для высокоскоростного фрезерования (в том числе при обработке композици-
онных материалов). 

 

Ключевые слова: фрезерование, твердосплавный режущий инструмент, математическое моде-
лирование, сложнопрофильные поверхности, алюминиевые и титановые сплавы, композиты, каче-
ство обработки. 
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Complex computational and experimental studies substantiate rational modes of milling of complex 

contour equiaxed surfaces with high accuracy of shape, dimensions and roughness parameters. Bars made 
of nanostructured carbide composite (produced by extrusion of WC-Co-Al2O3 bimodal powder mixtures) 
with increased strength, crack resistance and heat resistance were used as a workpiece material for the 
manufacture of new original tool designs. The combination of these properties is a necessary prerequisite 
for the effective operation of the developed designs of multi-blade cutters at high cutting speeds and under 
conditions of variable cyclic loads. A more complex kinematics of the joint rotational movement of the tool 
during milling dictates the need for new approaches when assigning rational cutting modes. To obtain 
reliable calculation formulas, numerical experiments were previously carried out, including simulation of 
the processing process using the VisualStudio integrated development environment, which supports 
WindowsForms technology. The ability to display graphical 3D objects was implemented using an 
additional software product in the form of the Open CASCADE geometric core. Numerical experiments 
using MathCAD software products and based on the analytical provisions proposed in the work made it 
possible to evaluate the influence of cutting conditions, geometric parameters of the cutting part of the tool 
(profile and number of teeth), kinematics of relative movement in the “tool – part” system on the shape of 
surfaces and contour parameters (roughness obtained during milling. A technique, algorithm and program 
for the automated calculation of cutting conditions has been developed, which has been verified during 
full-scale experiments and the manufacture of complex profile parts from aluminum alloys for drives of 
aerospace products (in the form of a RC profile and parts of a pinion transmission of guidance 
mechanisms). At the same time, on the basis of a 3D model of products, control programs for CNC 
machines were created using MasterCAM. The practical significance and technical and economic 
efficiency of the proposed design and technological solutions is to increase productivity and reduce the 
complexity of processing (in comparison with the basic options) through the use of new multi-edge carbide 
tools for high-speed milling (including when processing composite materials). 

 

Keywords: milling, hard metal tools, mathematical modeling, complex surfaces, aluminum and titanium 
alloys, composites, processing quality. 

 
Введение 
Активное использование современных 3–5-осевых многоцелевых станков с ЧПУ открывает 

расширенные технологические возможности для обработки сложнопрофильных деталей с высо-
кой производительностью и точностью. В то же время, эти цифровые технологии диктуют необ-
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ходимость разработки соответствующих их уровню методов новых конструкций инструмента и 
оснастки для эффективной реализации процессов высокоскоростной прецизионной обработки. 
Особое значение решение этих комплексных задач имеет при обработке сложнопрофильных из-
делий для аэрокосмической отрасли, получаемых из труднодеформируемых при резании мате-
риалов, таких как композиты, титановые и алюминиевые сплавы. К деталям из этих материалов 
предъявляются повышенные требования по качеству обработки (точности размеров и взаимного 
расположения поверхностей, шероховатости), показателям надежности и долговечности.  

Поэтому необходимо учитывать, что процессы формообразования при высокоскоростном 
резании на многоцелевых станках (фрезерование, фрезоточение, точение) имеют ряд особенно-
стей, связанных с так называемым размерным эффектом [1–3]. При назначении режимов реза-
ния, кроме известных общепринятых в теории и практике параметров (углы резания и материал 
режущей части инструмента, свойства материала заготовки, величина усадки, угол наклона по-
верхностей сдвига, усилия резания и др.), необходимо учитывать и другие характеристики [1; 4]. 
Большинство исследователей признают, что одним из наиболее информативных показателей 
при аналитическом описании процессов микрофрезерования является удельная сила резания [5; 6]  
в зоне деформации. В значительной степени ее величина зависит от геометрии режущей части 
многолезвийного инструмента, так же как и профиль полученной при обработке поверхности, 
высота микронеровностей в виде отклонений формы, шероховатость [1]. Однако использование 
известных аналитических методов расчета на основе геометрических и стереологических моде-
лей [6; 7] при проектировании многолезвийных сложноконтурных фрез ограничено, поскольку 
они не учитывают повышенной интенсивности и скорости деформационных процессов. Поэто-
му предпочтительным решением является комплексное использование аналитических и чис-
ленных методов конечно-элементного анализа. Например, в работах [8; 9] этими методами бы-
ла определена минимальная толщина срезаемого слоя конструкционных сталей, оцениваемая  
в зависимости от радиуса режущей кромки (re) соотношением hmin = (0,14 – 0,43) re, при которой 
обеспечивается требуемое качество обработки. Аналогичные значения определены экспери-
ментально при изучении размерных эффектов и особенностей микрофрезерования [10; 11]. Но 
ограничиваться учетом только масштабного фактора при описании особенностей деформаци-
онных процессов высокоскоростной обработки недостаточно [12; 13]. Увеличение скорости 
резания (частота оборотов шпинделя на многоцелевых станках достигает 40000 об/мин), скоро-
сти подачи приводит к существенному изменению кинематических углов резания. В частности, 
может появляться большой отрицательный передний угол [14; 15] и, как результат, возникает 
эффект «плужения» (вместо срезания поверхностного слоя) [1; 6; 13]. Это приводит к росту 
удельной энергии, сконцентрированной в зоне резания, что также характерно именно для про-
цессов высокоскоростной микрообработки [4; 8; 9; 11; 14; 15]. В этом случае преобладает упру-
гая деформация, а в срезаемом слое формируется мелкодробленая стружка. Различия в меха-
низмах разрушения при высокоскоростном резании можно косвенно оценить по форме и раз-
мерам стружки: размеры недеформированных слоев (фрагментов) стружки могут варьировать-
ся от 0,1 до 900 мкм [8; 9; 14]. С увеличением глубины резания материал пластически дефор-
мируется, но до достижения вполне определенной пороговой величины [16]. Характерным при-
знаком процессов микрообработки является также повышенная интенсивность циклических 
деформационных процессов, частота образования поверхностей, элементов сдвига, формирова-
ние в сечении стружки субмикронных ламелей [1]. Теоретическое, аналитическое описание ме-
ханизмов их образования, моделирование и расчет кинематических параметров, при которых 
реализуются различные механизмы формообразования, являются необходимыми условиями 
для определения рациональных режимов резания и обеспечения требуемого качества обработ-
ки. В частности, теоретически и экспериментально обоснованные способы высокоскоростного 
ротационного точения, фрезерования и фрезоточения позволяют повысить интенсивность де-
формационных процессов, обеспечивают эффективное дробление стружки до микронных  
и субмикронных размеров. При этом удается одновременно улучшить качество обработки  
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поверхности по параметрам шероховатости [11; 14; 15]. В работах [16–20] представлен анализ 
проблем и результаты исследований, которые позволяют различными методами повысить эф-
фективность высокоскоростной обработки алюминиевых сплавов: за счет выбора правильной 
стратегии фрезерования [16], назначения рациональных режимов резания [17], сочетания мик-
рофрезерования и электрофизических методов [18], нанесения защитного покрытия на поверх-
ность режущего инструмента [19], оптимизации геометрических параметров фрез [20].  

В работах [21–26] проанализированы основные проблемы, возникающие при обработке раз-
личных композитов (деламинация, вытягивание волокон композита, сколы и непрорезания во-
локон композита), даны рекомендации по геометрии режущей части и конструкции инструмен-
тов [21–24], выбору способов и технологических режимов обработки композитов [25; 26]. Пре-
имущественные отличия высокоскоростного фрезерования по производительности не всегда 
являются гарантией обеспечения требуемого качества поверхностей, особенно при обработке 
изделий на основе труднодеформируемых материалов (алюминиевых и титановых сплавов, во-
локнистых композитов). Имеются объективные ограничения по режимам резания и конструк-
тивному исполнению инструмента при обработке сложнопрофильных поверхностей. Сущест-
вующие проблемы могут быть в значительной степени решены за счет расширенного примене-
ния методов фрезоточения и новых оригинальных конструкций многолезвийных фрез для их 
реализации на станках с ЧПУ [27–29]. Фрезерование с высокой геометрической сложностью 
инструмента позволяет уменьшить объем срезаемого слоя (размеры стружки) и силы резания,  
а также производить трехмерные микрокомпоненты из широкого спектра металлических и не-
металлических материалов, в том числе композиционных. Кроме того, продольную токарную 
обработку с использованием вершинного режущего инструмента можно заменить на фрезото-
чение, которое обеспечивает повышение производительности обработки за счет совмещения 
вращательных движений заготовки и инструмента при одновременном повышении показателей 
качества поверхностей. При высокоскоростном фрезоточении, кроме уменьшения объема 
стружки (толщина срезаемого слоя может быть сопоставима с радиусом кромки инструмента), 
изменяются и механизмы разрушения материала заготовки – разрушение происходит преиму-
щественно в упругой зоне без существенной пластической деформации. Известны методы ма-
тематического моделирования и изучения влияния кинематики относительного перемещения  
в системе «инструмент – заготовка» на форму получаемых при обработке сложнопрофильных 
поверхностей (равноосных контуров) тел вращения [30].  

Более того, задаваясь геометрией инструмента, режимами резания и траекторией относи-
тельного движения точек инструмента и заготовки можно управлять формой получаемой по-
верхности детали [31]. Но задачи разработки новых конструкций фрез и методов численной 
оценки деформационных процессов в срезаемом слое на основе метода конечных элементов 
(МКЭ), применительно к фрезоточению и высокоскоростным прецизионным методам фрезеро-
вания, требуют своего решения так же, как и проблемы создания управляющих программ для 
станков с ЧПУ. Задачи математического описания кинематики процессов фрезоточения, назна-
чения и оптимизации режимов резания остаются недостаточно изученными как теоретически, 
так и экспериментально.   

Цель работы – теоретическое и экспериментальное обоснование кинематических параметров 
и режимов высокоскоростного фрезерования для повышения производительности и качества 
обработки сложнопрофильных поверхностей деталей. 

 
Методика и аппаратура проведения исследований 
Экспериментальные исследования по фрезоточению проводились на токарно-фрезерном 

станке с ЧПУ (модель DMG MORI CTX 310) с приводным инструментом (рис. 1, а). В качестве 
заготовок при проведении испытаний использовался круглый прокат из алюминиевого сплава 
Д16 ГОСТ 4784-97 и стали 45 ГОСТ 1050-2013. Изучение высокоскоростного фрезерования 
композиционных материалов на основе углеродной ткани УТ – 900 – 3 и эпоксидной смолы 
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Этал – 200М проводили на роботе-манипуляторе Kuka KR 90 R3100 extra HA 9 с установлен-
ным на нем шпинделем H6161H0902 (рис. 1, б).  

В качестве инструментов использовались собственные оригинальные конструкции много-
лезвийных фрез-роутеров [31] (рис. 1, в, г), использованных при испытаниях в сравнении с ана-
логами фирм ISCAR (Израиль) и SANDVIK (Швеция). Фреза-аналог 2Р350 – 1000 – ОА О12М 
(фирма Sandvik).  

Для изучения обрабатываемости алюминиевых сплавов были дополнительно спроектирова-
ны многолезвийные концевые фрезы, 3D-модели которых приведены на рис. 1, д, е.  
 

 

 

 
а б 

  
в г 

  
д е 

 

Рис. 1. Оборудование и оснастка для проведения экспериментов: 
а – токарно-фрезерный станок с ЧПУ DMG MORI CTX 310; б – робот Kuka KR 90 R3100 extra HA (Япония)  
и шпиндель H6161H0902; в, г – 3D-модель новой конструкции многолезвийной фрезы-роутера EMC-D10-90-1 

и профиль зубьев; д, е – геометрия режущей части концевых фрез для обработки алюминиевых сплавов 
 

Fig. 1. Equipment and tool set for experiments: 
a – CNC turning and milling machine DMG MORI CTX 310; b – robot Kuka KR 90 R3100 extra HA (Japan)  

and spindle H6161H0902; c, d – 3D model of a new design of the EMC-D10-90-1 multi-blade cutter-router  
and tooth profile; e, f – geometry of the cutting part of end mills for processing aluminum alloys 

 
В качестве независимых переменных были приняты следующие параметры режимов реза-

ния: So – продольная подача инструмента на оборот обрабатываемого вала, 0,15–1,2 мм/об; nз – 
число оборотов заготовки, 50–1000 об/мин; υр – скорость резания, 310–933 м/мин; nф – число 
оборотов фрезы, 6000–18000 об/мин; t   глубина резания, 0,1–1,5 мм. Качество обработанной 
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поверхности образцов оценивалось по двум вы-
сотным параметрам шероховатости Ra, Rz на про-
филометре модели Tr 220 (КНР), диапазон измере-
ний 160 мкм (от –80 до +80 мкм). Анализ микро-
структуры образцов и морфологии стружки прово-
дился на растровых электронных микроскопах 
HITACHI TM 1000 и JEOL JSM-7001F. 

Изготовление цельных твердосплавных фрез 
производили на шлифовальном станке ANCA RX7 
по специально разработанным управляющим про-
граммам, с учетом всех конструктивных парамет-
ров спроектированных фрез (рис. 2). В качестве 
материала заготовки для изготовления инструмен-
та использовались прутки из наноструктурирован-
ного твердосплавного композита (полученные экс-
трузией бимодальных порошковых смесей WC-Co-Al2O3) c повышенными показателями по 
прочности, трещиностойкости и термостойкости [32; 33]. Совокупность этих свойств является 
необходимой предпосылкой для эффективной работы разработанной конструкции многолез-
вийной фрезы на высоких скоростях резания и в условиях переменных циклических нагрузок.  

Разработанные новые конструкции фрез из твердосплавного композита имеют расширенную 
область применения и соответствуют группам P, N, М, S по стандарту ISO 513:2012.  

 
Моделирование процессов фрезоточения 
В процессе обработки детали по методу фрезоточения инструмент совершает два движения: 

поступательное вдоль оси детали (so) и вращательное движение вокруг собственной оси (nф),  
а обрабатываемая заготовка при этом вращается вокруг собственной оси (nд). Возможно как 
перпендикулярное (рис. 3, а) положение оси вращения фрезы относительно оси вращения заго-
товки, так и соосное (рис. 3, б). В первом случае реализуется торцевая схема обработки, а во 
втором – контурная.  

 

  
а б 

 

Рис. 3. Схемы обработки поверхностей при фрезоточении 
 

Fig. 3. Schemes of surface treatment during milling 

 
Необходимым условием для достижения высокой точности и производительности при обра-

ботке деталей фрезоточением является назначение оптимальных режимов резания.  
Более сложная кинематика совместного вращательного движения инструмента при фрезото-

чении, естественно, влияет и на методику расчета режимов резания. Для получения достовер-
ных расчетных формул предварительно были проведены численные эксперименты, в том числе 
симуляция процесса обработки с использованием интегрированной среды разработки 

 
 

Рис. 2. Образцы новых конструкций твердо-
сплавных фрез для проведения испытаний 

 

Fig. 2. Samples of new designs of carbide 
milling cutters for testing 
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VisualStudio, в которой поддерживается технология WindowsForms. Возможность отображения 
графических 3D-объектов была реализована за счет дополнительного программного продукта в 
виде геометрического ядра Open CASCADE (рис. 4). 

 

  
 

Рис. 4. Кинематическая схема и профиль поверхности при торцевом фрезоточении 
 

Fig. 4. Kinematic scheme and surface profile during face milling 

 
По результатам численных оценок по первой схеме торцевого фрезоточения были разрабо-

таны комплексная методика и расчетные формулы для определения основных режимов резания 
(1–6) приведенные ниже. 

Диаметр обрабатываемой заготовки определится по формуле: 
 

Dm = DW – 2 · ap,                                                                  (1) 
 

где ap – глубина резания. Угол смещения по шагу: 
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где x – шаг винтовой линии. 
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где z – число зубьев фрезы, fz – подача на зуб, nt – частота вращения инструмента. 
Подача на зуб и подача в осевом направлении определятся по формулам (4), (5): 
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И, наконец, скорость фрезы по спиральной траектории: 
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Расчеты по формулам (1)–(6) показывают существенный (до 2 раз) прирост скорости реза-
ния и производительности по объему срезаемого материала по сравнению с точением. 

Дополнительное движение подачи фрезы (sf) при контурной (сосной) схеме обработки  
(рис. 3, б) обеспечивает также возможность обработки сложнопрофильных поверхностей, таких 
как равноосные контуры с регулярным профилем, циклоидальные, винтовые и т. д. 

При моделировании процессов соосного фрезоточения и в экспериментальной части работы 
использовалась оригинальная конструкция многолезвийного инструмента, которая сочетает  
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в себе элементы «обычного» срезания слоя материала и роутера. Повышенная интенсивность и 
частота циклов срезания поверхностного слоя предполагают повышение производительности  
и качества обработки поверхности детали. Именно этим объясняется эффективность использо-
вания высокоскоростного прецизионного фрезоточения по схеме, представленной на рис. 3, б. 
Численные эксперименты с использованием программных продуктов MathCAD, основанные на 
аналитических положениях, предложенных в работе, позволили оценить влияние режимов ре-
зания, геометрических параметров режущей части инструмента (профиля и количества зубьев), 
кинематики относительного перемещения в системе «инструмент – деталь» на форму поверх-
ностей и параметры контура (шероховатости, получаемые при фрезоточении).  

Теоретическое изучение возможностей использования процессов фрезоточения для получе-
ния более сложных поверхностей типа равноосных контуров (рис. 5) потребовало разработки 
более сложных математических моделей с применением специализированных CAD-систем. 

 

  
 

a б в 
 

Рис. 5. Результаты моделирования профилей поверхностей деталей:  
а – профиль треугольника Рело; б – циклоида; в – многогранник  

 

Fig. 5. The results of modeling the profiles of the surfaces of parts:  
а – profile of the Reuleaux triangle; b – cycloid; c – polyhedron 

 
Угловые скорости инструмента и детали были заданы в качестве входных данных в модели 

процесса фрезерования для определения профиля обработанной поверхности, а при определе-
нии требуемой траектории эти параметры и их соотношения варьировались. Инструментальные 
режущие поверхности образуются в результате пересечения плоскости передней поверхности  
с производящей поверхностью фрезы. Описание движений инструмента и детали представлено 
в виде системы уравнений (7) и матрицы вращения детали (8). Например, при соотношении уг-
ловых скоростей 1/3: ωI = 2π3, ωD = –2π, где ωI – угловые скорости инструмента, ωD – угловые 
скорости детали. 
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где rI – координаты точек перемещения инструмента; δφ – расстояние между режущими кром-
ками; ε – отношение радиусов фрезы и заготовки.  

Дискретность расчетов задавалась шагом параметра t. В зависимости от количества режу-
щих кромок фрезы N и шага между зубьями K изменяется угол поворота δφ – формула (10) и 
контур обрабатываемой поверхности (9): 
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r(t, δφ) = MZ( t ) rI (t, δφ),                                                     (9) 
 

 


360 deg
K K

N   .                                                        
(10) 

 

Результаты моделирования показывают, что фрезоточение позволяет получать различные 
профили на детали (рис. 5). Примеры профилей и шероховатости поверхности, полученные фре-
зерованием при различных значениях числа зубьев N, угловых скоростей инструмента ωI и заго-
товки ωD, расстояний между осью инструмента и деталью , представлены на рис. 5. Например, 
для равноосного контура RC в форме треугольника Рело (рис. 5, а) координаты точек (изменение 
угла фигуры равноширокой) могут быть определены по формулам p (t) = 9 – cos (3t). 

Описание равноширокой кривой в соответствии с моделью производится путем определения 
координат точек x, y по формулам (11) и (12). 
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На основании приведенных выше формул, описывающих процесс формирования равноосно-
го контура, был разработан алгоритм и создана программа расчета, позволяющая автоматизи-
ровать процедуру определения координат точек. Построение профиля колеса цевочной переда-
чи осуществляется после расчета основных исходных параметров. Например, для детали редук-
тора с передаточным отношение 8 и номинальным диаметром обоймы 50 мм диаметр колеса 
будет равен 44,444 мм и диаметр цевок 8,73 мм. После вспомогательных построений с наложением 
контуров заготовки и инструмента получаем массив промежуточных окружностей (рис. 6, а) и кон-
тур цевочного колеса (рис. 6, б). 

 

  
а б 

 

Рис. 6. Построение контура цевочного колеса:  
а – массив промежуточных окружностей; б –  профиль детали 

 

Fig. 6. Constructing the outline of the lantern wheel:  
а – аrray of intermediate circles; b – part profile 

 
Для получения траектории движения фрезы необходимо выполнить операцию «смещение 

объектов». Величина смещения должна быть равна радиусу фрезы, а траектория представляет 
собой замкнутый контур из дуг двух различных радиусов (рис. 7, а). В случае, если диаметр 
фрезы будет равен диаметру цевки, траектория будет состоять из дуг одного радиуса (рис. 7, б). 

Ниже приводится алгоритм и фрагменты реализации управляющей программы для изготов-
ления деталей привода циклоидной передачи механизмов управления спутниковой связи. Для 
получения координат траектории можно воспользоваться встроенными средствами CAD-среды 
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API для трансформации кривых в набор точек с последующим получением зависимости угла 
поворота детали от точки траектории. СAD-среда предоставляет возможность получения пара-
метров кривых через интерфейс с последующей обработкой в сторонних программных продук-
тах (рис. 8). 

 

  
а б 

 

Рис. 7. Траектория для фрезы диаметром, равным диаметру цевок:  
а – замкнутый контур из дуг двух различных радиусов; б – траектория из дуг одного радиуса 

 

Fig. 7. Trajectory for a cutter with a diameter equal to the diameter of the pins:  
а – closed contour of arcs of two different radii; b – trajectory of arcs of the same radius 

 

 

 
а б 

 

Рис. 8. Получение характеристик дуги в SolidWorks (а) и интерфейс приложения (б) 
 

Fig. 8. Obtaining arc characteristics in SolidWorks (a) and Application interface (b) 

 
Поскольку при фрезоточении фреза перемещается только по одной координате, то для фор-

мирования траектории выбираются наборы точек координаты X и угла поворота заготовки 
(табл. 1).  

Причем для получения профиля методами фрезоточения необходимо произвести соответст-
вующую корректировку на вращение заготовки. Эту процедуру можно произвести на основа-
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нии 3D-модели изделий при создании управляющих программ для станков с ЧПУ с помощью 
программного продукта MasterCAM. 

 

Таблица 1 
Соотношение положения фрезы от угла поворота заготовки 

 

№ п/п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Положение 
фрезы относи-
тельно заготов-
ки, мм 

–19,57 –19,59 –19,6 –19,62 –19,63 –19,65 –19,66 –19,68 –19,69 –19,71 –19,72

Угол поворота 
заготовки, град. 

2,94 2,94 2,93 2,92 2,91 2,9 2,89 2,89 2,88 2,87 2,86 

 
Экспериментальные исследования процессов высокоскоростного фрезерования.  

Результаты и обсуждения  
Назначение режимов резания при фрезоточении для получения сложноконтурных равноосных 

поверхностей изделий аэрокосмической отрасли  производилось с помощью управляющих про-
грамм для станков с ЧПУ. В качестве основных параметров для верификации результатов моде-
лирования при проведении экспериментальных исследований использовались значения точности 
размеров и формы равноосных контуров, шероховатости поверхности, обработанной фрезоточе-
нием при изготовлении реальных деталей в производственных условиях. В результате удалось  
с высокой точностью размеров, формы и требуемым качеством поверхностного слоя изготовить 
детали в форме РК-профиля (треугольника Рело) (рис. 9, а). Процесс постадийной обработки при 
получении контура детали для привода (цевочной передачи) представлен на рис. 9, б–г. 

 

  
а б 

  
в г 

 

Рис. 9. Сложноконтурные поверхности деталей, полученные фрезоточением:  
а – треугольник Рело; б – схема наладки при фрезоточении; в – профиль циклоиды  

для цевочной передачи; г – готовая деталь 
 

Fig.9. Complex contour surfaces of parts obtained by milling:  
а – Reuleaux triangle; b – setup diagram for milling;  
c – cycloid profile for lantern drive; d –  finished part 
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Высокая интенсивность процессов фрезоточения подтверждается результатами изучения 
микроструктуры поверхностного слоя. Обнаружено повышение микротвердости  деталей из 
стали на глубину до 80 мкм в 2,5 раза по сравнению с основой, т. е. этот способ обработки ре-
занием может быть использован вместо термообработки. При этом обеспечивается высокое ка-
чество поверхности по шероховатости, что исключает необходимость дополнительных чисто-
вых (финишных) операций. Косвенным подтверждением преимуществ высокоскоростных ви-
дов фрезоточения являются результаты электронно-микроскопических исследований формы и 
размеров стружки. Для экспериментальной проверки численных результатов исследований ме-
тодом МКЭ использовались значения шероховатости поверхности. Морфологию стружки, по-
лученной фрезоточением алюминиевого сплава многолезвийной контурной фрезой, иллюстри-
рует рис. 10. Размеры стружки изменяются в диапазоне от 2 до 50 мкм, причем при более де-
тальном изучении обнаруживается, что крупные по размеру типы стружек представляют собой 
агломераты из фрагментов с размерами 480– 880 нм (рис. 10, б). 

 

  
а б 

 

Рис. 10. Морфология алюминиевой стружки, полученной при фрезоточении:  
а – распределение по размерам,  400; б – наноструктурированный фрагмент стружки  

 

Fig. 10. Morphology of aluminum chips obtained by milling:  
а – size distribution,  400; b – nanostructured chip fragment 

 
В процессе экспериментальных исследований подтверждена также возможность повышения 

качества поверхностей волокнистых композитов при высокоскоростной обработке с использо-
ванием новых оригинальных  конструкций многолезвийных фрез-роутеров (см. рис. 1, в, г и 2). 
При проведении экспериментальных исследований влияния режимов резания на параметры 
шероховатости использовалась образцы-свидетели из углепластика (рис. 11, а), полученные 
параллельно из того же материала, который применялся для изготовления изделий (рис. 11, б). 

 

  
 

Рис. 11. Образцы для изучения высокоскоростного фрезерования композитов на основе углепластиков:  
а – образцы для испытаний; б – изделия 

 

Fig. 11. Samples for studying high-speed milling of composites based on carbon fiber:  
a – samples for testing; b – products 
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Изображения обработанных поверхностей показывают, что обеспечивается эффективный 
поперечный срез волокон (рис. 12, а, б). Это можно объяснить увеличенной частотой циклов 
срезания (до 4000–6000 с–1). Косвенным подтверждением эффективности работы инструмента 
является морфология стружки – ее размеры варьируются в диапазоне от 3 до 8 мкм (рис. 12, в, г), 
т. е. коррелируют с шероховатостью обработанной поверхности (рис. 12, а). 

  

  
а б 

 
 

в г 
 

Рис. 12. Результаты электронно-микроскопического исследования:  
а – обработанная поверхность стеклопластика; б – обработанная поверхность углепластика;  

в – морфология стружки стеклопластика; г – морфология стружки углепластика 
 

Fig. 12. Results of electron microscopic examination: 
a – treated surface of fiberglass; b – treated surface of carbon fiber; 
c – morphology of fiberglass chips; d – morphology of CFRP chip 

 
Коэффициент дробления стружки при глубине фрезерования 0,5 мм и скорости вращения 

4000 об/мин равен k = 250. Этот факт косвенно подтверждает повышение производительности 
процесса обработки и уменьшение удельной силы резания.  

Применение высокоскоростной обработки деталей из композиционных материалов под-
тверждает эффективность использования новых конструкций многолезвийных фрез (качество 
обработки соответствует характеристикам лучших мировых аналогов). В качестве подтвержде-
ния результаты экспериментальных исследований преобразованы (представлены) в виде срав-
нительных диаграмм измерения шероховатости поверхности углепластиков по параметрам Ra и 
Rz различными типами фрез (рис. 13, 14).  

Применение высокоскоростной обработки деталей из композиционных материалов под-
тверждает эффективность использования новых конструкций многолезвийных фрез (качество 
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обработки поверхности по шероховатости соответствует характеристикам, полученным при 
использовании лучших мировых инструментов-аналогов).  

 
 

Рис. 13. Шероховатость обработанной поверхности Ra после сравнительных испытаний 
различными конструкциями фрез 

 

Fig. 13. Roughness of the machined surface Ra after comparative tests with different cutter designs 

 

 
 

Рис. 14. Результаты замеров параметра Rz после сравнительных испытаний 
 

Fig. 14. Results of measurements of parameter Rz after comparative tests 

 
Заключение 
По результатам комплекса расчетных и экспериментальных исследований можно сделать 

следующие основные выводы: 
1. Предложенные на основании исследований полуэмпирические расчетные формулы доста-

точно адекватно отражают результаты натурных экспериментов и позволяют определять ра-
циональные режимы резания для получения сложнопрофильных  поверхностей типа равноос-
ного контура.  

2. Натурными экспериментами подтверждена практическая значимость и технико-
экономическая эффективность предложенных конструкторско-технологических решений – 
фрезоточением изготовлены сложнопрофильные детали приводов, причем время обработки с 6 
ч на электроэрозионном станке G-64S (в базовом варианте технологического процесса)  сокра-
тилось до 18 мин. 

3. Многолезвийная конструкция новой фрезы – роутера с трапецеидальной формой режу-
щей кромки зуба обеспечивает повышение качества обработки композиционных материалов, а 
именно, снижение шероховатости и дефектности поверхностного слоя (на уровне лучших ми-
ровых аналогов). 
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4. Экспериментальные исследования позволили оценить влияние режимов резания, геомет-
рических параметров режущей части инструмента (профиля и количества зубьев), кинематики 
относительного перемещения в системе «инструмент – заготовка» на форму и размеры сложно-
контурной поверхности, полученной фрезоточением. 
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В работе рассмотрено влияние двух технологий альфирования (окисления) на структуру и свой-
ства деформируемого титанового сплава ВТ6, который применяют, в частности, в авиационной и 
космической промышленности. Нанесение оксидного покрытия методами химико-термической 
обработки (ХТО) позволяет компенсировать основной недостаток сплава – низкую износостой-
кость поверхности. Повышается исходный комплекс свойств.  

Объектами исследования являются титановый сплав ВТ6 и его оксидные покрытия. Сравнивали 
два образца детали с оксидными покрытиями, полученными по разным технологиям. Первая тех-
нология – альфирование в мелкозернистом графите, вторая – альфирование в вакууме. 

Цель работы – выяснить влияние двух технологий альфирования на структуру и свойства спла-
ва ВТ6. 

Альфирование проведено: 1) в мелкозернистом графите при температуре 800±10 °С с выдерж-
кой в течение 8 ч; 2) в электропечи при температуре 760–780 °С в вакууме 10–1 – 10–3 мм рт. ст.  
в течение 1,5–2 ч.  

Выполнено исследование микроструктуры (световая и электронная микроскопия).  
Использовали микроскоп типа Carl Zeiss Axio Observer A1m с применением цифровой камеры, 

переходных устройств преобразования оптического сигнала, компьютер. 
Проведена статистическая обработка по программе SIAMS700.  
Электронно-микроскопические исследования выполнены с использованием растрового электрон-

ного микроскопа (РЭМ) EVO 50 с энергодисперсионным микроанализатором INCA Energу 350.  
Рентгенофазовый анализ проведен с помощью рентгеновского дифрактометра Shimadzu 

XRD7000, Япония (излучение CuKa, монохроматор), в следующем режиме: диапазон от 5 до 70° по 
шкале 2θ, шагом 0,03°, скорость сканирования 1,5 °/мин. Исследовали порошки, полученные с двух 
видов покрытий.  

Микротвердость образцов измеряли на микротвердомере DM8 по ГОСТ 9450–76. Износостой-
кость сплава оценивали на специальной лабораторной установке. 

Выяснен фазовый состав и структура сплава ВТ6 после альфирования. 
В диффузионном слое обнаружены: после альфирования в графите – фазы TiO2; Ti3O; TiN. По-

сле альфирования в вакууме – TiO2; Ti6O11. В альфированном слое после обработки в графите выяв-
лены зерна α – твердого раствора, интерметаллиды Ti-Al-V, Ti-V и Ti-Al; в альфированном слое 
после обработки в вакууме содержится больше титана, также выявлены участки со 100 % (ат.) 
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титана; видна область твердого раствора (α) и интерметаллиды Ti-Al-V, Ti-V и Ti-Al. Толщина 
оксидированного слоя составляет в среднем 103,6 мкм (графит), а в вакууме – 66,8 мкм. Средний 
размер зерна в слое составляет 17,2 мкм (графит); 6,0 мкм (вакуум). Установлено, что химико-
термическая обработка (альфирование) способствует существенному повышению микротвердо-
сти в диффузионном слое. На поверхности получена твердость HV580 (вакуум) и HV724 (графит). 
Альфирование в графите и вакууме обеспечивает износостойкость изделия, однако лучший резуль-
тат получен после альфирования в вакууме. Обе технологии улучшают свойства, но выгоднее про-
водить альфирование в вакууме, так как в этом случае процесс проводят в течение 2-х ч вместо 8 
ч в графите. Альфирование (оксидирование) обеспечивает износостойкость сплава ВТ6, что спо-
собствует надежной работе изделия при эксплуатации. 

 
Ключевые слова: альфирование, титановый сплав ВТ6, микроструктура, микротвердость, из-

носостойкость, рентгенофазовый анализ. 
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The paper considers the influence of two technologies of alfing (oxidation) on the structure and 
properties of the deformable titanium alloy BT6, which is used, in particular, in the aviation and space 
industries. The application of oxide coating by methods of chemical-thermal treatment (CTO) allows to 
compensate for the main drawback of the alloy – low wear resistance of the surface. The initial set of 
properties increases. The objects of research are titanium alloy BT6 and its oxide coatings. Two samples of 
the part with oxide coatings obtained by different technologies were compared. The first technology is 
alfing in fine-grained graphite, the second is alfafing in a vacuum. 

The aim of the work is to find out the influence of two technologies of alfing on the structure and 
properties of the BT6 alloy. Alfalfing was carried out: 1) in fine-grained graphite at a temperature of 800 ± 
10 ° C with exposure for 8 hours; 2) in an electric furnace at a temperature of 760–780 ° C in a vacuum of 
10-1 – 10-3 mm Hg. art. for 1.5–2 hours. A study of the microstructure (light and electron microscopy) was 
performed. We used a microscope type Carl Zeiss Axio Observer A1m using a digital camera, adapter 
devices for converting an optical signal, a computer. Statistical processing was carried out according to 
the SIAMS700 program. Electron microscopic studies were performed using a scanning electron 
microscope (SEM) EVO 50 with an energy-dispersive microanalyzer INCA Energ 350. 

X-ray phase analysis was carried out using an X-ray diffractometer Shimadzu XRD7000, Japan (CuKa 
radiation, monochromator), in the following mode: range from 5 to 70 ° on a scale of 2θ, increments of 
0.03°, scanning speed of 1.5 ° / min. Powders obtained from two types of coatings were investigated. 

The microhardness of the samples was measured on the DM8 microhardometer according to GOST 
9450–76. The wear resistance of the alloy was assessed at a special laboratory installation. The phase 
composition and structure of the BT6 alloy after alphoning were clarified. In the diffusion layer, the 
following were detected: after alphonation in graphite – TiO2 phases; Ti3O; TiN. After carbonation in 
vacuum – TiO2; Ti6O11. In the alphad layer, after processing in graphite, grains of α – solid solution, 
intermetallics Ti–Al-V, Ti–V and Ti–Al were detected; the alphied layer contains more titanium after 
treatment in vacuum, and areas with 100% (at.) titanium have also been identified; the region of solid 
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solution (α) and the intermetallics Ti–Al-V, Ti–V and Ti–Al are visible. The thickness of the oxidized layer 
is on average 103.6 μm (graphite), and in a vacuum - 66.8 μm. The average grain size in the layer is 17.2 
μm (graphite); 6.0 μm (vacuum). It has been established that chemical-thermal treatment (alfing) 
contributes to a significant increase in microhardness in the diffusion layer. The hardness of HV580 
(vacuum) and HV724 (graphite) was obtained on the surface. Alfalfing in graphite and in vacuum ensures 
the wear resistance of the product, but the best result is obtained after alfafing in a vacuum. Both 
technologies improve the properties, but it is more profitable to carry out alfing in a vacuum, since in this 
case the process is carried out within 2 hours instead of 8 hours in graphite. Alfing (oxidation) provides 
wear resistance of the BT6 alloy, which contributes to the reliable operation of the product during 
operation. 

 
Keywords: alphoning, titanium alloy BT6, microstructure, microhardness, wear resistance, X-ray phase 

analysis. 
 
Введение 
Известны достоинства титана: малая плотность (4,5 г/см3), высокая удельная прочность, 

коррозионная стойкость, технологичность при обработке давлением и свариваемость, хладо-
стойкость, высокая стойкость против солнечной радиации, немагнитность и другие ценные фи-
зико-механические характеристики. 

Сплавы титана используют в ракетно-космической технике, судостроении, транспортном 
машиностроении. Создание высокопрочных титановых сплавов привело к появлению сверх-
звуковых самолетов. Считают, что титановые сплавы перспективны для использования в пище-
вой промышленности. Их применяют в холодильной и криогенной технике, медицине, строи-
тельстве (Япония). 

Структура и свойства титановых сплавов приведены в работах [1–9]. Сплавы имеют низкую 
износостойкость. Для повышения антифрикционных свойств детали из титановых сплавов под-
вергают альфированию (оксидированию), т. е. поверхность титановых сплавов насыщают ки-
слородом при повышенных температурах. Окисление приводит к образованию на поверхности 
окисной пленки и слоя твердого раствора кислорода в титане (альфированный слой). Техноло-
гии альфирования даны в [10–16]. Происходит химико-термическая обработка. Альфирование 
выполняют, в частности, в мелкозернистом графите [12], вакууме [13]. 

Цель данной работы – выяснить влияние двух технологий альфирования на структуру и 
свойства сплава ВТ6. 

 
Материалы и методика исследования 
Для исследования выбран титановый деформируемый сплав ВТ6. Его легируют алюминием 

(от 5,3 до 6,8 % масс.) и ванадием (от 3,5 до 5,3 % масс.) [17]. Структура и свойства сплава ВТ6 
описаны в источниках [1–9]. 

Химико-термическую обработку провели для гильзы из сплава ВТ6. Альфирование (оксиди-
рование) проводили по двум технологиям:  

1) в мелкозернистом графите при температуре 800±10 °С с выдержкой в течение 8 ч [12];  
2) электропечи при температуре 760–780 °С в вакууме 10–1–10–3 мм рт. ст. в течение 1,5–2 ч [13]. 
Металлографические исследования образцов, нарезанных из гильзы, проведены на установке 

оптико-компьютерной металлографии, которая включает микроскоп типа Carl Zeiss Axio Ob-
server A1m с применением цифровой камеры, переходных устройств преобразования оптического 
сигнала, компьютер. Исследования структуры выполнили при увеличениях ×200, ×500, ×1000. 

Для количественного анализа полученных изображений использовали программное обеспе-
чение SIAMS700. 

Электронно-микроскопические исследования выполнены с использованием растрового 
электронного микроскопа (РЭМ) EVO 50 с энергодисперсионным микроанализатором INCA 
Energу 350.  
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Рентгенофазовый анализ проведен с помощью рентгеновского дифрактометра Shimadzu 
XRD7000, Япония (излучение CuKa, монохроматор), в следующем режиме: диапазон от 5 до 
70° по шкале 2θ, шагом 0,03°, скорость сканирования 1,5 °/мин. Исследовали порошки, полу-
ченные с двух видов покрытий.  

Микротвердость образцов измеряли на микротвердомере DM8 по ГОСТ 9450–76 [18]. Изме-
рение проведено при нагрузке 100 гс (980,665 мН) от края образца к центру. Расстояние между 
центрами двух соседних отпечатков – 70 мкм, расстояние между двумя соседними рядами от-
печатков – 70 мкм. Между рядами отпечатков также присутствует смещение от края к центру 
образца на 10 мкм. Оценивали микротвердость альфированных покрытий, полученных по двум 
технологиям. На каждом образце делали 60 измерений. Вычислены средние арифметические 
полученных значений микротвердости. 

Испытание на стойкость образцов к износу проводили на специальном приспособлении.  
Через щель продевали ленты из шлифовальной бумаги зернистости P120 (величина абразивно-
го зерна 100–125 мкм), на которую укладывали образец. Далее образец прижимали грузом ве-
сом 1 кгс и протягивали ленту. Отрезок ленты, истирающий поверхность, имеет длину 1 м, ши-
рину 1 см. После протягивания образец очищали от абразивной пыли и взвешивали на весах 
ВЛТЭ-150 с точностью до 0,001 г, после чего повторяли испытание. В итоге путь износа каждо-
го образца составил 10 м. 

 
Результаты исследований и их обсуждение 
Металлографический анализ. Сплав ВТ6 относят к системе титан – алюминий (6 %) – вана-

дий (4 %). Это деформируемый двухфазный α+ сплав, где α – твердый раствор алюминия  
(и ванадия) в α-Ti c ГПУ решеткой;  – твердый раствор алюминия (и ванадия) в β-Ti c ОЦК 
решеткой. Титан – полиморфный металл. Легирование сплава ВТ6 алюминием упрочняет и ста-
билизирует α-фазу, повышает температуру Ас3, снижает удельный вес сплава. Ванадий являет-
ся -стабилизатором. Он снижает температуру α+→ -перехода, которая для сплава ВТ6 равна 
960–1000 °С [1; 4]. В работе [9] приведена диаграмма состояния системы титан-алюминий.  
В богатой титаном области образуются два интерметаллида Тi3Аl (α2-фаза) и ТiА1 (γ-фаза). Фа-
за α2 (Тi3А1) имеет ГПУ кристаллическую структуру, близкую к решетке α-фазы, но отличается 
от нее упорядоченным расположением атомов титана и алюминия. Фаза γ (TiAl) обладает упо-
рядоченной тетрагонально искаженной гранецентрированной структурой, аналогичной сверх-
структуре СuАu, в которой слои, упакованные атомами титана, чередуются со слоями, заняты-
ми атомами алюминия.  

В богатой титаном области происходят два перитектических превращения: (ж + β) → α (при 
1475 ºС) и (ж + α) → γ (при 1447 ºС). При более низкой температуре (1118 ºС) наблюдается  
эвтектоидный распад α-фазы по схеме α → α2 + γ. Растворимость алюминия в α-Ti уменьшается 
с понижением температуры и составляет 10, 9 и 7 % (по массе) при температурах 900, 800  
и 600 °С соответственно.  

Кислород является α-стабилизатором, т. е. расширяет область α-фазы. Диаграмма состояния 
системы титан-кислород приведена на рис. 1. 

Кислород значительно растворяется в α-Ti и резко повышает температуру полиморфного 
превращения титана [19]. При 1720 °С протекает перитектическая реакция Ж + (α-Ti) → (-Ti). 
Максимальная растворимость кислорода в (-Ti) составляет 8 % (ат.) при 1720±25 °С. Темпера-
тура плавления (α-Ti) достигает максимума, равного 1885±25 °С при содержании примерно  
24 % (ат.) кислорода. При дальнейшем увеличении содержания кислорода температура плавле-
ния сплавов несколько снижается. При температурах ниже 600 °С существуют два оксида Ti3O 
и Ti2O с гексагональной кристаллической решеткой. При этих температурах в сплавах с более 
высоким содержанием титана возможно образование субоксида Ti6O. 

В системе титан – кислород возможно наличие следующих промежуточных фаз: Ti3O, Ti2O, 
Ti3O2, TiO, αTiO, αTi2O3, αTi3O5, Ti3O5, TiO2 (TiO2 – рутил; TiO2 – анатаз; TiO2 – броокит) [19]. 
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Рис. 1. Диаграмма состояния системы титан-кислород [19; 20] 
 

Fig. 1. Diagram of the state of the titanium-oxygen system [19; 20] 
 

Исследованные микроструктуры и результаты их обработки приведены на рис. 2–12.  
 

  
а б   

  

в   г   
 

Рис. 2. Микроструктуры сплава ВТ6 после альфирования в графите: 
а–г – поверхностный слой; д, е – центр образца; а – ×200; б – ×500; в, г – ×1000; д – ×500; е – ×1000 (Начало) 

 

Fig. 2. Microstructures of BT6 alloy after alfalfing in graphite:  
а–г – is the surface layer; д, е – is the center of the sample; а – ×200; б – ×500;  

в, г – ×1000; д – ×500; е – ×1000 (Начало) 
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Рис. 2. Окончание  
Fig. 2. Окончание 
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Рис. 3. Микроструктуры сплава ВТ6 после альфирования в вакууме:  

а, б – поверхностный слой; в, г – центр образца; а, в – ×500; б, г – ×1000  
 

Fig. 3. Microstructures of BT6 alloy after carbonation in vacuum:  
а, б – surface layer; в, г – the center of the sample; а, в – ×500; б, г – ×1000 

 
Исследование показало, что в центре образца присутствуют две фазы глобулярного (равно-

осные зерна) типа α+: α – светлая;  – темная (см. рис. 2, 3). 
Выполнена статистическая обработка микроструктур после альфирования в графите (рис. 4, 7), а 

также после альфирования в вакууме (рис. 10) в программе SIAMS 700. Результаты представ-
лены на гистограммах (рис. 5, 6, 8, 9, 11, 12). 
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Рис. 4. Микроструктура сплава ВТ6 после альфирования в графите. ×200 
 

Fig.. 4. Microstructure of BT6 alloy after alfalfing in graphite. ×200 

 
 

 

 

Количество измерений 25 
Минимальная длина, мкм 10,5 
Максимальная длина, мкм 23,0 
Средняя длина, мкм 17,0 

 

Рис. 5. Толщина тёмного слоя покрытия после альфирования в графите 
 

Fig. 5. Thickness of the dark coating layer after alfalfing in graphite 

 
 

 

 

Количество измерений 20 
Минимальная длина, мкм 62,2 
Максимальная длина, мкм 118,0 
Средняя длина, мкм 93,6 

 

Рис. 6. Толщина светлого слоя после альфирования в графите 
 

Fig. 6. Thickness of the light layer after alfalfing in graphite 

 
После альфирования в графите выявлено несколько диффузионных слоев (рис. 4), которые 

отличаются по цвету. На поверхности образца наблюдается тонкий темный слой (окисная 
пленка) толщиной 17,0 мкм (средн.). Затем виден светлый альфированный слой толщиной 93,6 
мкм (среднее значение). Общая толщина покрытия, рассчитанная путём сложения средних зна-
чений толщины темного и светлого слоёв, составляет 110,6 мкм (рис. 5, 6). 

Также измеряли толщину слоя в образце после альфирования в графите по микроструктуре, 
показанной на рис. 7. 
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Рис. 7. Микроструктура сплава ВТ6 после альфирования в графите. ×200 
 

Fig. 7. Microstructure of BT6 alloy after alfalfing in graphite. ×200 
 

 

 

Количество измерений 22 
Минимальная длина, мкм 80,3 
Максимальная длина, мкм 122,7 
Средняя длина, мкм 96,5 

 

Рис. 8. Толщина покрытия после альфирования в графите (тёмный и светлый слои) 
 

Fig. 8. Coating thickness after alphoning in graphite (dark and light layers) 

 
Средняя толщина покрытия (тёмного и светлого слоёв вместе) на рис. 7 составляет 96,5 мкм 

(рис. 8). 
Определяли размер зерна в диффузионном слое, полученном после альфирования в графите 

(рис. 9). Среднее значение размера зерна 17,2 мкм. 
 

 

 

Количество измерений 34 
Минимальная длина, мкм 7,4 
Максимальная длина, мкм 34,5 
Средняя дл на, мкм 17,2 

 

Рис. 9. Размер зерна в диффузионном слое (альфирование в графите) 
 

Fig. 9. Grain size in the diffusion layer (alfalfing in graphite) 

 
Альфирование в вакууме (рис. 10) способствовало образованию светлого альфированного 

слоя толщиной 56,2 мкм (рис. 11). На поверхности слой окислов не выявлен. 
Средний размер зерна в диффузионной зоне согласно рис. 12 составил 6 мкм (вакуум). 
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Рис. 10. Микроструктура сплава ВТ6 после альфирования в вакууме. ×500 
 

Fig. 10. Microstructure of BT6 alloy after alfalfing in vacuum. ×500 

 

 

 

Количество измерений 8 
Минимальная длина, мкм 49,3 
Максимальная длина, мкм 66,8 
Средняя длина, мкм 56,2 

 

Рис. 11. Толщина слоя покрытия, полученного после альфирования в вакууме 
 

Fig. 11. Thickness of the coating layer obtained after alfalfing in vacuum 

 

 

 

Количество измерений 28 
Минимальная длина, мкм 2,9 
Максимальная длина, мкм 9,6 
Средняя длина, мкм 6,0 

 

Рис. 12. Размер зерна в покрытии, полученном после альфирования в вакууме 
 

Fig. 12. Grain size in the coating obtained after alfalfing in vacuum 

 
Согласно литературным данным [12], толщина покрытия изделия должна составлять ≥ 40 мкм. 

Предлагаемые технологии позволили получить слой (минимальные значения) ≥ 72 мкм (гра-
фит) и ≥ 49 мкм (вакуум), что обеспечивает выполнение требования к детали. 

Структура деформированных титановых сплавов в значительной степени определяется тем-
пературно-скоростными условиями деформации [5]. 

В структуре возможно наличие двойников. Фаза α имеет ГП кристаллическую решетку.  
В титане с ГП решеткой направление двойникования <1011>. Плоскость двойникования {1012} 
[1; 2]. 
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В альфированном слое (α-фаза, ГП решетка) в отдельных светлых зернах наблюдаются па-
раллельные линии (пластины). Это может быть связано с полиморфным превращением титана 
при нагреве:  (ОЦК) →α (ГП). Согласно принципу структурного и размерного соответствия 
П.Д. Данкова и С. Т. Конобеевского, форма и ориентировка зародышей новой фазы при кри-
сталлизации в анизотропной среде должны способствовать минимуму поверхностной энергии, 
а минимум получается при наибольшем сходстве в расположении атомов на соприкасающихся 
гранях старой и новой фаз. В титане при полиморфном превращении  (ОЦК) →α (ГП) взаимно 
параллельные плоскости: {001} параллельна {110}α. Взаимно параллельные направления: 
<110> параллельно <111>α. Лившиц Б. Г. в работе [21] поясняет, что в металлах «почти всегда 
при образовании новой фазы α внутри старой  между фазами наблюдается большее или мень-
шее структурное соответствие, то есть имеются плоскости и направления, сходные по распо-
ложению атомов. В случае достаточного соответствия форма кристаллов образующейся фазы 
зависит от анизотропии упругих свойств обеих фаз. Если модули упругости фазы α для всех 
направлений меньше, чем модули упругости фазы , то фаза α при охлаждении выделится в 
виде пластин». Эту пластинчатую форму фазы α можно наблюдать на  рис. 10. 

 
Электронно-микроскопическое исследование. Изображения, полученные в ходе исследова-

ния на РЭМ, представлены на рис. 13–19. Ниже каждого изображения приведены данные о хи-
мическом составе выделенных областей (спектров).  
  

Спектр Al Ti V 
1  88,69 11,31 
2 12,07 87,93  
3 13,63 86,37  
4 14,33 85,67  
5 8,69 80,76 10,55 
6 15,18 84,82  
7  86,19 13,81 

 
Рис. 13. Микроструктура и химический состав в спектрах (ат. %)  

сплава ВТ6 (графит, центр образца) 
 

Fig. 13. Microstructure and chemical composition in spectra (at. %)  
of BT6 alloy (graphite, sample center) 

 
Обнаружены зерна твердого раствора (спектр 2, рис. 13): 12,07 % алюминия; 87,93 % титана. 

Видны интерметаллиды: 88,69 % титана; 11,31 % ванадия (спектр 1); 8,69 % алюминия; 80,76 % 
титана; 10,55 % ванадия (спектр 5); 86,19 % титана; 13,81 % (ат.) ванадия (спектр 7). 

В структуре на рис. 14 видны зерна α-фазы (спектр 2: 78,68 % титана; 14,60 % алюминия). 
Выделения по границам зерен (спектр 1) – фаза, содержащая 12,32 % алюминия; 71,03 % тита-
на; 10,58 % ванадия. Имеется фаза с кислородом (спектр 4): 77,26 % кислорода; 3,95 % алюми-
ния; 12,64 % титана. Спектры 5, 6, 7 – фазы по границам зерен α – твердого раствора. Содержат 
11, 02–12,17 % алюминия; 68,73–70, 66 % титана; 9,82–12,06 % ванадия. Спектр 8-фаза, содер-
жащая 15,50 % алюминия и 78,80 % титана. Спектр 9 – твердый раствор на основе титана  
(90,23 % титана).  
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Спектр O Al Ti V 
1  12,32 71,03 10,58 
2  14,60 78,68  
4 77,26 3,95 12,64  
5  11,90 68,73 10,13 
6  12,17 70,66 9,82 
7  11,02 70,51 12,06 
8  15,50 78,80  
9   90,23  

 

Рис. 14. Микроструктура и химический состав в спектрах (ат. %)  
альфированного слоя сплава ВТ6 (графит) 

 

Fig. 14. Microstructure and chemical composition in the spectra (at. %)  
of the alphad layer of the alloy BT6 (graphite) 

  

Спектр Al Ti V 
1 4,51 84,25 11,24 
2 6,49 89,95 3,55 
3 7,70 90,26 2,04 
4 7,29 89,71 3,01 
5 7,17 91,11 1,73 
6 4,81 82,18 13,02 
7 5,39 81,64 12,98 

 

Рис. 15. Микроструктура и химический состав в спектрах (ат. %)  
альфированного слоя сплава ВТ6 (вакуум) 

 

Fig. 15. Microstructure and chemical composition in the spectra (at. %)  
of the alphad layer of the BT6 alloy (vacuum) 

 
В слое кислород не обнаружен (рис. 15). Выявлена область твердого раствора: 7,17 % алю-

миния; 91,11 % титана; 1,73 % ванадия (спектр 5). По границам видны интерметаллиды: 4,51 % 
алюминия; 84,25 % титана; 11,24 % ванадия (спектр 1); 4,81 % алюминия; 82,18 % титана;  
13,02 % ванадия (спектр 6); 5,39 % алюминия; 81,64 % титана; 12,98 % (ат.) ванадия (спектр 7).  

Ученые многих стран проявили интерес к изучению тройной диаграммы титан – алюминий – 
ванадий, так как сплавы этой системы важны для использования в различных областях совре-
менной промышленности. Так, в 2014 г. опубликована работа китайских учёных [21], в которой 
исследована тройная система Al–Ti–V. Выполнен анализ 42-х литературных источников. При-
ведены сведения о двойных системах Al–Ti, Ti–V, Al–V. Выполнено термодинамическое моде-
лирование. Построены изотермические разрезы при 800, 900, 1000, 1100, 1200 °С. Получено 
хорошее соответствие между экспериментальными и расчетными данными. Уточнены фазы 
тройной системы. Авторы считают [21], что работа позволит разрабатывать новые сплавы на 
основе системы Al-Ti-V.  

 

Рентгенофазовый анализ. Изучали порошки двух образцов после оксидирования по двум 
технологиям. Обнаружены оксиды TiO2, Ti3O, Ti6O11 и нитрид титана TiN (рис. 16). В образце, 
альфированном в графите, в поверхностном слое выявлены фазы TiO2, Ti3O, TiN. В образце, 
альфированном в вакууме – TiO2 и Ti6O11. 
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Также выполнен рентгенофазовый анализ в центре образца. Выявлены фазы Al3Ti17  
((Al,V)3Ti17) – 94,8 %; Ti0.7V0.3 – 5,2 % (рис. 17).  

 

 
 

Рис. 16. Рентгенофазовый анализ сплава ВТ6 после альфирования  
в среде графита (1) и вакууме (2) 

 

Fig. 16. X-ray phase analysis of BT6 alloy after alphoning  
in graphite medium (1) and in vacuum (2) 
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Рис. 17. Рентгенофазовый анализ сплава ВТ6 (центр) 
 

Fig. 17. X-ray phase analysis of BT6 alloy (center) 

 
Исследование микротвердости. Установлено, что химико-термическая обработка способст-

вует существенному повышению микротвердости в диффузионном слое (рис. 18). 
Альфирование в графите позволило получить микротвердость HV724 на расстоянии 10 мкм 

от поверхности. Затем значения микротвердости уменьшаются и при расстоянии 100 мкм мик-
ротвердость составляет HV315. 
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Альфирование в вакууме позволило получить микротвердость HV580 на расстоянии 10 мкм 
от поверхности. Затем значения микротвердости уменьшаются и при расстоянии 100 мкм мик-
ротвердость составляет HV320. 
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Рис. 18. Микротвердость альфированного сплава ВТ6 

 

Fig. 18. Microhardness of the alphad alloy BT6 

 
Исследование износостойкости. Результаты испытаний представлены на рис. 19. 
Исследования позволили выяснить, что альфирование по двум технологиям обеспечивает 

износостойкость изделия, однако лучший результат получен после альфирования в вакууме. 
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Рис. 19. Потеря массы образца (Δm) сплава ВТ6 при длине пути  

абразивного износа (L) 1–10 м после альфирования в графите и вакууме 
 

Fig. 19. Loss of sample mass (Δm) of BT6 alloy at abrasive wear path length (L) of 1–10 m  
after alfalfing in graphite and in vacuum 

 
Заключение 
1. Выяснен фазовый состав и структура сплава ВТ6 после альфирования:  
– в диффузионном слое после альфирования в графите обнаружены фазы TiO2; Ti3O; TiN, 

после альфирования в вакууме – TiO2; Ti6O11; 
– в альфированном слое после обработки в графите выявлены зерна α – твердого раствора, 

интерметаллиды Ti-Al-V, Ti-V и Ti-Al; после обработки в вакууме содержится больше титана, 
также выявлены участки со 100 % (ат.) титана, видна область твердого раствора (α) и интерме-
таллиды Ti-Al-V, Ti-V и Ti-Al.  
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Толщина оксидированного слоя составляет в среднем 103,6 мкм (графит), а в вакууме – 66,8 
мкм. Средний размер зерна в слое составляет 17,2 мкм (графит); 6,0 мкм (вакуум). 

2. Установлено, что химико-термическая обработка (альфирование) способствует сущест-
венному повышению микротвердости в диффузионном слое. 

Альфирование в графите позволило получить на поверхности HV724 (10 мкм). Затем значения 
микротвердости уменьшаются и при расстоянии 100 мкм микротвердость составляет HV315. 

Альфирование в вакууме позволило получить на поверхности HV580 (10 мкм). Затем значения 
микротвердости уменьшаются и при расстоянии 100 мкм микротвердость составляет HV320. 

3. Исследования позволили выяснить, что альфирование в графите и вакууме обеспечивает 
износостойкость изделия, однако лучший результат получен после альфирования в вакууме. 

4. Альфирование по двум технологиям способствует получению диффузионных слоёв тол-
щиной более 40 мкм (по требованию конструкторской документации), приводит к повышению 
микротвердости и износостойкости. Однако можно рекомендовать альфирование сплава ВТ6 
проводить в вакууме, так как данную технологию осуществляют в течение 2 ч вместо 8 ч (в 
графите). 
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Развитие современных материалов и технологий изготовления элементов конструкций лета-

тельных аппаратов из полимерных композиций требует обоснования выбора технологической ос-
настки. Основными критериями выбора материала технологической оснастки являются физико-
технические характеристики материала, обеспечение требуемых точностей изготовления осна-
стки, а также экономическая целесообразность. Выбор материала оснастки зависит от техноло-
гии изготовления элементов конструкции из полимерных композиционных материалов. В работе 
представлена методика выбора материала оснастки для изготовления деталей методом вакуум-
ной инфузии. Представлены результаты сравнительного анализа типовых материалов оснастки, 
используемых в производстве. Показано, что основными критериями при проведении сопостави-
тельного анализа являются: температура эксплуатации, стойкость к воздействию растворите-
лей, устойчивость к механическим воздействиям; ремонтопригодность; значение коэффициента 
линейного температурного расширения (КЛТР); стабильность геометрии оснастки и ее герме-
тичность. Результаты сопоставительного анализа показали, что для изготовления оснастки, при 
использовании в технологическом процессе высоких температур, наиболее целесообразными явля-
ются металлы и углепластик. В работе представлен алгоритм выбора материала оснастки для 
изготовления деталей из полимерных композиционных материалов. Отмечено, что при изготовле-
нии элементов конструкции на основе стеклопластика и углепластика материал оснастки следует 
выбирать такой же, что и у детали. Это позволяет, во-первых, обеспечить одинаковые КЛТР, 
что важно при горячем формовании детали, а, во-вторых, устранить коробление детали в процес-
се ее остывания на оснастке. Однако достижение заданных точностей такой оснастки требует 
учета обработки оснастки гелькоутом после ее изготовления. В работе приведен подход к количе-
ственной оценке экономической целесообразности выбора материала оснастки. Показано, что 
только совокупность технических, технологических и экономических факторов позволяет обосно-
вать целесообразность используемого материала оснастки для конкретного производства эле-
ментов конструкции летательного аппарата. 

 
Ключевые слова: инфузия, материал оснастки, элементы конструкции летательного аппарата. 

 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 24, № 3 
 

 606

Tool material selection methodology for aircraft elements design 
 

K. V. Faizullin, M. P. Danilaev*, A. V. Polyaev, S. A. Semin, T. I. Rakipov 
 

State Budgetary Educational Institution of Higher Education Kazan National Research Technical University 
named after A. N. Tupolev – KAI (KNRTU – KAI) 
10, K. Marx St., Kazan, 420111, Russian Federation 

*E-mail: danilaev@mail.ru 
 
The technology and technological equipment selection have to be substantiating for the modern 

materials for product the aircraft construction elements from polymer composition. The physical and 
technical characteristics of the material, ensuring the required accuracy of manufacturing equipment, as 
well as economic feasibility are the main criteria for choosing the material of technological equipment. The 
material equipment choosing is depends on the polymer composite construction technology manufacturing. 
The methodic of rigging materials selection for aircraft constriction elements production from polymer 
composition by vacuum infusion is considered in that paper.  The results of a comparative analysis of 
typical materials equipment used in production are presented are considered in that paper. It is shown that 
the main criteria for a comparative analysis are:  temperature, resistance to solvents, resistance to 
mechanical stress; maintainability; the value of the coefficient of linear thermal expansion; the stability of 
the geometry of the equipment and its tightness. It was showing that the metals and carbon fiber composite 
are the most appropriate for equipment manufacture that used in high temperature processes 
manufacturing composite components. The materials equipment algorithm choosing for polymer composite 
components manufacturing is considered in that paper. It is noted that the same material have to be 
choosing for equipment manufacturing as the carbon fiber or fiberglass polymer composite component. 
This allows to ensure the same CLTE, which is important in hot forming of the composite component, and 
to eliminate warping of the composite component during its cooling on the equipment. However, the 
equipment gelcoat processing has to be taking into account for specified accuracy achievement. The 
quantitative assessment of the economic feasibility of material equipment choosing is considered in that 
paper. It is shown that only a combination of technical, technological and economic factors makes it 
possible to substantiate the expediency of the rigging material used for the specific production of aircraft 
construction elements. 

 

Keywords: Infusion, rigging material, aircraft structural elements. 
 

Введение 
Технология инфузии получила широкое распространение при изготовлении элементов кон-

струкции летательных аппаратов (ЛА) из полимерных композиционных материалов (ПКМ) [1–
5]. Причем, эту технологию используют для изготовления как силового набора ЛА (шпангоуты, 
невелюры) [6], так и для изготовления обшивок и даже интерьеров ЛА [2; 7]. Данный метод 
изготовления элементов конструкций ЛА позволяет обеспечить наименьшее количество дефек-
тов (пустоты, поры) в слоях ПКМ при относительно невысокой стоимости технологического 
оснащения [1; 4; 5]. Повышение требований к точности изготовления деталей из ПКМ, приме-
нение новых компонентов ПКМ (смолы, тканные и нетканные материалы), а также экономиче-
ские аспекты, например, в части серийности изделий, требуют пересмотра методики выбора 
материала оснастки при использовании технологии инфузии. Применяемые в настоящее время 
материалы оснастки обладают различными показателями физико-технических характеристик. 
Например, оснастки из древесноволокнистой плиты средней плотности (МДФ) обладают хо-
рошей обрабатываемостью, но плохой стойкостью к воздействию внешних факторов (темпера-
тура, влажность и пр.). Оснастки из металлов, например, дюралюминия, обладают зеркальными 
характеристиками: сложнее в обработке, но стойки к внешним воздействиям [8–10].  

В настоящее время отсутствуют четкие методические рекомендации по выбору материала 
оснастки с учетом экономической целесообразности и их физико-технических характеристик. 
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При изготовлении серийных изделий влияние стоимости оснастки снижается в зависимости  
от увеличения объёма изготавливаемых на ней изделий [11; 12]. Однако при этом одновремен-
но возрастает износ оснастки, который может привести к существенному снижению точности 
элементов конструкции ЛА. Целью настоящей работы является разработка методики выбора 
материала оснастки для изготовления элементов конструкции ЛА методом вакуумной  
инфузии. 

 
Методика исследований 
Выбор материала оснастки предполагает формализацию критериев, по которым такой выбор 

будет осуществляться. Основными, практически важными, критериями являются: температура 
эксплуатации, стойкость к воздействию растворителей, устойчивость к механическим воздей-
ствиям; ремонтопригодность; значение коэффициента линейного температурного расширения 
(КЛТР); стабильность геометрии оснастки и ее герметичность [1, 13, 14]. Выбор этих критериев 
обусловлен, в том числе, следующими соображениями.  
Температура эксплуатации оснастки. Температурные режимы изготовления элементов 

конструкции ЛА методом вакуумной инфузии определяются типами используемых смол и тех-
нологиями их полимеризации [1; 3; 4]. Например, при изготовлении изделий с использованием 
эпоксидного связующего ТО200 (ТУ 2257-055-59846689-2016, ООО «Итекма», Россия) осуще-
ствляют нагрев до 180 оС для полимеризации смолы. При этом материал оснастки должен не 
только выдержать такую температуру и не подвергнуться деструкции, но и сохранять форму  
с заданной точностью. 
Стойкость к химическому воздействию. Оснастка не должна повреждаться растворителями 

или специализированными разделительными составами. Оснастка должна легко очищаться от 
остатков смолы и разделительных антиадгезивных составов с помощью растворителей, реко-
мендуемых для смол. 
Устойчивость к механическим воздействиям и ремонтопригодность. Оснастка должна 

быть стойкой к внешним механическим воздействиям. Причем материал оснастки должен до-
пускать возможность ремонта рабочей поверхности в случае ее повреждения, например, исти-
рания или появления сколов в процессе ее эксплуатации. 
Требование низкого значения КЛТР обусловлено использованием высокотемпературных 

процессов полимеризации заготовок готовых изделий. Причем КЛТР материала оснастки дол-
жен быть близок к КЛТР полимерного композиционного материала изделия. Следует отметить, 
что учёт расширения оснастки в процессе нагрева не гарантирует отсутствие короблений дета-
ли после формования [15]. 
Герметичность. Вакуумирование подготовленной заготовки изделия при ее изготовлении 

методом вакуумной инфузии требует высокой герметичности материала оснастки. Наличие пор 
в материале оснастки может привести к появлению дефектов (пузырьков, пор) в конечном из-
делии. 

 
Результаты и их обсуждение 
Сопоставительный анализ часто используемых материалов оснастки представлен в таблице. 
В таблице приняты следующие обозначения: «+» – критерий выполняется; «±» – критерий 

выполняется частично; «–» – критерий не выполняется; k – максимальное количество деталей, 
которое может быть изготовлено на данной оснастке с учетом ее износа. Стоимость изготовле-
ния оснастки приведена относительно оснастки из МДФ с размерами 2×2×2 м. 

Анализ существующих на рынке материалов для изготовления оснастки показывает, что при 
использовании в технологическом процессе высоких температур наиболее целесообразными 
являются металлы и углепластик. Алгоритм выбора материала оснастки для изготовления эле-
ментов конструкции ЛА из ПКМ методом вакуумной инфузии представлен на рис. 1. 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал. Том 24, № 3 
 

 608

Сопоставительный анализ материалов оснастки 
 

 МДФ 
Модельный 
пластик 

Дюралюми-
ний (Д16Т) 

Сплав  
Инвар 

Стекло-
пластик 

Углепластик 

Стойкость к темпе-
ратуре 

– ± + + – + 

Стойкость к раство-
рителям 

± ± + + ± ± 

Стойкость к механи-
ческим воздействиям 

– – ± + ± ± 

Ремонтопригодность ± + ± ± + + 
КЛТР ± – – + ± + 
Стабильность гео-
метрии 

– ± + + ± ± 

Герметичность – ± + + ± ± 
Приведенная стои-
мость изготовления 
оснастки (Е) 

1,0 2,5±0,3 10,0±1,0 20,0±2,0 7,0±0,7 10,0±1,0 

k 1 3 200 300 70 100 

 
 

 
 

Рис. 1. Алгоритм выбора материала оснастки для изготовления элементов конструкции ЛА из ПКМ 
 

Fig. 1. Algorithm of material equipment’s selection for aircraft component manufacturing from composite 

 
 
Тем не менее следует отметить перспективность использования модельного пластика в каче-

стве материала оснастки. По сути, модельный пластик представляет собой полимерный компо-
зиционный материал с дисперсным наполнением. В качестве связующего в этом материале 
обычно используются полиуретаны различных марок. За счет выбора наполнителя, его концен-
трации, а также марки полиуретана возможно обеспечить характеристики, удовлетворяющие 
заданным требованиям технологического процесса. В настоящее время на рынке представлены, 
в основном, зарубежные марки модельного пластика, которые далеко не всегда удовлетворяют 
требованиям производства. Например, значительный КЛТР по сравнению с углепластиком и 
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наличие открытых ячеек (пор) (см. таблицу) требуют дополнительных затрат на изготовление 
технологической оснастки. Пример изготовления оснастки из модельного пластика представлен 
на рис. 2. 

 

        
 

а                                                                                 б 
 

Рис. 2. Изготовление оснастки из модельного пластика: 
а – заготовка мастер-модели на станке с ЧПУ; б – заготовка для изготовления мастер-модели  

из модельного пластика на каркасе из МДФ 
 

Fig. 2. Equipment manufacturing from model plastic:  
a – blank master model; b – blank for the master model manufacturing from MDF 

 
Отдельно следует отметить, что при изготовлении элементов конструкции из стеклопласти-

ка и углепластика материал оснастки следует выбирать такой же, что и у детали. Это позволяет, 
во-первых, обеспечить одинаковые КЛТР, что важно при горячем формовании детали,  
а во-вторых, устранить коробление детали в процессе ее остывания на оснастке. Однако даже в 
этом случае не всегда удается обеспечить высокую точность заданных размеров деталей. На-
пример, это может быть связано с использованием «гелькоута» в структуре такой оснастки в 
отличие от мастер-модели, на которой она располагается (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Оснастка из углепластика 
 

Fig. 3. Carbon fiber composite equipment 

 
Это, в свою очередь, повышает требования к точности изготовления оснастки, а, следова-

тельно, следует ожидать повышения ее стоимости. 
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При оценке экономической целесообразности при выборе материала оснастки следует учи-
тывать не только ее приведенную стоимость E (см. таблицу), но и себестоимость (∑) партии 
деталей, изготовленных с ее использованием: 

 

1
,

k n
X n Y

k

 
                                                            (1) 

 

где X – себестоимость одной детали, Y – себестоимость одной оснастки для изготовления таких 
деталей, n – количество изготовленных деталей. Например, при себестоимости элемента конст-
рукции ЛА X = 200 000 руб, стоимости оснастки из модельного пластика YМП = 50 000 руб, из 

углепластика YУП = 150 000 руб себестоимость партии деталей в 50 шт. составит: УП  = 

10’076’500 руб, МП = 10’533’333 руб. 

 
Заключение 
Проведенный сопоставительный анализ материалов оснастки для изготовления деталей ме-

тодом вакуумной инфузии позволил формализовать методику выбора материала, наилучшим 
образом удовлетворяющего требуемым критериям. Следует отметить, что только совокупность 
технических, технологических и экономических факторов позволяет обосновать целесообраз-
ность используемого материала оснастки для конкретного производства элементов конструк-
ции ЛА. 
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Магнитоимпеданс в нестехиометричном сульфиде марганца 
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Исследуется роль дефектов на динамические характеристики сульфида марганца методом им-

педансной спектроскопии в интервале частот 102–106  Гц и температур 80–500 К. Нестехиомет-
рия играет важную роль в формировании новых транспортных и магнитных свойств, так как при-
водит к электрически неоднородным состояниям. Фазовый cоcтaв и кристаллическая структура 
нестехиометричного сульфида марганца исследовались на рентгеновской установке ДРОН-3 с ис-
пользованием CuKα – излучения при комнатной температуре. Согласно рентгеноструктурному 
анализу, синтезированные соединения являются однофазными и имеют кубическую решетку типа 
NaCl. Из частотных зависимостей компонент импеданса, измеренных без поля и в магнитном по-
ле, найдено время релаксации носителей тока в модели Дебая. Обнаружено резкое уменьшение вре-
мени релаксации и ее корреляция с проводимостью. Установлен вклад в импеданс активной и реак-
тивной частей импеданса на частотах меньше и больше времени релаксации. Определена емкость 
из годографа импеданса в модели эквивалентных схем. В дефектном сульфиде марганца импеданс 
от температуры имеет активационный характер. Определена энергия активации в интервале 
250–500 К, которая приписывается энергии возбуждения решеточных поляронов. Влияние магнит-
ного поля на динамические характеристики носителей тока исследовалось в результате изменения 
компонент импеданса в магнитном поле при фиксированных температурах. Импеданс увеличива-
ется в магнитном поле и достигает максимума в области температуры зарядового упорядочения 
вакансий. Увеличение импеданса в магнитном поле объясняется уменьшением диагональной компо-
ненты диэлектрической проницаемости в магнитном поле в электрически неоднородной среде. 
Экспериментальные данные объясняются в модели Дебая. 

 

Ключевые слова: полупроводники, импеданс, магнитоимпеданс, модель Дебая. 
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The role of defects on the dynamic characteristics of manganese sulfide is studied by impedance 

spectroscopy in the frequency range 102–106 Hz and temperatures 80–500 K. Nonstoichiometry plays an 
important role in the formation of new transport and magnetic properties, as it leads to electrically 
inhomogeneous states. The phase composition and crystal structure of nonstoichiometric manganese 
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sulfide were studied on a DRON-3 X-ray unit using CuKα – radiation at room temperature. According to X-
ray diffraction analysis, the synthesized compound is single-phase and has a NaCl-type cubic lattice. From 
the frequency dependences of the impedance components measured in the absence of a field and in a 
magnetic field, the relaxation time of the current carriers in the Debye model is found. A sharp decrease in 
the relaxation time and its correlation with conductivity were found. The contribution to the impedance of 
the active and reactive parts of the impedance at frequencies below and above the relaxation time is 
established. The capacitance from the impedance hodograph in the equivalent circuit model is determined. 
In defective manganese sulfide, the temperature-dependent impedance has an activation character. The 
activation energy is determined in the range 250–500 K, which is attributed to the excitation energy of 
lattice polarons. The effect of a magnetic field on the dynamic characteristics of current carriers was 
studied as a result of a change in the impedance components in a magnetic field at fixed temperatures. The 
impedance increases in a magnetic field and reaches a maximum in the temperature range of charge 
ordering of vacancies. An increase in the impedance in a magnetic field is explained by a decrease in the 
diagonal component of the permittivity in a magnetic field in an electrically inhomogeneous medium. The 
experimental data are explained in the Debye model. 

 

Keywords: semiconductors, impedance, magnetoimpedance, Debye model. 
 
Введение 
Разработка электронных устройств, которые смогут функционировать в экстремальных ус-

ловиях, например в малых космических аппаратах, где температура окружающей среды меня-
ется от 200 до 400 К, является актуальной задачей. Поэтому привлекает внимание спинтроника 
[1–4]. Управление транспортными характеристиками в полупроводниках под действием внеш-
него магнитного поля представляет интерес как с фундаментальной, так и с практической точки 
зрения [5–8]. В электрически неоднородных полупроводниках транспортные характеристики на 
постоянном и переменном токе могут качественно отличаться [9]. Это связано с радиусом не-
однородности и временем релаксации носителей тока, которое определяется взаимодействием  
с магнитной и упругой подсистемами. Регулировать электрическую неоднородность можно 
электронным допированием, концентрацией и температурой.  

Например, в манганитах при неизовалентном замещении найдены переходы, связанные  
с орбитальным, зарядовым и магнитным упорядочением [10–13]. В окислах железа Fe3O4 выше 
температуры Вервея найден электронный нематик с радиусом корреляции 5–8 нм. Переход 
Вервея связан с конкуренцией зарядового и структурного порядка в результате электрон-
фононного взаимодействия [14]. Можно получить зарядовое упорядочение в сульфиде марган-
ца, где носителями тока являются решеточные поляроны за счет нестехиометрии. Сульфид 
марганца магнитный полупроводник с температурой Нееля 150 К, щель в спектре электронных 
возбуждений 3 эВ [15; 16]. Вырождение в области зарядового упорядочения снимается магнит-
ным полем, т. е. топология электрически неоднородного состояния меняется в магнитном поле, 
что приводит к изменению частотной зависимости диэлектрической проницаемости в магнит-
ном поле, и создаются предпосылки для магнитоимпеданса.  

Цель работы – установить влияние магнитного поля на сопротивление на переменном токе и 
компоненты импеданса в нестехиометричном образце Mn0.9S.  

 

Материалы и методы 
Фазовый состав и кристаллическая структура образца Mn0.9S исследовались на рентгенов-

ской установке ДРОН-3 с использованием CuKα – излучения при комнатной температуре. Со-
гласно рентгеноструктурному анализу синтезированные соединения являются однофазными и 
имеют кубическую решетку типа NaCl, как в исходном сульфиде марганца [15].  

Импеданс, активная и реактивная части импеданса измерены на анализаторе компонентов 
AM-3028 в частотном интервале ω = 102–106  Гц при температурах 77−500 К, амплитуда пере-
менного напряжения составляла 1 В. Для расчета спектров импеданса применялось программ-
ное обеспечение ZView (Scribner Associates Inc.).  
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Результаты и обсуждение 
Неоднородное электрическое состояние, образование объемного заряда установим из импе-

дансной спектроскопии [17]. Из импеданса установим динамические характеристики носителей 
тока, время релаксации, механизм рассеяния носителей тока выявим из импеданса. На рис. 1 
представлены частотные зависимости компонент импеданса без поля и в магнитном поле, ко-
торые хорошо описываются в модели Дебая [18]: 

 

   2 2
Re ( ) ;  Im ( ) ,

1 1

A B
Z Z

t


   

                                                 (1) 

 

где τ – время релаксации носителей тока, A и B параметры.  
Время релаксации уменьшается при нагревании в пять раз и достигает минимума при 450 К 

(вставка на рис. 1, b). При этой температуре проводимость достигает максимума.  
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Рис. 1. Частотные зависимости действительной (a) и мнимой (b) частей импеданса для образца Mn0.9S  

без поля H = 0 (1, 3, 5, 7, 9) и в магнитном поле H = 12 кЭ (2, 4, 6, 8, 10) при температурах T = 300 К (1, 2),  
350 К (3, 4), 400 К (5, 6), 450 К (7, 8), 500 К (9, 10). Подгоночные функции (11). Вставка: температурная  
зависимость времени релаксации τ. Частотные зависимости магнитоимпеданса для действительной  
его части (c) и магнитоимпеданса ΔZ (d) в магнитном поле H = 12 кЭ при температурах T = 300 К (1),  

350 К (2), 400 К (3), 450 К (4), 500 К (5) для образца Mn0,9S 
 

Fig. 1. Frequency dependences of the real (a) and imaginary (b) parts of the impedance for the Mn0.9S sample  
without a field H = 0 (1, 3, 5, 7, 9) and in a magnetic field H = 12 kOe (2, 4, 6, 8, 10) at temperatures T = 300 K (1, 2), 

350 K (3, 4), 400 K (5, 6), 450 K (7, 8), 500 K (9, 10). Fitting functions (11). Insert: temperature dependence  
of relaxation time τ. Frequency dependences of the magnetoimpedance for its real part (c) and magnetoimpedance  
ΔZ (d) in a magnetic field H = 12 kOe at temperatures T = 300 K (1), 350 K (2), 400 K (3), 450 K (4), 500 K (5)  

for the Mn0.9S sample 
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Влияние магнитного поля на динамические характеристики носителей тока исследовалось  
в результате изменения компонент импеданса в магнитном поле при фиксированных темпера-
турах: 

 

ΔR = Re(Z(H, ω)) – Re(Z(H = 0, ω)) / Re(Z(H = 0, ω);  
 

ΔZ = (Z(H, ω) – Z(H = 0, ω)) / Z(H = 0, ω))                                         (2) 
 

Импеданс увеличивается в магнитном поле и достигает максимума в области температуры 
зарядового упорядочения вакансий (рис. 1, d). Увеличение Re(Z) в магнитном поле вызвано 
уменьшением диагональной компоненты диэлектрической проницаемости в магнитном поле 
(рис. 1, с). Проводимость пропорциональна диэлектрической проницаемости σ = iωε. В элек-
трически неоднородной среде продольная компонента диэлектрической проницаемости имеет 
вид [19]:  

 
 2 2 2 2

2 2 2

1 ( ) (1 )
Re ,

1 ( ) (1 )
xx

    
                                                    (3) 

 

где β = μН; μ – подвижность; τ = ε/σ. 
Наличие объемного заряда, который создается дефектами, можно оценить из годографа им-

педанса. На рис. 2 изображены годографы импеданса Mn0,9S. В модели эквивалентных схем  
годограф описывается последовательным сопротивлением R1 и параллельной составляющей R2 
и С (рис. 2). Сопротивление R1 на порядок меньше R2 и емкость порядка C ~ 100 пФ.  
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Рис. 2. Годографы импеданса для образца Mn0,9S в нулевом магнитном поле (1, 3, 5, 7, 9)  
и в магнитном поле H = 12 кЭ (2, 4, 6, 8, 10) при температурах T = 300 К (1, 2), 350 К (3, 4),  

400 К (5, 6), 450 К (7, 8), 500 К (9, 10) 
 

Fig. 2. Impedance hodographs for the Mn0.9S sample in a zero magnetic field (1, 3, 5, 7, 9)  
and in a magnetic field H = 12 kOe (2, 4, 6, 8, 10) at temperatures T = 300 K (1, 2), 350 K (3, 4),  

400 K (5, 6), 450 K (7, 8), 500 K (9, 10) 

 
Импеданс определяется активной частью R и реактивной (ωL – 1/ωC) частью. Вклады в им-

педанс зависят от температуры. Температурная зависимость импеданса Mn0,9S дана на рис. 3. 
На временах измерений меньше времени релаксации τ < τc до 200 К импеданс обусловлен реак-
тивной частью. Примесные заряженные дефектные состояния экранированы, и емкость практи-
чески от температуры не зависит. Деполяризация вызывает незначительный рост сопротивле-
ния на постоянном токе и увеличивает вклад в импеданс от реактивной части. При нагревании 
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импеданс уменьшается на 4–5 порядков выше 200 К. Изменение импеданса от температуры 
имеет активационный характер Z(T) = Z0exp(∆E/kT) c энергией активации ∆E = 0,11 – 0,13 эВ в 
интервале 250–500 К. Эта энергия соответствует энергии возбуждения решеточных поляронов, 
которые наблюдались в манганитах La0,9Sr0,1MnO3 и приписываются Ян-Теллеровским поляро-
нам [20–21]. 
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Рис. 3. Температурная зависимость мнимой части импеданса (a) и импеданса  
от обратной температуры (b) ω = 1 кГц (1), 5 кГц (2), 10 кГц (3), 50 кГц (4),  

100 кГц (5), 1000 кГц (6) для образца Mn0,9S 
 

Fig. 3. Temperature dependence of imaginary part of impedance (a) and impedance  
on inverse temperature (b) ω = 1 kHz (1), 5 kHz (2), 10 kHz (3), 50 kHz (4), 100 kHz (5),  

1000 kHz (6) for the Mn0,9S sample 

 
 
Заключение 
Сравнение компонент импеданса в сульфиде марганца с дефектами в катионной системе 

марганца указывает на основной вклад в магнитоимпеданс электросопротивления. Найдена 
температура максимума магнитоимпеданса и время релаксации носителей тока. Годограф им-
педанса описывается одним RC контуром с последовательным сопротивлением и электропро-
водность определяется объемными свойствами кристаллита. Дефекты в сульфиде марганца 
Mn0,9S обуславливают емкостной вклад в импеданс ниже 200 К. Деполяризация примесных 
центров при 200 К индуцирует максимум проводимости и переход к активационной зависимо-
сти импеданса от температуры, связанной с решеточными поляронами. Найдена температура, 
при которой минимум релаксации носителей тока вызывает максимум проводимости и увели-
чение импеданса в магнитном поле.  
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