
Ôèçèêà âîëíîâûõ ïðîöåññîâ è ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèñòåìû

ЭËÅÊÒÐÎÄÈÔÔÓÇÈЯ ÈÎÍÎÂ ×ÅÐÅÇ ÊËÅÒÎ×ÍÓЮ 

ÌÅÌБÐÀÍÓ

À.Í. Âîлîбуåâ

ELECTRODIFFUSION OF IONS THROUGH A CELLULAR   

MEMBRANE

A.N. Volobuyev

À.Í. Âîëîáóåâ, ä.ò.í.

ã. Ñàìàðà,  Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ìåäèöèíñêèé 
óíèâåðñèòåò

© À.Í. Âîëîáóåâ,  2008

Ò. 11,  № 3 ÝËÅÊÒÐОÄÈÔÔÓÇÈß ÈОÍОÂ ЧÅÐÅÇ ÊËÅÒОЧÍÓÞ ... 1512008 ã. Тîм 11,  № 3

Ðàññìîòðåíî  ðåøåíèå эëåêòðîäèффóçèîííîãî  
óðàâíåíèÿ Íåðíñòà - Ïëàíêà â ðàçëè÷íûõ ñëó-
÷àÿõ: ñòàöèîíàðíîãî  ïîòîêà èîíîâ íàòðèÿ ÷åðåç 
êëåòî÷íóþ ìåìáðàíó;  â ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà-
÷å,  êîãäà ïåðåíîñ èîíîâ ÷åðåç ìåìáðàíó îïðåäå-
ëÿåò èçìåíåíèå эëåêòðè÷åñêîãî  ïîëÿ íà ìåìáðà-
íå;  â íåñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷å,  êîãäà íà ìåì-
áðàíå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííîå эëåêòðè÷åñêîå 
ïîëå. Ïîêàçàíî,  ÷òî  â ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà-
÷å âîçíèêàåò äèффóçèîííàÿ êîíöåíòðàöèîííàÿ 
âîëíà,  äâèæóùàÿñÿ ÷åðåç ìåìáðàíó.

1. Эëåêòðîäèффóçèîííîå 
óðàâíåíèå Íåðíñòà-Ïëàíêà 

Чåðåç ìåìáðàíû êëåòîê äâèæóòñÿ êàê íåé-
òðàëüíûå ìîëåêóëû,  òàê è èîíû. Ðàññìîòðèì 
ïàññèâíîå (áåç çàòðàò эíåðãèè ÀÒÔ) äâèæåíèå 
÷åðåç ìåìáðàíó ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ ñ çàðÿ-
äîì 0q ,  ðèñ. 1. 

Ïëîòíîñòü ïîòîêà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ÷åðåç 
ìåìáðàíó Ô ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ: ïëîòíîñòè ïîòîêà çà ñ÷åò ãðàäèåíòà êîí-
öåíòðàöèè 0Ф  è çà ñ÷åò ãðàäèåíòà эëåêòðè÷åñêî-
ãî  ïîòåíöèàëà ЭФ :

0 .ЭФ Ф Ф= +  (1.1)

Ïëîòíîñòü ïîòîêà çà ñ÷åò ãðàäèåíòà êîíöåíò-
ðàöèè ïî  çàêîíó Ôèêà ðàâíà:

* ,O

dC
Ф D

dX
= −  (1.2)

ãäå D∗ — ìîëÿðíûé êîэффèöèåíò äèффóçèè,  
/dC dX — ãðàäèåíò ìîëÿðíîé êîíöåíòðàöèè èî-

íîâ íà ìåìáðàíå. 
Íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó â ìåìáðàíå,  íà êîòî-

ðîé ñóùåñòâóåò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ,  äåéñòâó-
åò эëåêòðè÷åñêàÿ ñèëà 0ЭF q E= ,  ãäå 0q  — çàðÿä 
÷àñòèöû,  E — íàïðÿæåííîñòü эëåêòðè÷åñêîãî  
ïîëÿ â ìåìáðàíå.

Ïî  îïðåäåëåíèþ,  ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö 
/( )Ф N S t= ∆ ,  ãäå N — êîëè÷åñòâî  èîíîâ,  ïåðå-

íîñèìûõ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ìåìáðàíû çà âðå-
ìÿ t∆ . Åñëè n — ÷èñëîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ 
â ìåìáðàíå (÷èñëî  èîíîâ â åäèíèöå îáъåìà V∆  
ìåìáðàíû),  òî  N = Vn∆ = nS X∆ .

Ñëåäîâàòåëüíî:

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà êëåòî÷íîé ìåìáðàíû. Ïîêàçàíû äâè-
æóùåéñÿ ÷åðåç ìåìáðàíó èîí è ïðèìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå 
êîíöåíòðàöèè â ìåìáðàíå è ó åå ãðàíèö â íåñàìîñîãëàñîâàííîé 
çàäà÷å
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v,Э

nS X
Ф n

S t

∆
= =

∆
 (1.3)

ãäå v — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èîíà â ìåìáðàíå.
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èîíà â ìåìáðàíå ïðîïîð-

öèîíàëüíà эëåêòðè÷åñêîé ñèëå,  äåéñòâóþùåé íà 
íåãî:

0v ,ЭbF q bE= =  (1.4)

ãäå b — ïîäâèæíîñòü èîíà.
Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü íàïðÿæåííîñòè эëåêòðè÷åñ-

êîãî  ïîëÿ è ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà / ,E d dX= − ϕ
ïîëó÷àåì:

0v .Э

d
Ф n q nb

dX

ϕ
= = −  (1.5)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ÷èñëîâîé è ìîëÿðíîé êîíöåí-
òðàöèé An CN= ,  ãäå 23 16,02 10AN мîль−= ⋅  –  ÷èñ-
ëî  Àâîãàäðî,  íàõîäèì:

0v .Э A

d
Ф n q N bС

dX

ϕ
= = −  (1.6)

Âåëè÷èíà 0 Aq N  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàðÿä îä-
íîãî  ìîëÿ ïåðåíîñèìûõ ÷åðåç ïîëóïðîíèöàåìóþ 
ìåìáðàíó èîíîâ. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ïîñòî-
ÿííîé Ôàðàäåÿ F (çàðÿä îäíîãî  ìîëÿ îäíîâà-
ëåíòíûõ èîíîâ),  èìååì 0 Aq N zF= ,  ãäå z –  âà-
ëåíòíîñòü èîíà,  äâèæóùåãîñÿ ÷åðåç ìåìáðàíó. 
Оêîí÷àòåëüíî  ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ÷åðåç 
ìåìáðàíó çà ñ÷åò ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå:

.Э

d
Ф zFbC

dX

ϕ
= −  (1.7)

Оáùàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà èîíîâ ÷åðåç ìåìáðà-
íó,  íà êîòîðîé èìååòñÿ ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè 
è ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà,  ñ ó÷åòîì çàêîíà Ôèêà,  
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ:

*
0 .Э

dC d
Ф Ф Ф D zFbC

dX dX

ϕ
= + = − −  (1.8)

Ýòî  óðàâíåíèå íîñèò íàçâàíèå эëåêòðîäèф-
фóçèîííîãî  óðàâíåíèÿ Íåðíñòà-Ïëàíêà [1]. Оíî  
ïîêàçûâàåò,  ÷òî  åñëè èìååòñÿ äâà ïîòîêà ÷àñ-
òèö,  çà ñ÷åò ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè è ãðàäèåí-
òà ïîòåíöèàëà,  òî  îáùàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñ-
òèö ïðîïîðöèîíàëüíà îáîèì ãðàäèåíòàì.

Óðàâíåíèå (1.8) íåëèíåéíîå,  ò.ê. â íåãî  âõîäèò 
ïðîèçâåäåíèå íåèçâåñòíûõ фóíêöèé /Cd dXϕ .

2. Ðåшåíèå óðàâíåíèÿ Íåðíñòà-
Ïëàíêà â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå

Ïðåäïîëîæèì,  ÷òî  ÷åðåç ìåìáðàíó äâèæåòñÿ 
îäèí ñîðò èîíîâ. Òàê êàê ïîòåíöèàë âíóòðè ìåì-
áðàíû ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî  (â ìåìáðàíå îòñóòñòâó-
þò фåððîìàãíèòíûå ÷àñòèöû),  òî

d

dX X

ϕ ∆ϕ
=
∆

,

ãäå ∆ϕ — ïîòåíöèàë (ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëà) íà 
ìåìáðàíå. 

Ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë:

*
.

zFb

D

∆ϕ
ψ =  (2.1)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.1) â óðàâíåíèå Íåðíñòà-Ïëàíêà 
(1.8),  ïîëó÷àåì:

* * .
CdC

Ф D D
dX X

= − −
∆
ψ

 (2.2)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ:

*
.

CФ
t

D X
= +

∆
ψ

 (2.3)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) â (2.2),  íàõîäèì:

.
dC

t
dX

= −  (2.4)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â äèффåðåíöèàëüíîì 
óðàâíåíèè (2.4),  è íàõîäÿ èíòåãðàëû îò ëåâîé è 
ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷àåìîãî  ðàâåíñòâà,  èìååì:

0

,
мâ

мí

CX

С

dC
dX

t

∆

= −∫ ∫  (2.5)

ãäå мíС  è мâС  — êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â ìåìáðàíå 
ó åå ãðàíèö ñíàðóæè è âíóòðè êëåòêè.

Ñâÿçü äèффåðåíöèàëîâ dt è dC íàéäåì,  èñ-
ïîëüçóÿ фîðìóëó (2.3). Ïðè эòîì áóäåì ñ÷è-
òàòü,  ÷òî  ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ÷åðåç ìåì-
áðàíó ïîñòîÿííà,  Ф const= ,  ò. å. ïðîöåññ óñòà-
íîâèâøèéñÿ.

.dt dC
X

ψ
=
∆

 (2.6)

Êðîìå òîãî,  ñäåëàåì çàìåíó ïðåäåëîâ èíòåã-
ðèðîâàíèÿ â (2.5) ïî  фîðìóëàì,  ñëåäóþùèì 
èç (2.3):

*
;мâ

â

CФ
t

D X

ψ
= +

∆ *
мí

í

CФ
t

D X

ψ
= +

∆
. (2.7)

Ââîäÿ êîэффèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà 
;мí âíС KC= мâ ââС KC= ,  ãäå âíС  è ââС  — êîíöåíò-

ðàöèÿ ÷àñòèö â ìåæêëåòî÷íîé æèäêîñòè è öè-
òîïëàçìå êëåòêè ó ãðàíèö ìåìáðàíû ñíàðóæè 
è âíóòðè êëåòêè,  à òàêæå ââîäÿ êîэффèöèåíò 
ïðîíèöàåìîñòè * /ОР D К Х= ∆ ,  ïîëó÷èì:

( )*

1
;â О ât Ф Р С

D
= + ψ ( )*

1
.í О ít Ф Р С

D
= + ψ  (2.8)

Òàê êàê êîэффèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè âçÿò îá-
ùèé,  ñ ó÷åòîì ïðèìåìáðàííûõ ñëîåâ,  òî  â фîð-
ìóëàõ (2.8) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ êîíöåíòðà-
öèé ïåðåíîñèìûõ ÷àñòèö âäàëè îò ìåìáðàíû.
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Èíòåãðèðóÿ (2.5),  ñ ó÷åòîì (2.6) è (2.8) íàéäåì:

ln .
â

í

t

â

ít

tX dt X
X

t t

∆ ∆
∆ = − = −

ψ ψ∫  (2.9)

Ïîòåíöèðóÿ (2.9),  íàõîäèì:

e .â ít t −ψ=  (2.10)

Ïîäñòàâëÿÿ фîðìóëû (2.8) â (2.10) è,  íàõîäÿ 
èç эòîãî  óðàâíåíèÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö Ô,  
ïîëó÷àåì:

e
.

1 e
â í

О

С С
Ф Р

−ψ

−ψ

−
= − ψ

−
 (2.11)

Ôîðìóëà (2.11) óñòàíàâëèâàåò â ñòàöèîíàðíîì 
ñëó÷àå êîëè÷åñòâåííóþ ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñ-
òüþ ïîòîêà èîíîâ îäíîãî  ñîðòà ÷åðåç ìåìáðà-
íó,  ïðîíèöàåìîñòüþ ìåìáðàíû äëÿ эòèõ èîíîâ,  
êîíöåíòðàöèåé èõ ïî  îáå ñòîðîíû ìåìáðàíû è 
ìåìáðàííûì ïîòåíöèàëîì.

Åñëè áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë 0ψ = ,  òî  фîð-
ìóëà (2.11) ïåðåõîäèò â çàêîí Ôèêà äëÿ íåçàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö. Ó÷èòûâàÿ,  ÷òî:

lim 1ïðè 0
1 e−ψ

ψ
= ψ →

−
,

ïîëó÷èì: 

( )î í âФ Р С С= − .

3. Íåñòàöèîíàðíîå 
эëåêòðîäèффóçèîííîå óðàâíåíèå 

Íåðíñòà-Ïëàíêà

Íàéäåì óðàâíåíèå эëåêòðîäèффóçèè èîíîâ 
â ìåìáðàíå â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå. Çàïèøåì 
óðàâíåíèå Íåðíñòà-Ïëàíêà (1.8) â âåêòîðíîé 
фîðìå:

*

*

grad grad

grad ,

Ф D C zFbC

D C zFbCE

= − − ϕ =

= − +





   (3.1)

ãäå ó÷òåíî,  ÷òî  íàïðÿæåííîñòü эëåêòðè÷åñêîãî  
ïîëÿ â ìåìáðàíå gradE = − ϕ



.
Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ïîòîêà äâèæó-

ùèõñÿ çàðÿäîâ èìååò âèä [2]:

div 0.A

C
N Ф

t

∂
+ =

∂



 (3.2)

Èñïîëüçóåì òàêæå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà [3]:

div ,
a a

zFC
E

ρ
= =
ε ε



 (3.3)

ãäå aε  - àáñîëþòíàÿ äèэëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-
åìîñòü âåùåñòâà ìåìáðàíû,  ρ = / Vdq d 0 Aq N C=

zFC=  - îáъåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â ìåìáðàíå.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1) - (3.3) ïðåäñòàâëÿåò 

ñîáîé ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó,  ò.ê. эëåêòðè-

÷åñêîå ïîëå â ìåìáðàíå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåíîñè-
ìûìè ÷åðåç íåå èîíàìè.

Íàéäåì äèâåðãåíöèþ îò óðàâíåíèÿ (3.1):

( )*

*

div div grad div

grad div

Ф D C zFb CE

D C zFbE C zFbC E

= − + =

= − ∆ + +

 

 

,     (3.4)

ãäå C∆  - ëàïëàñèàí ìîëÿðíîé êîíöåíòðàöèè.
Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (3.2) è (3.4) ïëîòíîñòü 

ïîòîêà ÷àñòèö Ф


,  ïîëó÷èì:

* grad div .A

C
N D C zFbE C zFbC E

t

∂
= ∆ − −

∂

 

 (3.5)

Ó÷èòûâàÿ * / AD D N=  - êîэффèöèåíò äèффó-
çèè èîíîâ â ìåìáðàíå,  à òàêæå óðàâíåíèå (3.3),  
íàéäåì:

( )2
grad .

A a A

zFCC zFb
D C E C b

t N N

∂
= ∆ − −

∂ ε



 (3.6)

Ñ ó÷åòîì 0 Aq N zF=  è (1.4) ïðåîáðàçóåì

0 vA

A A

q N bEzFb
E

N N
= =







 - ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èîíîâ è îáîçíà÷èì

 
( )2

a A

zF
b

N
α =

ε
. 

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (3.6) ïðèìåò âèä:

2v grad .
C

C C D C
t

∂
+ + α = ∆

∂


 (3.7)

Ïîëó÷åíî  íåñòàöèîíàðíîå,  íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå эëåêòðîäèффóçèè.

Â ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòó Õ óðàâíåíèå (3.7) 
ïðåîáðàçóåòñÿ:

2
2

2
v .

C C C
C D

t X X

∂ ∂ ∂
+ + α =

∂ ∂ ∂
 (3.8)

4. Ðåшåíèå íåñòàöèîíàðíîãî 
óðàâíåíèÿ Íåðíñòà-Ïëàíêà, 
â ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷å 

äèффóçèè èîíîâ ÷åðåç ìåìáðàíó

Âèä óðàâíåíèÿ (3.8) ïîêàçûâàåò,  ÷òî  îíî  èìå-
åò âîëíîâîé õàðàêòåð.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà,  ñëåäóÿ [4],  ÷òî  óðàâíåíèå 
(3.8) íå èìååò ðåøåíèé â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

Äëÿ эòîãî  ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

( ), ,
C

f X t
X

∂
=

∂
 (4.1)

ãäå ( ),f X t  - äèффåðåíöèðóåìàÿ фóíêöèÿ.
Óðàâíåíèå (3.8) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

2v .
C f

f C D
t X

∂ ∂
+ + α =

∂ ∂
 (4.2)

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî  t îò óðàâíåíèÿ (4.1) è 
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ïî  Õ îò óðàâíåíèÿ (4.2). Çàòåì èñêëþ÷èì èç (4.1) 
è (4.2) ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ 2 /( )C t X∂ ∂ ∂ :

2

2
v 2 .

f f f
Cf D

t X X

∂ ∂ ∂
+ + α =

∂ ∂ ∂
 (4.3)

Íàéäåì èç (4.3) ìîëÿðíóþ êîíöåíòðàöèþ C è 
ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå (4.1):

v
.

2
t X XXf f Df

f
X f

+ − ∂
= − ∂ α 

(4.4)

Ïðåäñòàâèì фóíêöèþ f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 
äâóõ фóíêöèé ( ) ( )f Ф t F X= ,  ÷òî  эêâèâàëåíòíî  
ñòîÿ÷åé âîëíå.

Óðàâíåíèå (4.4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

1 v
.

2 2 2
t X XXФ F FD

ФF
X Ф F F

∂  + − = − ∂ α α α 
 (4.5)

Íàõîäÿ ïðîèçâîäíóþ ïî  Õ,  ïîëó÷èì:

1 v
const,

2 2
X XXF FD

Ф
F X F F

∂  − = − = ∂ α α 
 (4.6)

ò.ê. ñëåâà è ñïðàâà â óðàâíåíèè (4.6) ñòîÿò фóíê-
öèè ðàçíûõ àðãóìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì,  фóíêöèÿ f ,  à,  ñëåäîâàòåëü-
íî,  è C íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,  ÷òî  ïðîòèâîðå-
÷èò óðàâíåíèþ (4.1). Ñëåäîâàòåëüíî,  фóíêöèÿ f 
íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ фóíêöèé f = ( )Ф t ( )F X ,  ò.å. óðàâíåíèå 
(3.8) íå èìååò ðåøåíèé â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

Â ñâÿçè ñ òåì,  ÷òî  óðàâíåíèå (3.8) íîñèò âîë-
íîâîé õàðàêòåð,  áóäåì èñêàòü åãî  ðåøåíèå â 
âèäå áåãóùåé âîëíû ( )C C= ξ ,  ãäå âîëíîâîé àð-
ãóìåíò ξ =kX t− ω ,  ãäå k - âîëíîâîå ÷èñëî  è ω 
- öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà âîëíû. Ïðè эòîì ñêîðîñòü 
êîíöåíòðàöèîííîé âîëíû ðàâíà ñêîðîñòè äâèæå-
íèÿ èîíîâ â ìåìáðàíå,  òàê ÷òî  v

k

ω
= .

Â эòîì ñëó÷àå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ñóììå 
äàþò íóëü è óðàâíåíèå (3.8) ïðèîáðåòàåò âèä:

2
2 2

2
.

C
C Dk

∂
α =

∂ξ
 (4.7)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
2

2

1

a

zF

Dk k RT

α  δ = =   ε 
,

ãäå èñïîëüçîâàíà фîðìóëà Ýéíøòåéíà äëÿ êîэф-
фèöèåíòà äèффóçèè

A

R
D b T

N
= .

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.7):
2

2
2
.

C
C

∂
δ =

∂ξ
 (4.8)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (4.8) ê фîðìå,  ðåêî-
ìåíäóåìîé [5]. Äëÿ эòîãî  ïðîâåäåì çàìåíó

 .
6 6 a

zF
Z

k RT

δ ξ
= ξ =

ε

 Óðàâíåíèå (4.8) çàïèøåòñÿ â âèäå:
2

2
2

6 .
C

C
Z

∂
=
∂

 (4.9)

Ðåøåíèåì эòîãî  óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ эëëèï-
òè÷åñêàÿ фóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà,  ÿâëÿþùàÿñÿ 
îáðàùåíèåì эëëèïòè÷åñêîãî  èíòåãðàëà ïåðâîãî  
ðîäà:

( )2C Z A= γ +   (4.10)
ñ èíâàðèàíòàìè 2 0g =  è 3 1g A= ,  ãäå iA  - ïîñòîÿí-
íûå èíòåãðèðîâàíèÿ [6],  òàê ÷òî

 2 3
2 3

.
4

C du
Z A

u g u g∞

+ = −
− −

∫

Ïåðåä êîðíåì ïðèíèìàåì çíàê ìèíóñ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è:

( )0, мíC t C=  è ( ), .мâC X t C∆ =  (4.11)
Ðàññìîòðèì эëåêòðîäèффóçèþ ÷åðåç êëå-

òî÷íóþ ìåìáðàíó èîíîâ Na+ . Ïóñòü ïðè 0t =  
êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ Na+ ñíàðóæè ìåìáðàíû 

( )0,0C = мíC =145 3ìîëü/ì  [7],  âíóòðè ìåìáðà-
íû ( ),0C Х∆ мâC= 0= ,  эòî  óäîáíî  äëÿ âû÷èñëå-
íèé. Òàêèì îáðàçîì,  ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ëåâîé 
ñòîðîíå ìåìáðàíû 145 = ( )2 1;A Aγ . Ïðèíÿòî,  òîë-
ùèíà ìåìáðàíû X∆ = 98 10 м−⋅ . Äëÿ íàõîæäåíèÿ 
âåëè÷èíû мâZ  (âíóòðè ìåìáðàíû) âû÷èñëèì êî-
эффèöèåíò

 
1

6 6 a

zF

k RT

δ
=

ε
.

Âàëåíòíîñòü Na+ ðàâíà 1z = ,  ïîñòîÿííàÿ Ôà-
ðàäåÿ 96500 Êë/ìîëüF = ,  àáñîëþòíàÿ äèэëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìåìáðàíû aε = 0εε =

115,31 10−⋅ Ô/ì ,  ãäå 6ε ≈  - îòíîñèòåëüíàÿ äè-
эëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà ìåì-
áðàíû [8],  0ε = 128,85 10 Ô/ì−⋅  - эëåêòðè÷åñêàÿ 
ïîñòîÿííàÿ. Óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ 

8,31 Äæ/ìîëü ÊR = ⋅ ,  òåìïåðàòóðó ìåìáðàíû 
ïðèíèìàåì 310Т К≈ . Ñëåäîâàòåëüíî,

1

290,107 10
6

м
k

мîль

δ  ≈ ⋅  
 

 

è âåëè÷èíà

1
3 2

0,854
6мâ

м
Z k X

мîль

 δ
= ∆ =  

 
. 

Íà ïðàâîé ñòîðîíå ìåìáðàíû ãðàíè÷íîå óñëî-
âèå èìååò âèä

( ) ( )2 1 2 10 ; 0,854 ;мâZ A A A A= γ + = γ + .



Ò. 11,  № 3 ÝËÅÊÒÐОÄÈÔÔÓÇÈß ÈОÍОÂ ЧÅÐÅÇ ÊËÅÒОЧÍÓÞ ... 155154 À.Í. ÂОЛОБУЕÂ ÔÂÏèÐÒÑ,  2008

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå фóí-
êöèè Âåéåðøòðàññà [6],  ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè 

0t =  ìîæíî  çàïèñàòü â âèäå:
Íà ëåâîé ñòîðîíå ìåìáðàíû:

145

2 3
1

,
4

du
A

u A∞

= −
−

∫  (4.12)

Íà ïðàâîé ñòîðîíå ìåìáðàíû:
0

2 3
1

0,854 .
4

du
A

u A∞

+ = −
−

∫  (4.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.12) â (4.13),  íàéäåì:

145 0

3 3
1 1

0,854 .
4 4

du du

u A u A∞ ∞

− = −
− −

∫ ∫  (4.14)

Оáъåäèíÿÿ èíòåãðàëû â (4.14),  çàïèøåì:

145

3
0 1

0,854 .
4

du

u A
=

−
∫  (4.15)

Èç èíòåãðàëüíîãî  óðàâíåíèÿ (4.15) èìååì:

 3 3
1 45 (ìîëü/ì )A = − .

Âåëè÷èíó 2A = 0,083 ( )
1

3 2ì /ìîëü  íàéäåì,  èñ-
ïîëüçóÿ (4.12).

Òàêèì îáðàçîì,  ïðè 0t =  ãðàфèê çàâèñèìîñòè

( ) ( )2 0,083C Z A Z= γ + = γ +

èìååò âèä,  ðèñ. 2,  êðèâàÿ 1.
Íàéäåì èçìåíåíèå çàâèñèìîñòè C = ( )0,083Zγ +  

ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Âåëè÷èíà

 ( )v .
6 6 6a a

kX tzF zF
Z X t

k RT RT

− ωδ
= ξ = = −

ε ε

Òàêèì îáðàçîì,  ãðàфèê êîíöåíòðàöèè ñî  âðå-
ìåíåì ñìåùàåòñÿ âïðàâî  ñî  ñêîðîñòüþ v è ïðå-
äûäóùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå ñîõðàíÿþòñÿ.

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èîíà,  à ñëåäîâàòåëüíî,  è 
ãðàфèêà êîíöåíòðàöèè â ìåìáðàíå ñîãëàñíî  (1.4) 
ðàâíà

 
0 0

4
0

v

1,31 10 ì/ñ.

Э

A

bF q bE q b
X

DN
q

RT X
−

∆ϕ
= = = − =

∆
∆ϕ

= − = ⋅
∆

Â ðàñ÷åòå ïðèíÿòî  0,08 Â∆ϕ = −  - ïîòåí-
öèàë íà ìåìáðàíå,  äëÿ èîíà Na+ âåëè÷èíà 

19
0 1,602 10q Кл−= ⋅ ,  êîэффèöèåíò äèффóçèè 

èîíà â ìåìáðàíå D = 13 23,5 10 ì /ñ−⋅  [9]. Ñëåäîâà-
òåëüíî,  âåëè÷èíà Z = 81,07 10⋅ ( )vX t− ⋅ . 

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ó÷è-
òûâàÿ,  ÷òî  äèñêðèìèíàíò 

3 3 2
2 3 127 27 54675 0g g A− = − ⋅ = − < ,

íàõîäèì äëèíó ïîëóâîëíû êîíöåíòðàöèè [6]:

( )
1

3 2

3
0 1

1
0,468 ì /ìîëü .

2 2 4

du

u A

∞λ
= =

−
∫  (4.16)

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî  äâèæåíèå âîëíû êîíöåíò-
ðàöèè èîíîâ Na+ ÷åðåç ìåìáðàíó êëåòêè. Êðèâàÿ 
1 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè 

0t = . Êðèâàÿ 2 - óåäèíåííàÿ âîëíà êîíöåíòðà-
öèè â ìåìáðàíå ïðè Z =

1
3 20,5(ì /ìîëü)  íà àìïëè-

òóäå âîëíû èëè ïðè vX t− ⋅ 80,467 10 ì−= ⋅ . Êðè-
âàÿ 3 ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè t = /vX∆

56,1 10 c−= ⋅ . Àìïëèòóäà âîëíû êîíöåíòðàöèè 
ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè â ñâÿçè ñ äîïóùåíèåì îá 
îòñóòñòâèè ðàçìåðîâ ó èîíîâ,  ò.å. ïðåäñòàâëåíèè 
èîíîâ â âèäå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â 
ìåìáðàíå ñëåäóåò èç (3.3) ñ ó÷åòîì gradE = − ϕ



:

.
a

zFC
∆ϕ = −

ε
 (4.17)

Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòå Z,  â ïðîåêöèè íà îñü 
Õ íàõîäèì:

( )
2

2
6 6 0,083 .

RT RT
C Z

Z zF zF

∂ ϕ
= − = − γ +

∂
 (4.18)

Оäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (4.18) 
äàåò:

( ) 36 0,083 ,
RT

Z A
Z zF

∂ϕ
= ς + +

∂
 (4.19)

ãäå ( )Zς  - äçåòà-фóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà,  òàê 
÷òî  ( )/d Z dZς ( )Z= −γ .

Ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà íà ìåìáðàíå:

( ) ( ) 4 56 ln 0,083 ,
RT

Z Z A Z A
zF

ϕ = σ + + +    (4.20)

ãäå ( )Zσ  - ñèãìà-фóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà,  
òàê ÷òî  ( )ln /d Z dZσ ( )Z= ς ,  ïîñòîÿííàÿ 4A =

36( / )RT zF A .
Ñðàâíèâàÿ (4.20) ñ фîðìóëîé Íåðíñòà äëÿ ðàâ-

íîâåñíîãî  íàòðèåâîãî  ïîòåíöèàëà íà ìåìáðàíå

Ðèñ. 2. Äâèæåíèå ÷åðåç ìåìáðàíó äèффóçèîííîé êîíöåí-
òðàöèîííîé âîëíû â ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷å. Êðèâûå 
âîëíîâîãî  ïðîöåññà ïîêàçàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ 
âðåìåíè: 1 - íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0t = ;  2 - â ìîìåíò 
âðåìåíè,  ñîîòâåòñòâóþùèé âîëíîâîìó àðãóìåíòó vX t− ⋅

80,467 10 ì−= ⋅ ;  3 -  â ìîìåíò âðåìåíè t = 56,1 10 c−⋅
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ln ,í

â

NaRT

zF Na

+

+

  ϕ =
  

çàêëþ÷àåì [1],  ÷òî  ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ 

4 5,A A  ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,  ïîòåíöèàë 
íà ìåìáðàíå:

( ) ( ) 6
ln 0,083 .

RT
Z Z

zF
ϕ = σ +    (4.21)

5. Ðåшåíèå íåñòàöèîíàðíîé, 
íåñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷è 

äèффóçèè èîíîâ ÷åðåç ìåìáðàíó

Íåñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåíî-
ñà èîíà ÷åðåç ïîëóïðîíèöàåìóþ ìåìáðàíó îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâîì íàïðÿæåííîñòè эëåêòðè-
÷åñêîãî  ïîëÿ â ìåìáðàíå,  êîòîðîå ñîçäàåòñÿ çà 
ñ÷åò âíåøíèõ фàêòîðîâ. Ïîэòîìó óðàâíåíèÿ äëÿ 
ðàñ÷åòà ïðîöåññà ïåðåíîñà â эòîì ñëó÷àå èìåþò 
âèä (3.1) è (3.2) ñ äîáàâëåíèåì óñëîâèÿ E const=



. 
Â эòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (3.5) íóæíî  ïîëîæèòü 
div 0E =



:

* grad .A

C
N D C zFbE C

t

∂
= ∆ −

∂



 (5.1)

Â ïðîåêöèè íà îñü Õ óðàâíåíèå (5.1) ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó:

2

2
v .

C C C
D

t X X

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
 (5.2)

Óðàâíåíèå (5.2) îòëè÷àåòñÿ îò (3.8) òîëüêî  îò-
ñóòñòâèåì íåëèíåéíîãî  ñëàãàåìîãî. 

Èñïîëüçóÿ â (5.2) ïîäñòàíîâêó [10]:

( ) ( )exp , ,C kX t u X t B= − ω ⋅ +  (5.3)

ãäå ( ),u X t  - фóíêöèÿ êîîðäèíàòû Õ è âðåìåíè 
t,  ïîëó÷èì:

2

2
.

u u
D

t X

∂ ∂
=

∂ ∂
 (5.4)

Ïðè эòîì ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ: âîëíîâîå ÷èñ-
ëî  v/2k D= ,  öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà 2v /4Dω = .

Èçâåñòíî  ìíîæåñòâî  ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.4). 
Íàïðèìåð,  фóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå [10]:

( )
2

, exp .
42

A X
u X t

DtDt

 
= − 

π  
 (5.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.5) â (5.3),  èìååì:

( ) ( )2v
, exp ,

42

X tA
C X t B

DtDt

 −
 = − +
 π  

 (5.6)

ãäå âåëè÷èíû À è Â îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè 
óñëîâèÿìè.

Ðåøåíèå (5.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæóùèéñÿ 
ñî  ñêîðîñòüþ v ÷åðåç ìåìáðàíó èñòî÷íèê ÷àñ-
òèö,  êîòîðûå äèффóíäèðóþò îò öåíòðà èñòî÷-

íèêà ïî  ìåðå åãî  äâèæåíèÿ. Åñòåñòâåííî,  эòà 
фèçè÷åñêàÿ êàðòèíà íå ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å,  è,  ñëåäîâàòåëüíî,  ðåøåíèå 
(5.6) ÿâëÿåòñÿ íåïðèåìëåìûì.

Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ íàøåé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2) â âèäå:

( )

( )

, erf
2

v
exp 2 v ,

4

X
C X t A

Dt

X t B
D

 = × 
 

 × − + 
 

 (5.7)

ãäå

( ) 2

0

2
erf e .

z
zz dz−=

π ∫
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ïðè 0t =  íà êîîðäèíàòå 

X = ε êîíöåíòðàöèÿ ( ),0 0C ε = ,  ãäå ε - áåñêî-
íå÷íî  ìàëàÿ âåëè÷èíà,  ò.å. ðàññìàòðèâàåì êîí-
öåíòðàöèþ âíóòðè ìåìáðàíû â íåïîñðåäñòâåí-
íîé áëèçîñòè îò ãðàíèöû. Ïðè t = ∞ íà êîîðäè-
íàòå 0X =  (íà ãðàíèöå ìåìáðàíû) êîíöåíòðàöèÿ 

( )0, мíC C∞ = .
Ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå,  ó÷èòûâàÿ ( )erf 1,∞ =  

äàåò 0 A B= + ,  ò.å A B= − . 
Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå,  ó÷èòûâàÿ ( )erf 0 0,=  

äàåò ( )0,C ∞ =B = мíC = 3145 ìîëü/ì .
Òàêèì îáðàçîì,  ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

(5.2) èìååò âèä:

( )

( )

,

v
1 erf exp 2 v .
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мíC X t C

X
X t

DDt

= ×

    × − −       

 (5.8)

Ãðàфèêè эòîãî  ðåøåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 
äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 0t =  (ïðÿìàÿ 1),  510t c−=  
(êðèâàÿ 2),  410t c−=  (êðèâàÿ 3),  t = ∞ (ïðÿìàÿ 4).

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññìàòðèâàå-

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèîííîãî  ïîëÿ äèффóçèè 
èîíîâ â ìåìáðàíå â íåñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷å â ðàçëè÷íûå 

ìîìåíòû âðåìåíè: 0t =  (ïðÿìàÿ 1),  510t c−=  (êðèâàÿ 2),  
410t c−=  (êðèâàÿ 3),  t = ∞ (ïðÿìàÿ 4)



ìûå èîíû â ìåìáðàíå îòñóòñòâóþò. Ñ óâåëè÷åíè-
åì âðåìåíè ïîÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîíöåí-
òðàöèè èîíîâ â ìåìáðàíå. Ó íàðóæíîé ñòåíêè 
ìåìáðàíû ñîõðàíÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ êîíöåíòðà-
öèÿ 3145ìîëü/ìмíC = . Ïðè áîëüøîì âðåìåíè 
íàáëþäåíèÿ ïðîöåññà äèффóçèè,  ïðàêòè÷åñ-
êè ïðè 210 ct −= ,  êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ ïî  âñåé 
ìåìáðàíå âûðàâíèâàåòñÿ è ñòàíîâèòüñÿ ðàâíîé 

3145 ìîëü/ì .

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðè äåïîëÿðèçàöèè êëåòî÷íîé ìåìáðàíû â 
ïðîöåññå âîçíèêíîâåíèÿ ïîòåíöèàëà äåéñòâèÿ 
íàáëþäàåòñÿ èíòåíñèâíûé òîê èîíîâ íàòðèÿ 
÷åðåç îòêðûâøèåñÿ íàòðèåâûå èîííûå êàíàëû. 
Ýòîò òîê ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà ïîòåíöèàëà 
íà âíóòðåííåé ñòîðîíå ìåìáðàíû íåéðîíà ïðè-
ìåðíî  ñ 80−  ìÂ äî  40+  ìÂ,  ÷òî  óêàçûâàåò íà 
ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ïðîöåññà äèффóçèè èîíîâ. 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñàìîñîãëàñîâàííîñòü çàäà÷è 
òðåáóåò èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ãðàäèåíòà êîí-
öåíòðàöèè èîíîâ íà ìåìáðàíå,  êîòîðûå è ÿâëÿ-
þòñÿ íîñèòåëÿìè çàðÿäîâ,  ðèñ. 2.

Оäíàêî  ðåçóëüòàòû эêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëü-
ñòâóþò î  òîì,  ÷òî  ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè èîíîâ 
íàòðèÿ íà ìåìáðàíå íå òîëüêî  íå ìåíÿåò ñâîåãî  
íàïðàâëåíèÿ,  íî  è èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. 
Íà эòî  óêàçûâàåò òîò фàêò,  ÷òî  äàæå ïðè îò-
ñóòñòâèè ïîäâîäà эíåðãèè ÀÒÔ ê èçîëèðîâàííî-
ìó íåðâíîìó âîëîêíó,  ò.å. ïðè îòñóòñòâèè ðàáî-
òû àêòèâíîãî  òðàíñïîðòà,  âîññòàíàâëèâàþùåãî  
ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè èîíîâ íà ìåìáðàíå,  îíî  
ìîæåò äîâîëüíî  äîëãî  ãåíåðèðîâàòü ïîòåíöè-
àëû äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì,  ñ òî÷êè çðåíèÿ 
ïîñòîÿíñòâà êîíöåíòðàöèîííîãî  ãðàäèåíòà íà 
ìåìáðàíå äèффóçèîííàÿ çàäà÷à ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê íåñàìîñîãëàñîâàííàÿ,  ðèñ. 3.

Âîçìîæíî,  ÷òî  íàáëþäàåìîå ïðîòèâîðå÷èå 

îáъÿñíÿåòñÿ çàòðóäíåííîñòüþ äèффóçèîííûõ 
ïðîöåññîâ îêîëî  ìåìáðàíû âíóòðè è âíå êëåòêè. 
Âíóòðè êëåòêè ãèàëîïëàçìà íàõîäèòñÿ â ãåëå-
îáðàçíîì ñîñòîÿíèè,  ÷òî  çíà÷èòåëüíî  ñíèæàåò 
ñêîðîñòü äèффóçèè èîíîâ âíóòðü êëåòêè. Âíå 
êëåòêè ïðîöåññó äèффóçèè èîíîâ ìåøàåò ïðè-
ìåìáðàííûé ñëîé,  íàñûùåííûé ïåðèфåðè÷åñ-
êèìè áåëêàìè. Ïîэòîìó,  âîçìîæíî,  ïðè äèф-
фóçèè èîíîâ ÷åðåç ìåìáðàíó çíàêè ïîòåíöèàëà 
ìåíÿþòñÿ òîëüêî  â óçêèõ ïðèìåìáðàííûõ ñëîÿõ. 
Оáùåå æå íàïðàâëåíèå эëåêòðè÷åñêîãî  ïîëÿ íà 
ìåìáðàíå,  âîçìîæíî,  ñîõðàíÿåòñÿ. Ñ эòîé òî÷êè 
çðåíèÿ çàäà÷à äèффóçèè èîíîâ â ìåìáðàíå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóñàìîñîãëàñîâàííîé. 
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