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Аннотация: В работе рассматривается задача управления траекторией движе-

ния магнитолевитационного экипажа относительно программной траектории движения 

вдоль путевой структуры с учетом возмущения гравитационных и магнитных полей 

систем левитации, боковой стабилизации и тяги. Экипаж представлен как система 

твердых тел, движение которых подчиняется гравитационным и электромагнитным си-

лам. При составлении расчетных уравнений динамики экипажа в качестве инерциаль-

ных координат центров масс твердых тел выбраны пространственные перемещения, 

ограниченные силами левитации и боковой стабилизации относительно дискретной пу-

тевой структуры. Для приведения точек приложения внешних сил к центру инерции 

экипажа выполнены преобразования координат произвольной точки на экипаже в ло-

кальной системе координат в систему координат, связанную с центром инерции экипа-

жа. Общая модель динамики экипажа составлена на основе уравнения Лагранжа-

Максвелла, которое связывает действующие на массы внешние силы тяготения, управ-

ляющие электромагнитные силы, силы инерции и трения. Кинетическая энергия меха-

нической системы определена в виде квадратичной формы проекций скоростей на оси 

неподвижной системы координат. Изменение потенциальной энергии магнитной леви-

тации и боковой стабилизации при деформации объекта, или при смещении и враще-

нии центра масс экипажа в трехмерном пространстве, моделируется магнитоупругими 

связями экипажа с путевой структурой. Для определения управляющих сил по задан-

ной траектории движения экипажа решена обратная задача динамики. Уравнения дви-

жения магнитолевитационного экипажа линеаризованы относительно вектора прира-

щений координат центров масс экипажа и представлены в форме уравнений фазового 

пространства состояний.  
 
Ключевые слова: Магнитолевитационный экипаж, программная траектория 

движения, профиль дискретной путевой структуры, адаптивное управление. 
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Abstract: This article deals with the problem of control the trajectory of the crew 

magnetic levitation relative trajectory of the software regarding the track structure of the 

perturbation of the gravitational and magnetic fields levitation systems, lateral stabilization 
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and traction. The crew is presented as a system of rigid bodies, whose motion is subject to 

gravitational and electromagnetic forces. The spatial displacement with limited powers of 

levitation and lateral stabilization regarding a discrete track structure are selected by drawing 

up the estimated equations of the dynamics of the crew as inertial coordinates of the centers of 

mass of solids. The coordinates of any point on the carriage in a local coordinate system are 

converted in the coordinate system associated with the center of mass of the crew to bring the 

point of application of external force to the center of mass of the crew. A general model of the 

dynamics of the crew is based on the equation of Lagrange-Maxwell which binds to the active 

mass of the external forces of gravity that govern the electromagnetic force, the force of 

inertia and friction. The kinetic energy of the mechanical system is defined by the velocity 

projections on the axis of the fixed coordinate system as a quadratic form. The crew simulated 

magneto elastic coupling with the track structure changing the potential energy of magnetic 

levitation and lateral stabilization at the deformation of the object or the displacement and 

rotation of the center of mass of the crew in three-dimensional space. The inverse problem of 

dynamics is solved to determine the control forces for a given trajectory of the crew magnetic 

levitation. The equations of motion the crew on a magnetic cushion are linearized regarding 

increments relative coordinates of the centers of mass of the crew vector and presented in the 

form of equations of the phase space of states. 
 
Keywords: The crew magnetic levitation, the trajectory of the program, the profile of 

the discrete track structure, the adaptive management. 

 
 

Введение 
 
Одним из этапов проектирования систем управления движением маг-

нитолевитационного транспорта является решение задачи оптимального 
управления исполнительными подсистемами левитации, боковой стабилиза-
ции и тяги [1, 2, 3]. В работе рассматривается задача синтеза программной 
траектории для централизованного управления взаимосвязанными исполни-
тельными подсистемами магнитолевитационного экипажа (МЛЭ). 

Множество траекторий движения МЛЭ определяется внешней сре-

дой и профилем путевой структуры между станцией отправления и стан-

цией назначения. В том случае, если известны характеристики профиля 

дискретной путевой структуры, то комфортные программные траектории 

движения можно задать вдоль всего пути следования на этапе проектиро-

вания системы управления.  

Однако на траекторию движения МЛЭ, наряду с действием некон-

тролируемых внешних факторов, ощутимо влияют кривые участки пути, 

уклоны и другие особенности путевой инфраструктуры, которые возбуж-

дают собственные и вынужденные колебания экипажа в шести степенях 

подвижности. Среди наиболее опасных для устойчивости движения МЛЭ 

являются сложные формы колебаний «виляния», «галопирования» и «бо-

ковой качки» [4, 5]. 

В общем случае задача планирования и разделения траекторий дви-

жения по степеням подвижности МЛЭ при синтезе законов управления ис-
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полнительными подсистемами может не иметь аналитических решений, 

или иметь множество неоднозначных решений, среди которых есть един-

ственное оптимальное решение. 

В настоящей работе рассматривается аналитическое решение задачи 

управления магнитолевитационным экипажем. Для синтеза законов автома-

тического управления исполнительными подсистемами разработан общий 

алгоритм вычисления траекторий движения МЛЭ в поле потенциальных сил. 

 

Общая модель динамики магнитолевитационного экипажа 
 

Для составления расчетных уравнений динамики представим МЛЭ 

как систему твердых тел, движение которых подчиняется гравитационным 

и электромагнитным силам. 

Выберем в качестве инерциальных координат центров масс твердых 

тел im пространственные перемещения , ,ix iy izq q q , ограниченные силами 

левитации относительно дискретной путевой структуры и силами боковой 

стабилизации с коэффициентами жесткости ( , 1, ..., )ijp i j n  и kp . На массы 

действуют внешние силы тяготения, управляющие силы iu  и силы трения. 

Движение МЛЭ также зависит от внутренних процессов диссипации и сил 

инерции. 

Кинетическая энергия механической системы определяется в виде 

квадратичной формы проекций скоростей на оси неподвижной системы 

координат , ,x y z : 
 

2 2 2 T

1

( ) 0,5 ( ) 0,5
n

i ix iy iz

i

m q q q


   K Aq q q ,            (1) 

 

где  T
1 1 1[ , , , ..., , , , ..., ]x y z ix iy iz nzq q q q q q qq  – n3 -мерный вектор проекций 

перемещений n  масс на инерциальные оси;  

1 1 1{ , , , ..., , , , ..., } 0i i i ndiag m m m m m m m A  – матрица инерции соот-

ветствующей размерности (диагональная, положительно определен-

ная). 

 

Потенциальная энергия связей 
 

При деформации объекта массы im , jm  смещаются в трехмерном 

пространстве из состояний равновесия 0A , 0B  вдоль векторов iq , jq , зани-

мая положения А, В, соответственно. При этом изменение потенциальной 

энергии магнитной левитации и боковой стабилизации, линеаризованное 
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по приращениям 0 0( ), ( )i j i jx x x x  , 0 0( ), ( )i j i jy y y y  , 0 0( ),i jz z  ( )i jz z , 

может быть определено следующим образом: 

 
s

лин лин T
l

1

( ) 0,5 { ( , )} 0,5 ( ) 0,5
h

ij i j k k

k

   
l

П П П Cq q q q q q ,          (2) 

 

где  
1,

{ }, ,
n

ij ij ji ij ii i ij

j i j 

      C C C C P C P P , , 1, ...,i j n ; 

0C  – ( nn 33  )-мерная матрица коэффициентов электромагнитной 

упругости; 

h  – число катушек дискретной путевой структуры подвеса; s – число 

катушек боковых стабилизаторов;  
лин T( , ) 0,5( ) ( )ij i j i j ij i j  П Pq q q q q q  – потенциальная энергия ij -го 

магнитного подвеса; 
лин T( ) 0,5k k k kП Pq q q – потенциальная энергия k-го магнитного ста-

билизатора; 
 

xx xy xz
ij ij ij

xy yy yz
ij ij ij ij

xz yz zz
ij ij ij

p p p

p p p

p p p

 
 
 
 
 
 

P , 

xx xy xz
k kk

xy yy yz
k k k k

xz yz zz
k kk

p p p

p p p

p p p

 
 

  
 
  

P , 

 

 – (3n3n)-мерные симметричные матрицы приведенных параметров ij-х 

магнитных подвесов и k-х боковых стабилизаторов. 

 
 

Силы сопротивления движению 
 

Диссипативная функция внешних сил с коэффициентами , ,ix iyd d  

0izd   при проекциях скоростей , ,ix iy izq q q  масс im ( 1, ..., )i n , равна:  

 

2 2 2 T( ) 0,5 ( ) 0,5d ix ix iy iy iz iz dd q d q d q   R Rq q q ,   (3) 

 

где  1 1 1diag{ , , , ..., , , , ..., }d x y z ix iy iz nzd d d d d d dR , 0d R  – диагональная 

матрица коэффициентов внешних сил сопротивления движению, а 

, ,ix iy izd d d  не обязательно различные. 
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Диссипативная функция внутренних сил в пространственных связях 

с коэффициентами 0ijb   при скоростях деформаций левитационных зазо-

ров ( )i jq q  и с коэффициентами 0kb   при скоростях деформаций зазо-

ров стабилизаторов 0( )k q q  представляется в виде суммы: 

 

T T T

1 1

( ) 0 5 {( ) ( )} 0,5 0,5
h s

b i j ij i j l k k k b

l k

,
 

     R R R Rq q q q q q q q q , (4) 

 

где  0, ,b ij kR R R  – (3 3n n )-мерные матрицы приведенных коэффици-

ентов диссипации ij -й пространственной связи и k-го стабилизатора. 

Структура матриц диссипации аналогична расчетным структурам 

матриц С, ijP , kP . 

Вектор обобщенных сил U  составляется из проекций на инерциаль-

ные оси приложенных к массам im  внешних сил ( 1, ..., )i i nu , включая 

управления: 

 
T

1 1 1
[ , , , ..., , , , ..., ]

x y z ix iy iz nz
u u u u u u uU .         (5) 

 

Линейная модель динамики МЛЭ 
 

Уравнение Лагранжа-Максвелла для механического объекта с кине-

тической и потенциальной энергиями (1), (2), диссипативными функциями 

(3), (4) и обобщенными силами (5) имеет векторно-матричный вид [6]: 

 
TT T 0,5[ ( ) ]0,5( ) 0,5( ) d bd

dt

    
   

   

R RA C q qq q q q
U

q q q
.        (6) 

 

Это уравнение движения МЛЭ относительно переменных задачи, при-

водится к 3n -мерной системе линейных дифференциальных уравнений вто-

рого порядка с интервально неопределенными элементами матриц A, R, C: 

 

  A R Cq q q U ,        (7) 

 

где  , ,A R C  – )nn( 33  -мерные симметричные матрицы;  

0A  – матрица масс;  

0d b  R R R  – матрица параметров диссипации; 

0C  – матрица коэффициентов магнитоупругости.  
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Выбор локальных систем координат 
 

Для приведения точек приложения внешних сил к центру инерции 

МЛЭ, необходимы преобразования координат произвольной точки на 

МЛЭ в локальной системе координат в систему координат, связанную 

с центром инерции МЛЭ. Закрепим в центрах масс im  МЛЭ правые декар-

товые системы координат iiii zyxO  следующим образом: начало координат 

i
O  совместим с центром инерции массы im , оси iz  направим параллельно 

оси 
0

z  инерциальной системы координат. Оси ix  направим перпендику-

лярно к осям 1iz  и iz  (вдоль продольной оси симметрии массы МЛЭ) 

с положительным направлением от массы 1i  к массе i , ось iy  дополняет 

систему координат 
iiii

zyxO  до правой декартовой системы координат. 

При помощи такого ортогонального преобразования движение твер-

дого тела im  разделяется на поступательное и вращательное. Перемещение 

i -й системы относительно 1i -й характеризует движение i -й массы отно-

сительно 1i -й. Это движение массы im  состоит из поступательного пе-

ремещения , ,xi yi zis s s  вдоль осей i i ix y z  и вращательного относительно 

центра массы im . Матрицы вращения вокруг осей декартовой системы ко-

ординат на углы , ,xi yi zia a a  в трехмерном пространстве известны [7]: 

 

1 0 0

0 cos sin ,

0 sin cos

xi xi xi

xi xi

a a

a a

 
 

 
 
  

  

cos 0 sin

0 1 0 ,

sin 0 cos

cos sin 0

sin cos 0 .

0 0 1

yi yi

yi

yi yi

zi zi

zi zi zi

a a

a a

a a

a a

 
 

  
  

 
 


 
  





 

 

Итоговая матрица поворотов осей i -й системы координат относи-

тельно 1i -й определится произведением матриц вращения: 

 

i xi yi zi    . 
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Таким образом, связь между локальными координатами 
T

i i i ix x y z     некоторой точки в i -й и 1i  системах координат опреде-

лится преобразованием: 

 

1 1, 1,i i i i i i   x x s , 

 

где  ix  – координаты точки в i -й системе координат; 

1ix  – координаты точки в 1i -й системе координат; 

1,i i  – матрицы поворотов осей i –1-й системы координат относи-

тельно i -й; 

1,i i
s  – вектор переноса. 

Координаты точек приложения внешних сил в основной системе ко-

ординат 0 0 0, , ,O x y x  определяются по формулам: 

 

0 0, 1,1

i

i i j jj 
 x x S , 

0, 1,1
, 1, 2, ...,

i

i j jj
i

    

 

где  0,i  – матрица поворотов i -й системы координат относительно ос-

новной; 

1,1

i

j jj  S  – вектор переноса начала координат i -й системы относи-

тельно основной. 

Однородные координаты точки xi в инерциальной системе координат 

0 0 0, , ,O x y z , связанной с основанием МЛЭ, определяются по формуле:  

 

0i i i Tx q , 

 

где  0iT  – матрица перехода от i -й системы координат к 0 0 0, , ,O x y z ; 
1

1 1i i i i



 


, ,
T T  – матрицы обратного перехода из i  в 1i  систему коор-

динат.  

 

В однородных координатах матрицы переходов имеют блочную 

структуру: 
 

i i i i
i i

 


 
  
 

, 1 , 1
, 1

τ s
T

0 1
. 
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Оптимальная траектория движения МЛЭ 
 

Для комфортного движения МЛЭ, имеющего шесть степеней по-

движности, необходимо задать желаемую пространственную траекторию 

движения с учетом особенностей дискретной путевой структуры. В каче-

стве обобщенных координат выберем фазовые координаты x  пространства 

состояний МЛЭ. Для определения управляющих сил, исходя из желаемой 

траектории движения МЛЭ с помощью матриц ортогонального преобразо-

вания 0iT , необходимо решить обратную задачу динамики.  

Решение обратной задачи состоит в решении системы трансцендент-

ных уравнений, относительно вектора фазовых координат x , по заданным 

инерциальным координатам пространственных перемещений q  центра 

масс МЛЭ с помощью системы трансцендентных уравнений: 
 

( ) Fq ,          (8) 
 

где  ( )F  – вектор функций нелинейных связей физических переменных 

θ  с пространственными перемещениями q . 

Общего метода аналитического решения систем трансцендентных 

уравнений нет. В этой связи множество решений обратной задачи динамики 

найдем из линеаризованной системы уравнений относительно приращений 

вектора пространственных перемещений q  и физических переменных θ : 
 

θ)θ(  Jq ,          (9) 
 

где  
Tθ

)θ(
)θ(






F
J  – матрица Якоби. Эта система уравнений всегда разре-

шима в силу избыточности уравнений (9) и независимости обобщен-

ных координат θ . 

Из уравнений (9) по заданной в инерционных координатах траекто-

рии движения МЛЭ ( )tq :  
 

1
0J ( ) ( ) θ( ), [ ,  ]t it t t t t     q ,                 (10) 

 
можно определить законы управления физическими переменными.  

 

Уравнение движения МЛЭ  
в пространстве состояний 

 

Важным свойством уравнения (7) является положительная опреде-

ленность матрицы A . Это свойство гарантирует существование един-

ственной обратной матрицы 1
A , с помощью которой уравнение (7) можно 

разрешить относительно старшей производной и записать его в виде: 
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 1 ( )  A R Cq U q q .       (11) 

 

Уравнения модели динамики МЛЭ (11) в обобщенных координатах 

θ  с учетом (9) преобразуются к системе дифференциальных уравнений: 

 

















  θ)θ(θ])θ(θ])θ( 1

2

2

CJ[JRA[J
dt

d

dt

d
U .   (12) 

 

Введем обозначения для переменных состояния θ1 x , θ2
x  и, по-

лагая значения элементов матрицы )θ(J  в точке линеаризации постоянны-

ми, преобразуем уравнения (12) к нормальной форме Коши: 

 

U
x

x

x

x









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



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


















 11

2

1

1111
2

1

)θ()θ()θ()θ()θ( AJ

B

RJAJCJAJ

10




.   (13) 

 

где  B  – оператор динамической модели тягового линейного электропри-

вода [8]. 

 

Заключение 
 

Из структуры уравнений (13) следует, что систему управления пере-

менными состояния МЛЭ θ2
x  целесообразно строить адаптивными ме-

тодами [9]. Цель автоматического адаптивного управления в этом случае 

достигается непрерывной настройкой параметров матрицы управления 
11 )( 

AθJ  модели (13) вдоль траектории ( )t , или подавлением возмуще-

ний траектории движения МЛЭ относительно программной траектории 

оптимальными управляющими силами. 
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