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Цель. Получить новые аналитические выражения для определения индуктивно-

сти экипажных электромагнитов транспортных левитационных систем.  

Методы. Главная особенность расчетной модели бортовых катушек по определе-

нию их индуктивности на примере электромагнитов прямоугольной формы – допуще-

ние о малой величине высоты по сравнению с другими геометрическими размерами. 

Принято также допущение, что толщина скин-слоя проводника существенно превосхо-

дит поперечный размер провода, составляющего катушку. Рассматривается одновитко-

вая катушка, индуктивность реального электромагнита принимается пропорциональной 

квадрату числа витков. При расчете индуктивности используются безразмерные вели-

чины. В качестве нормировки выбрана четверть периметра катушки по средней линии. 

Условием получения приближенной формулы расчета индуктивности плоской прямо-

угольной катушки является меньшая толщина обмотки по сравнению с геометрически-

ми размерами катушки. 

Результаты. Получено точное аналитическое выражение для величины индук-

тивности «тонкого» источника магнитного поля прямоугольной формы в виде алгебра-

ической суммы элементарных функций. Результаты численного анализа показывают 

зависимость относительной индуктивности плоской катушки прямоугольной формы от 

отношения толщины к ее минимальному размеру. Исследовано влияние «вытянутости» 

катушки (отношения длины к ширине). Отмечено, что индуктивность уменьшается с 

уменьшением «вытянутости», а также с увеличением отношения толщины к минималь-

ному размеру. 

Практическая значимость. Получено приближенное выражение для вычисления 

значения индуктивности, погрешность которого не превышает 14 % в области измене-

ний всех геометрических параметров электромагнита. Установлены границы практиче-

ского применения полученных аналитических выражений при принятых допущениях. 

Выведенные выражения относительно просты по структуре и легко программируются. 

 

Индуктивность бортовых электромагнитов, плоская катушка, скин-слой, числен-

ный анализ. 
 

Введение 
 

Использование инновационных технологий как в пассажирских, так и 

в грузовых транспортных перевозках на основе магнитолевитационных 

транспортных систем способствует повышению их экономичности и эко-

логичности [1–3]. 
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Одним из вариантов магнитного подвешивания является комбиниро-
ванная система левитации и тяги на однофазном переменном токе. В таком 
случае питание электромагнитов производится от статических преобразо-
вателей частоты. Допустимые значения напряжения ограничиваются пара-
метрами используемых силовых полупроводниковых приборов (СП). У со-
временных СП допустимое напряжение составляет 5000 В [4–6]. 

Величина требуемого напряжения на электромагнитах пропорцио-
нальна их индуктивности. При этом точность установления индуктивности 
во многом определяет достоверность результатов исследований электро-
механических систем. 

Расчет индуктивности проводящих систем – как правило, технически 
сложная процедура, связанная с громоздкими вычислениями даже для са-
мых простых форм электромагнитов. 

Множество справочников по вычислению указанных величин (см., 
например, библиографию в [7–9]) содержит в основном наборы прибли-
женных формул, у которых точность и зоны их применимости указаны да-
леко не всегда. 

Данная статья посвящена установлению величины индуктивности L 
для катушек определенной конфигурации, у которых величина «высоты» 
электромагнита пренебрежимо мала по сравнению с другими геометриче-
скими размерами катушки. Такие электромагниты будем называть беско-
нечно тонкими (плоскими) источниками магнитного поля. 

Следует заметить, что величина индуктивности существенно зависит 
от частоты протекающего по катушке тока. Будем предполагать, что ток I, 
определяющий магнитное поле системы, слабо меняется, т. е. величина 
скин-слоя проводника значительно превосходит поперечный размер про-
вода, составляющего катушку. 

 

Методология расчета 
 
Общая формула для определения индуктивности плоского источника 

магнитного поля LT задается соотношением [7] 
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(x, y) и (x', y') – подходящие декартовы координаты; 

  i и i' – линейные плотности тока; 

  S ≡ S' – токонесущая поверхность катушки;  

 W – число витков катушки;  

 μ0 = 4π·10–7 Гн/м – магнитная постоянная вакуума. 
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Рассмотрим одновитковую катушку ( 1W ), индуктивность реального 

электромагнита пропорциональна квадрату числа витков. В качестве ис-

точника магнитного поля рассмотрим электромагнит прямоугольной фор-

мы (рис. 1). 
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Рис. 1. Расчетная схема экипажного электромагнита 

 

Отметим, что на геометрические параметры данного плоского элек-

тромагнита накладывается естественное ограничение: 0 min( , ).w a b   

Для рассматриваемой конфигурации источника магнитного поля мо-

дуль линейной плотности тока определяется равенством 2 .i i I w   Пе-

реходя в (1) к безразмерным координатам и совершая там же первичное 

двукратное интегрирование, можно получить следующее выражение для 

индуктивности плоской катушки прямоугольной формы L: 
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В равенствах (2)–(5) приняты обозначения: 
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В качестве нормирующего множителя при переходе к безразмерным 

координатам в (2) выбрана величина 2p – полупериметр катушки по сред-

ней линии. 

Дальнейшее интегрирование квадратуры в (3) приводит к окончатель-

ной формуле для  νL : 
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где 2 21 ; ; (0 1).r            

Слагаемое в сумме из (7) при 1k    и 1ε   доопределяется нулевым 

значением. 

Выражение для ( , )M    из (4) также может быть получено после со-

ответствующих интегральных преобразований: 
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Функция ( , )Q u v  в (9) представляет собой сумму пяти слагаемых: 
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Случай 0 ( 0)u  v  в (10) отвечает ситуации, когда «окно» катушки 

представляет собой бесконечно тонкую щель, т. е. min( , ),     формула 

(10) при этом доопределяется по непрерывности:  
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Второе слагаемое в (10) при ( 0)d    равно нулю. 

Предельный вариант, задающий плоский электромагнит в форме 

«проколотого» по центру квадрата  δβα  , приводит к соотношению 

 0,0 0.Q   

Поскольку при выводе выражения ( , )M    из (8) использовалось 

условие 1,  формула для  0,0M  не может быть определена посред-

ством равенств (8)–(10), а должна вычисляться непосредственно интегри-

рованием квадратуры (4) с учетом равенств 0,   при этом 
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Равенства (2)–(12) полностью исчерпывают задачу определения точ-

ной формулы по расчету коэффициента самоиндукции плоской катушки 

прямоугольной формы. 

Выражение для L  при выполнении условия min( , )     существенно 

упрощается, и в результате совершения в (2)–(11) предельного перехода 

можно получить 
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Несмотря на некоторую громоздкость соотношений (2)–(11), входя-

щие в них формулы элементарны, легко программируются и – что очень 

важно – представляют собой процедуру вычисления точного значения ис-

комого коэффициента самоиндукции L. 

Величину L  целесообразно рассчитывать в безразмерном виде. В ка-

честве базовой выберем величину индуктивности плоской катушки 0 ,L  

представляющей собой квадрат с «проколотым» центром. После соответ-

ствующих вычислений по формулам (2)–(12) при δβα   можно записать 
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где pP 4  – периметр квадратной катушки по средней линии. 

Результаты численного анализа, показывающего зависимость относи-

тельной индуктивности DT LL  от параметра e при различных значениях 

«вытянутости» катушки ς, представлены на рис. 2 (числа у кривых соответ-

ствуют значениям «вытянутости» катушки). Параметры e и ς: 

min( , ),e w a b  max( , ) min( , ).a b a b   Пунктирная линия отвечает при-

ближенной формуле 
 min DL L

 
 при 1.   В расчетах периметр катушки 

по средней линии pP 4  принимается постоянным, DL  определено в (13). 
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Рис. 2. Зависимость относительной индуктивности плоской катушки  

прямоугольной формы LT/LD от параметра e 

 

Заключение 
 

Получено точное аналитическое выражение для величины индукции 

«тонкого» источника магнитного поля прямоугольной формы в виде ал-

гебраической суммы элементарных функций. 

Выведена приближенная формула для вычисления коэффициента са-

моиндукции, погрешность которой не превышает 14 % в области измене-

ний всех геометрических параметров электромагнита. 

Полученные формулы относительно просты по структуре и легко про-

граммируются. 
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Objective. Of the work consists in receiving new analytic expressions for determination 

of inductance of vehicular electromagnets of transport levitation systems. 

Methods. The key feature of calculation model of onboard coils in accordance with 

their inductance on the example of squared electromagnets lies an assumption about a small-

ness of the size «heights» in comparison with its other geometrical sizes. There is also an as-

sumption that thickness of a skin layer of the conductor significantly surpasses cross sectional 

size of the wire making the coil. The single-turn coil is considered, inductance of an actual 

electromagnet is accepted proportional to a square of the number of turns. When calculating 

inductance the dimensionless quantities are used. As an absolute, a quarter of perimeter of the 

coil on the centerline is chosen. The condition of obtaining the approximate formula for calcu-

lation of inductance of the flat rectangular coil is the small thickness of a winding in compari-

son with the geometrical sizes of the coil. 

Results. Accurate analytical expression for inductance of a «thin» source of square-

shaped magnetic field as the algebraic sum of elementary functions has been received. Results 

of a numerical analysis show dependence of the relative inductance of the square-shaped flat 

coil on thickness relation to its minimum size. Influence of «elongation» of the coil (relation 

of length to width) is investigated. It is noted that inductance decreases with decrease of 

«elongation», and also with increase in the relation of thickness to the minimum size. 

Practical importance. The approximate formula for calculation of value of inductance 

has been obtained. Its uncertainty does not exceed 14 % in the areas of changes of all geomet-

rical parameters of an electromagnet is output. Borders of practical application of the received 

analytic expressions at the accepted assumptions have been set. 

The received expressions are fairly simple structurally and are easily programmed 

 

Inductance of onboard electromagnets, flat coil, skin layer, numerical analysis. 

 

 

Introduction  
 

Application of innovative technologies in transportation of both passengers 

and cargo on the basis of maglev transport systems facilitates increase of effi-

ciency and sustainability of the above systems [1–3].  

One of the options of magnetic suspension is a combined system of levita-

tion and traction with a single-phase alternating current. In this case, electro-

magnets are powered by stationary frequency converters. Permissible values of 
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voltage are limited by parameters of power semiconductor devices (PS) being 

used. The today’s PSes have a permissible voltage of 5000 V [4–6]. 

The value of the required voltage in electromagnets is proportionate to their 

inductance. In this case, the accuracy of determination of inductance largely dic-

tates the reliability of the results, obtained during researches of electromechani-

cal systems. 

Calculation of inductance of different conductor systems represents, as a 

rule, quite a sophisticated technical procedure, associated with awkward calcula-

tions even for simple forms of electromagnets. 

A large number of referential books on calculation of the above values (see 

in, for example, Reference [7–9]) contain, mainly, sets of approximate formulae, 

whose accuracy and zones of application are far from being always specified. 

The very article is devoted to determination of value of inductance L for 

coils of a specific configuration, in which value of “height” of electromagnet is 

negligibly low, compared to other geometrical sizes of the coil. Such electro-

magnets are hereafter referred to as infinitely thin (flat) sources of magnetic 

field. 

 It needs to be pointed out, that value of inductance is significantly depend-

ent on frequency of the current running in a coil. Let us surmise, that current I, 

determining magnetic field of the system, changes slightly, namely, value of 

skin layer of a conductor significantly surpasses cross-sectional size of the wire, 

constituting the coil. 

 

Methodology of Calculation 
 

The common formula for determination of inductance of a flat source of 

magnetic field LT is given by the following relation [7]: 
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where , ;d dxdy d dx dy   ρ ρ  
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;x x y y      ρ ρ  

  (x, y) и (x', y') – suitable Cartesian system coordinates;  

  i и i' – linear current densities;  

  S ≡ S'– current-carrying surface of a coil, 

  W – number of turns of a coil;  

  μ0 = 4π·10–7 H/m – vacuum permeability. 

 In this case, single-turn (W = 1) coil is considered, inductance of a real 

electromagnet is proportionate to the square of the number of turns. As a source 
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of electromagnetic field, let us consider a square-shaped electromagnet. Its 

calculation scheme is seen from the fig. 1. 
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Fig. 1. Calculation scheme of vehicle electromagnet 

 

It is to be pointed out, that natural limit are put on geometrical parameters 

of this flat electromagnet: 0 min( , ).w a b   

For the configuration of the source of magnetic field being considered, 

module of linear current density is defined by equation wIii 2 . Proceeding 

to the point (1) of dimensionless coordinates and committing there a primary 

double integration, one may obtain the following expression for inductance of a 

flat square-shaped coil L: 
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In equations (2)–(5) the following notation is accepted: 
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As a normalising factor for transition to dimensionless coordinates in (2) 

the value 2p has been chosen – semiperimeter of a coil at the medium line.  

Further integration of quadrature in (3) leads to the final formula for L(v):  
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where 2 21 ; ; (0 1).r            

The summand in the sum of (7) with 1k  and 1ε   is further defined by 

zero value. 

Expression for ( , )M    from (4) may also be obtained after corresponding 

integral transformations are conducted: 
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Function  v,uQ  in (9) represents an addition of five summands: 
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where ; .s u d u    v v  

The case 0 ( 0)u  v  in (10) meets the situation when “the window” of a 

coil is an infinitively thin slot, that is  β,αminδ  , formula (10), in its turn, is 

further defined by continuity: 
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The second summand in (10) with ( 0)d    equals zero.  

The limiting variant, defining a flat electromagnet as a “pierced” in the cen-

tre square ( )    leads to relation (0, 0) 0.Q   

Since during deriving the expression ( , )M    form (8) the condition 

1βα  was used, the formula for  0,0M  cannot be defined by means of equa-

tions (8)–(10), but should be calculated directly by integrating quadrature (4) 

taking into account equations 0,   thus 
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Equations (2)–(12) completely exhaust the problem of determination of an 

accurate formula for calculation of coefficient of self-inductance of a flat 

square-shaped coil. 

Expression for L by completing the condition min( , )     is significant-

ly simplified, and in the result of completion in (2)–(11) of a corresponding 

maximum transition, one can obtain 
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where 2 2 2.     

Despite some awkwardness of the relations (2)–(11), the formulae consti-

tuting them are elementary, are easy programmed and, which is very important, 

they represent themselves a procedure of calculation of an accurate value of the 

required self-inductance coefficient L. 

It is advisable to conduct calculation of the value L in a dimensionless 

form. As a basic value, let us choose a value of inductance of a flat coil L0, hav-

ing a form of square, “pierced” in the centre. After calculations according to 

formulae (2)–(12) with δβα   we can write down  
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where 4P p  – perimeter of a square coil on the medium line. 
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The results of a numerical analysis, showing the dependence of relative in-

ductance T DL L from the parameter e at different values of "elongation" of coil 

ς, are represented in the fig. 2 (figures on the curves correspond to the values of 

“elongation” of coil). Parameters e and ς, respectively, are equal: 

min( , )e w a b , max( , ) min( , )a b a b  . The dashed line corresponds to the 

approximate formula 
 min , DL L

  
 with 1ς  . In calculations, perimeter of a 

coil along the medium line pP 4  is view as constant, DL  is defined in (13). 
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Fig. 2. Dependence of relative inductance of a flat square-shaped coil  

LT/LD from the parameter e 

 

Conclusion 
 

The accurate analytical expression for value of inductance of a “thin” 

source of a square-shaped magnetic field in the form of algebraic sum of ele-

mentary functions was obtained. 

The approximate formula for calculation of value of inductance has been 

obtained. Its uncertainty does not exceed 14 % in the areas of changes of all ge-

ometrical parameters of an electromagnet is output. 

The obtained expressions are fairly simple structurally and are easily pro-

grammed. 
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