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АННОТАЦИЯ 

Обоснование. Цель промышленного рыхления заключается в разрушении единого почвенного пласта 
и его применяют на твёрдых (мёрзлых или скальных) грунтах. Принципиальное отличие промышлен-
ного рыхления от сельскохозяйственного заключается в наличии принудительного заглубления. Про-
цесс заглубления рыхлителя в грунт очень важен, и во многом определяет эффективность работы всего 
агрегата. В процессе принудительного заглубления рыхлитель осуществляет совместное движение в 
горизонтальном и вертикальном направлении. В настоящий момент имеется множество эксперимен-
тальных данных процесса заглубления рабочего орудия, однако отсутствует адекватная математиче-
ская модель.  

Цель исследования — разработка математической модели заглубления рыхлителя в грунт на примере 
движения прямого штампа. 

Материалы и методы. На начальном этапе погружения штампа в грунт принята линейная зависимость 
между вертикальной деформацией и усилием. В статье решалась обратная задача динамики. Было 
найдено уравнение траектории движения рабочего орудия в грунте по известному вертикальному уси-
лию и горизонтальному перемещению трактора. 

Результаты. Разработана математическая модель движения прямого штампа под действием верти-
кальной силы при горизонтальном перемещении трактора. Процесс погружения штампа в грунт описан 
двумя моделями. При горизонтальном перемещении в пределах ширины штампа движение описыва-
ется линейным уравнением с разделяющимися переменными. В случае, когда горизонтальное переме-
щение больше ширины штампа, движение описывается дифференциальным уравнением с запаздыва-
ющим аргументом. 

Заключение. Безразмерные переменные позволили привести уравнение траектории рабочего инстру-
мента к единому виду независимо от размеров штампа и типа грунта. Предложенная модель может 
быть положена в основу описания взаимодействия процесса заглубления любого рабочего орудиями в 
грунт. 
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ABSTRACT  

BACKGROUND: The purpose of industrial loosening is to destroy a single ground layer and it is used on hard 
(frozen or rocky) grounds. The fundamental difference between industrial loosening and agricultural loosening 
is the presence of forced deepening. The process of deepening the ripper into the ground is very important, and 
largely determines the efficiency of operation of the entire unit. During the process of forced deepening, the 
ripper performs a combined motion in the horizontal and vertical directions. Currently, there is a lot of exper-
imental data on the process of deepening the working tool, but there is no adequate mathematical model.  

AIM: Development of a mathematical model for deepening a ripper into the ground using the example of the 
motion of a straight stamp. 

METHODS: At the initial stage of deepening the stamp into the ground, a linear dependence between vertical 
deformation and force is assumed. The inverse problem of dynamics was solved in the paper. The equation for 
the motion path of a working tool in the ground was found based on the known vertical force and horizontal 
motion of the tractor. 

RESULTS: A mathematical model of the motion of a straight stamp under the vertical force during horizontal 
motion of the tractor has been developed. The two models describe the process of deepening a stamp in the 
ground. For the horizontal motion within the width of the stamp, the motion is described by a linear equation 
with separable variables. In case of the horizontal motion greater than the width of the stamp, the motion is 
described by a differential equation with a retarded argument. 

CONCLUSION: Dimensionless variables made it possible to reduce the equation of the working tool path to 
a single form, regardless of the size of the stamp and the type of ground. The developed mathematical model 
can be used as a basis for describing the process of deepening any working tool into the ground. 

 

Keywords: industrial loosening; motion path of the working tool in the ground; equation with separable vari-
ables; equation with retarded argument; dimensionless coefficients. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время рыхление грунта получило широкое применение в различных областях народного 
хозяйства. 

1. В сельском хозяйстве рыхление является заключительной операцией мелкой обработки почвы, 
предназначенной для увеличения ее пористости. Рыхление увеличивает доступ воздуха в глу-
бокие слои почвы, что усиливает разложение органических остатков и накопление питатель-
ных веществ в доступной для растений форме. Поверхностный рыхлый слой почвы препят-
ствует капиллярному поднятию влаги и излишнему её испарению. Попутно при рыхлении 
почвы уничтожаются всходы сорняков. В агропромышленном комплексе для рыхления исполь-
зуют культиваторы [1–2], бороны [3–4], сепараторные машины [5–6] и другие рыхлительные 
орудия [7]. 

2. При строительстве различных объектов технологический цикл разработки грунта часто вклю-
чает в себя процесс рыхления, целью которого является разрушения единого пласта и увеличе-
ние объёма грунта для дальнейшей его разработки. Процесс промышленного рыхления наибо-
лее актуален при разработке мерзлых и скальных пород, характеризующихся повышенной 
твердостью. Для этих целей чаще всего используются бульдозерно-рыхлительные агрегаты на 
базе гусеничных тракторов. Специальные ножи и зубья рыхлительного оборудования спо-
собны проникать глубоко в грунт и эффективно его разрыхлять [8].  

3. В горнодобывающей отрасли рыхление является одним из способов подготовки горных пород 
к выемке полезных ископаемых. В зависимости от типа горной породы используется механи-
ческий, термический, гидравлический или взрывной способ рыхления. Механический способ 
рыхления представляется самым безопасным и наиболее широко распространён при открытых 
горных работах. Для механического рыхления используются фрезерные комбайны [9–10].  

В агропромышленном комплексе процесс рыхления почвы достаточно хорошо изучен [11–12]. Однако, 
он принципиально отличается от процесса промышленного рыхления отсутствием принудительного 
заглубления [13]. Для промышленного рыхления процесс заглубления рабочего органа во многом опре-
деляет эффективность работы всего машинно-тракторного агрегата.  

В настоящий момент существуют математические модели взрывного рыхления [14], газодинамиче-
ского рыхления [15], рыхления с помощью сжатого воздуха [16], но отсутствуют модели механиче-
ского рыхления. Между тем, по механическому способу промышленного рыхления накоплен большой 
объём экспериментальных данных, обработка которого производится посредством получения различ-
ных эмпирических зависимостей [17–18].  

Существующие попытки математического моделирования работы рыхлителя, как правило, рассматри-
вают вертикальное и горизонтальное его движение раздельно. Это является не вполне правильным, так 
как в случае принудительного заглубления, рыхлитель осуществляет совместное движение в горизон-
тальном и вертикальном направлении. Свойства грунта, при этом зависят от его деформации, опреде-
ляемой твердостью [19].  

Цель исследования — разработка математической модели заглубления рыхлителя в грунт на примере 
движения прямого штампа. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

Движение рабочего орудия в грунте определяется кинематическими и силовыми зависимостями. Рас-
смотрение процесса принудительного заглубления зуба рыхлителя в грунт было проведено путём ре-
шения второй задачи динамики точки. По известному вертикальному усилию и горизонтальному пе-
ремещению трактора определялась траектория его движения. Модель движения зуба рыхлителя в 
грунте рассмотрена на примере прямого штампа.  

Начальное погружение зуба рыхлителя на твердых грунтах составляет всего 10–50 мм. Это позволило 
нам принять допущение о линейной зависимости между деформацией и усилием в вертикальном 
направлении [20–21]. Тогда связь между удельным давлением q  и вертикальной деформацией грунта 
h  имеет вид: 

q ch
,  (1) 
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где c  — коэффициент пропорциональности. 

Процесс заглубление зуба рыхлителя на глубину h  исследовался на примере прямого штампа с шири-
ной b  (рис. 1). Вертикальное движение штампа осуществляется под действием усилия P . Одновре-
менно штамп осуществляет движение в горизонтальном направлении за счет движения трактора. Раз-
делять эти два движения неверно, так как они взаимно влияют друг на друга. Поэтому необходимо 
описать совокупное движение штампа под действием вертикального усилия при заданном горизон-
тальном движении. 

 

Рис. 1. Схема вертикального погружения прямого штампа в грунт. 

Fig. 1. Diagram of vertical deepening of a straight stamp into the ground. 

Под действием только одной вертикальной силы P  штамп заглубляется на глубину 0h  (рис. 2). Ли-
нейное удельное давление под опорной площадкой штампа составляет 1 /q P b .  

 

Рис. 2. Схема горизонтального перемещения прямого штампа в грунте при действии вертикальной силы (в пределах ширины 

штампа). 

Fig. 2. Diagram of horizontal motion of a straight stamp in the ground under the vertical force (within the width of the stamp). 

Добавим теперь к вертикальному заглублению горизонтальное (вдоль оси x ) перемещение штампа. 
Обозначим элементарное горизонтальное перемещение dx . Тогда условие равновесия приобретает 
вид: 

1 1q dx bdq    или   hdx bdh   (2) 

Вертикальная деформация грунта опорной площадкой штампа существенно зависит от его горизон-
тального перемещения. Например, пока горизонтальное перемещение меньше ширины штампа 
0 x b   вертикальная деформация равна вертикальному перемещению h y . Однако, как только го-
ризонтальное перемещение станет больше ширины штампа b x , это равенство нарушается. Поэтому, 
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для исследования движения штампа рассмотрим эти этапы подробнее. 

ЭТАП ПЕРВЫЙ 0 x b   (ГОРИЗОНТАЛЬНОЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЕ НЕ ПРЕВЫШАЕТ ШИРИНУ 

ШТАМПА). 

Поскольку h y , то дифференциальное уравнение (2) можно записать в виде: 

dy y

dx b


  (3) 

Уравнение (3) относится к классу линейных дифференциальных уравнений с разделяющимися пере-
менными, и его общее решение имеет вид [22]: 

( ) by x Ce
, (4) 

где C  — постоянная интегрирования, определяемая из начальных условий: ( 0) 0tx   ; ( 0) 0ty y  . 

Подставляя начальные условия, находим значение постоянной интегрирования 0C y . Тогда уравне-

ние движения на первом этапе (4) приобретает вид:  

0( ) by x y e
 (5) 

ЭТАП ВТОРОЙ b x  (ГОРИЗОНТАЛЬНОЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЕ БОЛЬШЕ ШИРИНЫ ШТАМПА) 

На втором этапе (рис. 3) величина вертикальной деформации грунта под задней кромкой штампа равна 

( ) ( ) ( )h x y x y x b  
 (6) 

и дифференциальное уравнение (3) приобретает вид 

( ) ( )dy y x y x b

dx b

 


.   (7) 

 

Рис. 3. Схема горизонтального перемещения прямого штампа в грунте при действии вертикальной силы (за пределами ширины 

штампа.  

Fig. 3. Diagram of horizontal motion of a straight stamp in the ground under the vertical force (beyond the width of the stamp). 

Уравнение (7) относится к классу линейных дифференциальных уравнений с отклоняющимся (запаз-
дывающим) аргументом, где начальная функция определяется на предыдущем участке 0 x b   урав-
нением (5).  
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Решение уравнения (7) определяется методом шагов, идея которого заключается в сведении данного 
уравнения с запаздывающим аргументом к обыкновенному дифференциальному уравнению без запаз-
дывания [23]. Для этого в уравнение (7) необходимо подставить значение начальной функции, полу-
ченной на предыдущем участке согласно уравнению (5):  

( )/

0( ) x b by x y edy

dx b




.
 (8)

 

Уравнение (8) представляет собой обыкновенное линейное дифференциальное уравнение первого по-
рядка, общее решение которого имеет вид [22]: 

( )/ /0( ) x b b x by x
y x e Ce

b

  
.
 (9)

 

С учётом начальных условий ( 0)tx b   ( 0) 0ty y e   уравнение траектории движения (9) приобретает 
следующий вид: 

 /
0( ) 1

x b b x
y x y e e

b

  
   

 
 (10)

 

Это решение должно использоваться в качестве начальной функции на следующем шаге второго этапа. 
Такой же алгоритм предусматривается для всех последующих шагов (решение на предыдущем этапе 
используется в качестве начальной функции следующего этапа).  

РЕЗУЛЬТАТЫ  

Для получения результатов математической модели (5) и (10) воспользуемся численным методом. Для 
этого мы использовали математический пакет Мathcad, позволяющий решать дифференциальные 
уравнения методом Риддера.  

Мы получили аналитический вид уравнений траекторий движения зуба рыхлителя на первом этапе (5) 
и первом шаге второго этапа (10). На следующем шаге горизонтальное перемещение (аргумент) лежит 
в пределах 2b x b  . Значение функции заглубления изменяется в пределах: 

   0 0 1y e y x y e e  
 (11) 

Численный метод позволяет для использования в качестве начальной функцией следующего этапа ре-
шение, полученное на предыдущем шаге, записать в виде аппроксимирующей функции. Мы для этих 
целей использовали систему Excel. Аппроксимирующие функции записывались в виде полинома вто-
рого порядка. При этом ошибка составляла за пределами третьего знака после запятой. Внешний вид 
аппроксимирующей функции на втором шаге второго этапа имел вид:  

 
2

0 0,149 1,5209 1,0416
x x

y x y
b b

    
      

       (12) 

Согласно уравнению (8), производная /dy dx  на втором этапе меньше своего значения на первом 
этапе. Это соотношение сохраняется и для всех последующих шагов. Следовательно, погрешность ап-
проксимирующего полинома по отношению к точному решению не возрастает. Преимущество пред-
лагаемого нами метода заключается в том, что аппроксимирующую функцию на каждом последующем 
шаге можно записать в виде полинома, не увеличивая его степень. 

Общий вид аппроксимирующих полиномов на последующих шагах второго этапа: 

 
2

02 3 0,0175 1,9101 0,7795
x x

b x b y x y
b b

    
        

     

; 
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Вид аппроксимирующих полиномов показывает, что функция 0( ) (2 / 0,666)y x y x b   является асимп-
тотой для всех траекторий ( )y x  движения штампа. Кроме того, при достаточно больших горизонталь-
ных смещениях x  прослеживается линейная зависимость вертикального перемещения от горизонталь-
ного. 

ОБСУЖДЕНИЕ 

Видно, что функция вертикального перемещения ( )y x  зависит от двух параметров: начального погру-
жения 0y  и ширины штампа b . Ширина штампа b  является геометрической характеристикой самого 
штампа и напрямую определяет размер шага заглубления. В пределах одного шага, максимальная ве-
личина заглубления имеет одно и то же значение (рис. 4, a). Величина начального заглубления 0y  яв-
ляется характеристикой грунта и зависит (1) от вертикального усилия P . Таким образом, глубина по-
гружения штампа ( )y x  пропорционально величине начального заглубления 0y  (рис. 4, b). 

 

Рис. 4. Траектория у(х) движения штампа при разной а) — ширине b и b) — начальном погружении у0. 

Fig. 4. The motion path y(x) of the stamp for different а: widths b and b: initial depths у0.  

Для обобщения введём относительные переменные /x b   и 0/y y  , позволяющие свести обе за-
висимости (см. рис. 4) к одной общей зависимости (рис. 5). Полученная зависимость описывает траек-
торию заглубления штампа в произвольный грунт независимо от геометрических параметров штампа 
и может быть использована при проектировании рабочих орудий рыхлителя.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработана математическая модель движения прямого штампа под действием вертикальной силы при 
горизонтальном перемещении, которая может быть положена в основу описания взаимодействия про-
цесса заглубления рабочего орудия в грунт.  
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Рис. 5. Траектория движения штампа у(х) для разных грунтов и размеров штампа. 

Fig. 5. Motion path of the stamp y(x) for various soils and stamp sizes. 

Процесс погружения прямого штампа в грунт под действием вертикального усилия и при заданном 
горизонтальном перемещении описывается разными моделями на разных этапах:  

 на первом этапе b x  
 
модель движения описывается линейным уравнением с разделяющи-

мися переменными; 

 на втором этапе b x
 
модель движения описывается линейным дифференциальным уравне-

нием с запаздывающим аргументом. 

Решение уравнений движения удобно выполнять численным пошаговым методом, аппроксимируя их 
полиномом не выше второго порядка. 

Введение безразмерных переменных позволяет свести уравнение траектории движения штампа к еди-
ному виду, не зависимо от его размеров и типа грунта. 
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