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1В 60-е годы прошлого века Ю.Г. Решетняк за-
ложил основы теории отображений с ограничен-
ным искажением, которую можно рассматривать 
как естественное обобщение теории аналитиче-
ских функций на евклидовы пространства произ-
вольной размерности n ≥ 2  (см. [1]). Пусть Ω ⊂n  — 
область (т. е. открытое связное множество) в ев-
клидовом пространствеn, n ≥ 2 . Отображение 
f f n:  Ω →  класса Соболева Wn,

1 ( ) loc Ω  называется 
отображением с ограниченным искажением, если

         | ( ) | ( , )Df x KJ x fn  ≤ для п.в. x ∈  Ω,  (1)

где K ∈ ∞  [1, )  — константа, Df x
f
x

i

j i j n

( ) =
, =1, ,

∂
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 — 

матрица Якоби, J x f Df x( , ) = ( )det . Ю.Г. Решетняк 
установил основные топологические свойства 
этих отображений, доказав, что всякое непосто-
янное отображение с ограниченным искажением 
непрерывно открыто и дискретно [1, c. 141–146]. 
Известно, что всякое гомеоморфное отображение 
с ограниченным искажением квазиконформно.

В соответствии со следствием 4 работы всякое 
непрерывное открытое и дискретное отображение 
f f n:  Ω →  класса Соболева Wn−1,

1 ( ) loc Ω  с условием
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      | ( ) | ( , )1adj   Df x K J x f
n

n− ≤ ′ для п.в. x ∈  Ω  (2)
является отображение с ограниченным искажени-
ем, т. е. удовлетворяет также соотношению (1) 
(здесь adj A — присоединённая матрица к ( n n× )-ма-
трице A ), а  ′∈ ∞K   [1, )  — постоянная). Мы включа-
ем отображения класса Соболева Wn,

1 ( ) loc Ω  с усло-
вием (2)  в двухиндексную шкалу отображений (см. 
ниже определение 1), зависящую от вещественных 
параметров n q p− ≤ ∞1< < . Цель работы — показать, 
что отображения двухиндексной шкалы наследуют 
многие свойства отображений с ограниченным ис-
кажением. Заметим, что без дополнительных усло-
вий отображения класса Соболева Wn,

1 ( ) loc Ω  не об-
ладают многими привычными в квазиконформном 
анализе свойствами: дифференцируемостью, 
 -свойством Лузина,  −1-свойством Лузина и др. 
Поэтому доказательства основных утверждений ра-
боты новые.

Работы [2–5] мотивируют определение следую-
щего класса отображений. Пусть θ : (0, )Ω → ∞  — 
произвольная измеримая функция, называемая 
далее весовой.

О п р е д е л е н и е  1. Отображение f: f n: Ω →  на-
зывается о т о б р а ж е н и е м  с   в н у т р е н н и м 
о г р а н и ч е н н ы м  θ-в е с о в ы м  (q, p)-и с к а ж е -
н и е м  (принадлежит классу ID( ; , ; , 1)Ω q p θ ),  
n − 1 ≤ q ≤ p < ∞, если:

1)  f  непрерывно, открыто и дискретно;
2)  f  принадлежит классу Wn−1,

1 ( ) loc Ω ;
3) якобиан J x f( , ) 0  ≥  для п. в. x ∈  Ω ;
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4) отображение f  имеет конечное коискаже-
ние: adj Df x( ) = 0  п.в. на множестве Z x={ :∈Ω
det Df x( ) = 0} ;

5)  функция локального θ-весового ( , )q p -иска- 
жения
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принадлежит классу L ( )(Ω), где   находится из 

условия 
1 = 1 1


n
q

n
p

−
−

−
 ( = °∞ при q p= ).

Введём следующее обозначение:

q p f,
,1( ; )θ Ω = ( , ) ( ),

,1   Kq p f Lθ ⋅ | � Ω .

Пусть f: Ω →

n  — непрерывное отображение, 
область D  компактно вложена в Ω (т. е. D  ограни-
чена и  D    ⊂ Ω , коротко D     Ω  ) и  y f D∉ ∂( ) . Обо-
значим символом �( , , )> 0y f D степень отображе-
ния f  в точке y  относительно D. Будем говорить, 
что f  сохраняет ориентацию, если �( , , )> 0y f D  
для любой области D     Ω  и  для любой точки 
y f D f D∈ ∂( ) ( )\ .  Если множество A    ⊂ Ω , то 

функцией кратности называется отображение 
� �n y N y f A f y A ( , , ) = #{ ( ) }1− ∩ . Кроме того, вве-
дем обозначение N f A N y f A

y n
( , ) = ( , , )

∈
sup .

Пусть f: Ω →

n  — непрерывное открытое и дис-
кретное отображение. Область D     Ω  называется 
нормальной, если f D f D( ) = ( )∂ ∂ . Нормальной 
окрестностью точки x ∈Ω  называется нормальная 
область U ⊂ Ω  такая, что U f f x x∩ −1( ( )) ={ } . Вели-
чина i x f( , ) = �( ( ), , )f x f U не зависит от выбора нор-
мальной окрестности U  точки x  (см., например, [1, 
с. 41–46] и [6, Часть 1]) и называется локальным ин-
дексом отображения f  в точке x . Точка x    ∈ Ω  на-
зывается точкой ветвления отображения f , если 
f  не является гомеоморфизмом ни в какой окрест-

ности точки x . Совокупность всех точек ветвления 
отображения f  обозначается символом B f .

Л е м м а  1. Предположим, что непрерывное от-
крытое и дискретное отображение f: Ω →

n  при-
надлежит классу ID( ; , ; , 1)Ω q p θ . Тогда f  сохра-
няет ориентацию.

Для непрерывного открытого и  дискретного 
отображения f: Ω →

n , сохраняющего ориента-
цию, и нормальной области D     Ω  определим на 
образе V f D= ( )  функцию Полецкого gD:  V n→ ,  
полагая

          V y g y i x f xD
x f y D

  ( ) = ( , ) ,
1( )

Λ
∈ − ∩

∑  (4)

где число Λ∈ ∞(0, )  фиксируется ниже. Функция 
вида (4) введена Е.А. Полецким в работе [8, с. 265] 
для отображений с  ограниченным искажением. 
Свойства функции Полецкого для отображений 
класса ID( ; , ; ,1)Ω q p θ  сформулированы в следую-
щем утверждении. По аналогии c [7, теорема 3.1.8] 
выделим борелевское множество Σ ⊂ D  нулевой 
n-меры, вне которого f  обладает  -свойством 
Лузина. Пусть Z x D J x f={ : ( , ) = 0}∈ \ .Σ    Множе-
ство Z  можно считать борелевским. Положим да-
лее ′Z f= ( )Σ , ′Σ = ( )f Z .

Т е о р е м а   1. Предположим, что отображение  
f: Ω →

n принадлежит классу ID( ; , ; ,1)Ω q p θ .  
Тогда:

1)  функция gD , определённая равенством (4), не-
прерывна и абсолютно непрерывна на п.в. линиях, 
параллельных координатным осям (принадлежит 
классу ACL( )V );

2)  Dg yD ( ) = 0  п.в. на множестве ′∪ ′Z Σ ;

3)  если весовая функция ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −

 
 ло-

кально суммируема, то функция gD , определённая 
равенством (4), принадлежит классу Соболева 
W Vs

1( ) , где s p
p n

=
( 1)

;
− −

 при этом

   Dg L V N f D f L D x dxD s

s

s
q p

D

| |( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
1

,
,1 ≤ ⋅

−

∫








Λ Kθ ω� 

1

.
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Метод доказательства теоремы 1 можно при-
менить для того, чтобы установить свойства пе-
ренесённых функций (5) и  (8), определяемых 
ниже.

О п р е д е л е н и е   2. Пусть f n:  Ω →  — не-
прерывное открытое и дискретное отображение, 
сохраняющее ориентацию. Для произвольной 
гладкой финитной функции u C∈  0

1( )Ω ,  носитель 
supp u  которой расположен в компактно вложен-
ной области D     Ω , определим  п е р е н е с ё н -
н у ю  ф у н к ц и ю  w f: ( )Ω →  по правилу

f y w y
u x y f u

y f u
x f y( ) ( ) =

( )

0
1( )Ω  

∈ −
∈

∉







max , ( ),

, ( ).

supp

supp
 (5)

Свойство функции (5) сформулировано в сле-
дующем утверждении.

Т  е о  р  е м а  2. Пусть Ω — область в  n  и 
f: Ω →

n  — отображение класса ID( ; , ; ,1)Ω q p θ , 



n q p− ≤ ≤ ∞1 < , а весовая функция ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −  

локально суммируема. Тогда:
1)  перенесённая функция w  непрерывна, облада-

ет свойством ACL на области f(Ω); более того, 
∇w = 0  п.в. на множестве ′∪ ′Z Σ  ( здесь множе-
ства ′Z  и  ′Σ  такие же, как и в формулировке тео-
ремы 1);

2)  в случае n q p− ≤ ∞1< <  для компактно вло-
женной области D     Ω  такой, что supp u D⊂ , 
и  перенесенной функции w f: ( )Ω →  ( заданной 
формулой (5)) , верна оценка

            
f D

s
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D
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где s p
p n

=
( 1)− −

, r q
q n

=
( 1)− −

, 
1 = 1 1
 s r

− , ω θ( ) = ( ) ;
1

( 1)
1,x x L

n
q n

−
−

− − ∈

= ( ) ;
1

( 1)θ
−

−
− − ∈
n

q n x L1, loc

в случае n q p− ≤ ∞1= <  верна оценка
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s
s

n p s

w y dy

f L D u L
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О п р е д е л е н и е 3. Пусть f f n:  Ω →  — непре-
рывное открытое и дискретное отображение, сохра-
няющее ориентацию, Λ  — произвольное положи-
тельное число. Для произвольной гладкой финитной 
функции u C∈ 0

1( )Ω  определим перенесённую функ-
цию v v f u f= : ( )* Ω →  по правилу

          

f y y

i x f u x y f u

y f u
x f y

( ) ( ) =

( , ) ( ), ( ),

0 (
1( )

Ω

Λ

  v

=
∈

∉
∈ −
∑ supp 

supp , )).







 (8)

Здесь Λ  — положительная постоянная, которая 
фиксируется позже.

Т  е о  р  е м а  3. Пусть Ω — область в  n  и 
f f n:  Ω →  — отображение класса ID( ; , ; ,1)Ω q p θ , 

n q p− ≤ ∞1< < , а весовая функция ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −  

локально суммируема. Тогда перенесённая функция 
v v f u f= : ( )* Ω → , u C∈ 0

1( )Ω , непрерывна, обладает 

свойством ACL на области f(Ω); более того, 
∇v = 0v = 0 п.в. на множестве ′∪ ′Z Σ  (здесь множества 

′Z  и  ′Σ  такие же, как и в формулировке теоремы  1). 
Для любой области D     Ω  такой, что supp u u D⊂ , 
верна оценка

 

  

v |

| |

L f D

N f D f L D u L D

s
s

s
q p r

1

1

,
,1 1

( ( ))

( , ) ( , ) ( ) ( ,
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≤ ⋅ ⋅
−

Λ Kθ ω� )) ,

где r q
q n

=
( 1)− −

, s p
p n

=
( 1)− −

, 
1 = 1 1
 s r

− .

Здесь и далее символ  u L Dr| 1 ( , )ω  обозначает 

норму 
D

r
r

u x x dx∫ ∇












| | ( ) ( )

1

ω  обобщённого градиен-

та ∇u  в пространстве Лебега с весом ω.
В пространстве L Dp

1 ( , )ω  можно определить ём-
кость конденсатора.

О п р е д е л е н и е 4. Упорядоченная тройка 
E F F D=( , ; )0 1  непустых множеств, где D  — откры-
тое множество в 



n,  а  F1  и  F0  — замкнутые под-
множества D,  называется к о н д е н с а т о р о м 
в  D n⊂ . Величина

p p
D

pE F F D g z z dzω ω ω( ) = ( , ; ) = | | ( ) ( ) ,0 1cap inf ∫ ∇

где инфимум берётся по всем непрерывным функ-
циям g  g L D C Dp∈ ∩( )1 ( ) ( ) ,  таким, что g g≥ ≤1 0( )  
в некоторой окрестности множества F1  ( F0 ), на-
зывается ω-в е с о в о й  p - ё м к о с т ь ю  к о н -
д е н с а т о р а  E F F D=( , ; )0 1 . Если U  — открытое 
множество, C  — компакт в  U , то конденсатор 
E U C U=( , ; )∂   будем обозначать символом 
E U C=( , ) .

С помощью оценки (6) можно получить ёмкост-
ное неравенство типа Полецкого.

С  л  е д с  т в  и  е   1. Пусть f q p∈ID( ; , ; ,1)Ω θ ,  

n q p− ≤ ∞1< < , а весовая функция ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −

 
 

локально суммируема. Если E A C=( , )  — конденса-
тор в  Ω, причём AΩ — область, а  C A⊂ — 
компакт,
   ( ( )) ( , ) ( ) ( ) ,1/

,
,1 1/cap caps

s
q p r

rf E f L A C E≤ ⋅ ⋅ Kθ ω| \�  (9)

где s p
p n

=
( 1)− −

 и  r q
q n

=
( 1)− −

, ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −

 
.

Из теоремы 3 выводим ёмкостное неравенство 
типа Вяйсяля.

С л е д с т в и е 2. Пусть f f n:  Ω →  — отображе-
ние класса ID( ; , ; ,1)Ω q p θ , n q p− ≤ ∞1< < , а весовая 
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функция ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −  локально суммируема. 

Если

1)  E A C=( , )  — конденсатор в  Ω такой, что 
A     Ω , C  — компакт в  A , то

( ( ))

( , ) ( ) ( ( , ))
( ,

1/

,
,1 ( 1)/

caps
s

q p
s s

f E

f L A C N f A

M f C

≤

≤
⋅ ⋅ −

 Kθ | \�

))
( )) ,1/capr

rEω

где s p
p n

=
( 1)− −

, r q
q n

=
( 1)− −

, ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −  и 

M f C i z f
x f C z f x C

( , ) = ( , )
( ) ( )1∈ ∈ ∩−

∑inf .

2)  E A C=( , )  — конденсатор в Ω   такой, что 
A     Ω  — нормальная область, а  C  — компакт в  A , 

то

( ( ))
( , ) ( )

( ( , ))
( ))1/ ,

,1

1/
1/cap caps

s q p
s rf E

f L A C

N f A
E≤

⋅ Kθ
ω| \� rr ,

где s p
p n

=
( 1)− −

, r q
q n

=
( 1)− −

 и  ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− − .

При помощи оценок (7) и (9) можно доказать 
дифференцируемость отображений к ласса 
ID( ; , ; ,1)Ω q p θ .

Т е о р е м а  4.  Отображение класса ID( ; , ; ,1)Ω q p θ

p; ,1)θ , где n q p n
n

− ≤ ≤ +
−

1 < 1
2

, дифференцируемо п.в. 

в  области Ω при условии, что весовая функция 

ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −  локально суммируема в Ω.

Из доказательства теоремы выводим несколько 
новых свойств.

П р е д л о ж е н и е   1. Пусть f: f n: Ω →
 — ото-

бражение класса ID( ; , ; ,1)Ω q p θ , n q p n
n

− ≤ ≤ +
−

1 < 1
2

n q p n
n

− ≤ ≤ +
−

1 < 1
2

, а весовая функция ω θ( ) = ( )
1

( 1)x x
n

q n
−

−
− −  локаль-

но суммируема при n q−1< . Тогда B Z x J x ff ⊂ ∈={ : ( , ) = 0}Ω

={ : ( , ) = 0}x J x f∈Ω  B Z x J x ff ⊂ ∈={ : ( , ) = 0}Ω c точностью до мно-

жества нулевой меры, т.е. | |= 0B Zf \ , и отображе-

ние f q p∈ID( ; , ; ,1)Ω θ  имеет конечное искажение.

Т е о р е м а   5. Пусть f: f n: Ω →  — отображение 

к л а с с а  ID( ; , ; ,1)Ω q p θ ,  n q p n
n

− ≤ ≤ +
−

1 < 1
2

,  

1 = 1 1
ρ

n
q

n
p

−
−

−
. Пусть ещё ′

− −
p s

s n
=

( 1)
, число ′q  на-

ходится из условия 
n

q p
−

′
−

′
1 = 1 1

ρ
, а весовая функция 

θ θ( ) = ( )
( 1)2

x x
n q

q
− ′

. Тогда 1 <≤ ′ ≤ ′ ∞q p  и отображение 

f: f D f D: ( )→ , где D     Ω  — нормальная область, инду-
цирует ограниченный оператор f: f L f D W f D L Dp q

* 1
,

1
,

1: ( ( )) ( ( )) ( )′ ∞ ′∩ → loc σ

f L f D W f D L Dp q
* 1

,
1

,
1: ( ( )) ( ( )) ( )′ ∞ ′∩ → loc σ  однородных пространств 

Соболева по правилу f g g f*( ) =  , g L f D W f Dp∈ ∩′ ∞
1

,
1( ( )) ( ( )) loc

g L f D W f Dp∈ ∩′ ∞
1

,
1( ( )) ( ( )) loc . Для нормы оператора f * справедлива 

оценка  f N f D K f L Dp
q p

n

*
1

,
,1

1

( , ) ( , ) ( )≤ ⋅′
′ ′

−

θ
ρ| .

С л е д с т в и е   3. Пусть f: Ω →

n  — отображе-
ние класса ID( ; , ;1,1) q p , n q p n− ≤ ≤ ≤1 . Тогда

1)  f  обладает  −1-свойством Лузина: 
| ( ) | = 01f E− , если | | = 0E , E ⊂ ′Ω ;

2)  J x f( , )> 0  п.в. в Ω;

3)  множество B f  точек ветвления имеет меру 

нуль.

С л е д с т в и е   4. Всякое отображение f: Ω →

n  
класса ID( ; 1, ; 1, 1)Ω n n−  является отображением 

с ограниченным искажением.

Для отображений класса ID( ; 1, ; 1, 1)Ω n n−  

дифференцируемость, конечность искажения, 
а также свойства, сформулированные в следствии 
3, доказаны в работе [9].

По аналогии с определением 1 можно ввести 
класс отображений f: f n: Ω →  с внешним ограни-
ченным θ -весовым ( , )q p -искажением (принадле-
жит классу OD( ; , ; ,1)Ω q p θ ),  n q p− ≤ ≤ ∞1 < ,  если 
выполняются условия 1), 2), 3)  определения 1, 
вместо 4) — условие

′4 )  отображение f  имеет конечное искажение: 
Df x( ) = 0  п . в .  н а  м н ож е с т в е  Z x Df x={ : ( ) = 0}∈Ω det

Z x Df x={ : ( ) = 0}∈Ω det ;

а вместо (5) — условие
′5 )  функция локального θ -весового ( , )q p -ис- 

кажения
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Ω x K x f
x Df x

J x f

J x f
q p

q

p
 ,

,1

1

1( , ) =
( ) | ( ) |

( , )

,

0

θ
θ

если

иначе

( ) 0,, ≠

,,













принадлежит классу Lκ Ω( ) , где κ  находится из 

условия 
1 = 1 1
κ q p

−  ( κ  = ∞ при q p= ).

Класс OD( ; , ; ,1)Ω q p θ  изучался в [5] при условии 
f Wq∈ ,

1 ( ) loc Ω . Справедлива
Т е о р е м а   6. Если f: Ω Ω→ ′  принадлежит клас-

су OD( ; , ; ,1)Ω     q p θ , n q p− ≤ ∞1< < , то f  принадле-
жит также и классу ID( ; , ; ,1)Ω q p θ . Более того,

   Kq p q p
nf L K f L,

,1
,
,1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) .θ θ

κ⋅ ≤ ⋅ −| |� Ω Ω   
Вывод теоремы 6 состоит в  том, что всякое 

утверждение, доказанное для отображений класса 
ID( ; , ; ,1)Ω     q p θ ,  справедливо также и для отобра-
жений класса OD( ; , ; ,1)Ω     q p θ .

Совокупность гомеоморфизмов f: f : Ω Ω→ ′  класса 
ID( ; , ; 1, 1) ( )1Ω Ωq n Wn∩ , где области Ω и  ′Ω  имеют 
липшицевы границы, можно рассматривать в ка-
честве класса допустимых деформаций в задачах 
нелинейной теории упругости. Заметим, что класс 
допустимых деформаций работы [10] содержится 
в пересечении ID( ; , ;1,1) ( )1Ω Ωq n Wn∩  при некото-
ром q n> 1− ,  а класс деформаций работы [11] со-
впадает с классом ID( ; 1, ; 1, 1) ( )1Ω Ωn n Wn− ∩ .  Но-
вый класс допустимых деформаций представляет 
собой шкалы семейств, зависящих от непрерывно-
го параметра q n n∈ −[ 1, ) . Эти семейства естествен-
но упорядочены по вложению: класс с большим q  
содержится в классе с меньшим q . Такая иерархия 
позволяет подобрать под данный материал допу-
стимый для него класс деформаций. Доказатель-
ство существования экстремальной деформации 
в  классе ID( ; , ; 1, 1) ( )1Ω Ωq n Wn∩  для вариацион-
ной задачи с некоторыми естественными условия-
ми на рост интегранта приведено в работе [12].

З а м е ч а н и е .  В работе [13] следствие 1 настоя- 
щего сообщения сформулировано и доказано при 
более сильном предположении: A     Ω . Однако 
доказательство утверждения, приведённое в [13], 
можно модифицировать так, чтобы получить и 
доказательство следствия 1 (т.е. в предположении 
A     Ω ).

Работа подготовлена при частичной поддерж-
ке Министерства образования и науки РФ (грант 
№ 1.3087.2017/4.6) и частичной поддержке гранта 
РФФИ (код проекта № 17–01–00801).
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FOUNDATIONS OF QUASICONFORMAL ANALYSIS 
OF A TWO-INDEX SCALE OF SPATIAL MAPPINGS
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We define a scale of mappings that depends on two real parameters p and q, n q p− ≤ ≤ ∞1 < ,  and a weight 
function θ. In the case of q = p = n, θ ≡ 1, we obtain the well known mappingswith bounded distortion. Map-
pings of a two-index scale inherit many properties of mappings with bounded distortion. They are used for 
solving a few problems of global analysis and applied problems.
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