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1.  Пусть  x ∈�.   Положим ω = -1,  если  x → 0, 
и ω = 1, если x → ¥, т. е.

  xω → ¥.

Рассмотрим степенные ряды

  ϕ
ω ω

( ) ,x a x a xr
r

s
s

s r

= +
<
∑   (1)

где r и s —  рациональные числа с общим знамена-
телем q, ar и as —  комплексные постоянные, т. е. (1) —  
это ряды Пюизе—Лорана. Ряды (1), в которых все 
коэффициенты  as  удовлетворяют  неравенствам 

| | | || |a AB ss
s k≤ G ( ), где A, B, k —  положительные посто-

янные и G( )| |s  —  гамма-функция (факториал), обра-
зуют класс Жевре. Всякий степенной ряд (1) класса 
Жевре суммируется в некоторой окрестности точки 
x0 0= , если ω = -1, или точки x0 = ¥, если ω = 1, 
на q-листном накрытии �q комплексной плоскос- 
ти  C  с  несколькими  разрезами,  выходящими 
из точки x0 [1].

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное 
уравнение (ОДУ)

  f x y y y n( , , , ..., ) ,( )       ′ = 0   (2)

где  ′ =y
dy

dx
.

Те о р е м а   1  [2]. Если в ОДУ (2) f x y( , )   является 
многочленом по зависимой переменной y и всем её 

производным ′y y n, ..., ( )     и принадлежит классу Жевре 
по независимой переменной x, то его решение 
y x= ϕ( )  в виде степенного ряда (1) относится 
к классу Жевре.

З а м е ч а н и е   1. Степенные ряды, представля-
ющие решения алгебраических и аналитических 
уравнений, всегда сходятся, т. е. аналитичны. По-
этому  класс  аналитических  уравнений  замкнут 
на аналитических решениях. Для ОДУ решения 
в виде степенных рядов зачастую расходятся, но при-
надлежат классу Жевре, т. е. суммируемы. Согласно 
теореме 1, этот класс ОДУ замкнут.

В [3] был предложен следующий алгоритм вы-
числения всех решений уравнения (2) класса Жевре 
по x и полиномиального уравнения по y и её произ-
водным. В ОДУ (2) ряд  f x y( , )   рассматривается как 
сумма дифференциальных мономов a x yi( , ),   каждый 
из которых является произведением обычного мо-

нома const ,⋅ x yα β  где постоянные α β, ,  ∈�  и конеч-

ного числа производных  y l( ). Каждому дифферен-
циальному моному a x y( , )   ставится в соответствие 

векторный показатель степени Q a q q( ) ( , )= ∈1 2
2  �  
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Множество S( )f  всех векторных показателей Q ai( ) 
всех дифференциальных мономов a x yi( , ),   входящих 
в сумму  f x y( , ),   называется носителем суммы  f x y( , ).   
Замыкание G( )f  выпуклой оболочки носителя S( )f  
называется многоугольником суммы  f x y( , ).   Гра- 

ница ∂G многоугольника G состоит из вершин G j
( )0  

и рёбер G j
( ).1  Каждым вершине и ребру G j

d( ) ставятся 
в соответствие укороченная сумма

  ˆ ( , ) ( , ) ( )( ) ( )f x y a x y Q aj
d

i i j
d       по  = ∈∑ G   (3)

и нормальный конус

 
U j

d

j
d

P p p Q P Q P

Q Q Q P Q

( )

( )

{ ( , ) , , ,

, , ,

= = 〈 〉 = 〈 ′ 〉

′ ∈ 〈 〉 > 〈 ′′
1 2  :     

     G ,, ; \ },( )   P Q j
d〉 ′′ ∈ G G

лежащий  в  двойственной  плоскости �* {2 = =P  
= ( , )}.p p1 2   Здесь 〈 〉 = +Q P q p q p,   1 1 2 2  —  скалярное 
произведение. У каждого решения  y x= ϕ( ) в виде 

ряда (1) уравнения (2) первое слагаемое  y a xr
r=  

является решением укороченного уравнения (3), 

если ω( , ) .( )1  r j
d⊂ U  Если ω = -1, т. е. x → 0, то вер-

шины и рёбра G j
d( ) берутся на левой стороне много-

угольника G( ),f  включая верхние и нижние. Если 

ω = 1, т. е. x → ¥, то вершины и рёбра G j
d( ) берутся 

на правой стороне многоугольника G( ),f  включая 
верхние и нижние.

2.  Пусть ряд

  y x a x a xr
r

s
s

s r

= = +
<
∑ϕ

ω ω
( )   (4)

является формальным решением уравнения (2). При 
подстановке  y x z= +ϕ( )  уравнение (2) перейдёт 
в уравнение

  g x z f x x z( , ) ( , ( ) ) .
def

   = + =ϕ 0   (5)

Оно имеет решение z = 0. Поэтому многоугольник 
�G G= ( )g  имеет нижнее горизонтальное ребро  �G( )1  
высоты m q= ≥2 1. Этому ребру соответствует уко-
роченное уравнение

  ˆ( , ) .g x z  = 0   (6)

Л е м м а   1  [3]. Если m = 1, то

  ˆ( , ) ,
( )

g x z
f

y
z

y x

  =
=

δ
δ ϕ

где 
δ
δ ϕ

f

y y x= ( )

 —  это оператор: первая вариация функ- 

ции f, взятая на y x= ϕ( ). Он применяется к z.

Л е м м а   2  [3]. При логарифмическом преобразо-
вании

  y
d z

dx1 = ln
  (7)

для каждого целого l ≥ 0 имеем

  z z y P y y yl l
l

l( ) ( )[ ( , , ..., )],= + ′-
-

1 1 1 1 1
1     

где Pl -1  —   определённый многочлен степени  l - 1 
от указанных переменных с постоянными коэффици-
ентами.

С л е д с т в и е   1. После замены (7)

  ˆ( , ) ( , ),g x z z f x ym   = 1 1   (8)

где f x y1 1( , )   —  дифференциальный многочлен по y1 и её 
производным порядка n - 1, если n —  порядок диффе-
ренциального многочлена ˆ( , ).g x z    А именно  если 

ˆ( , ) ˆ( , , , ..., ),( )g x z g x z z z n         
def
= ′  то

 
ˆ ( , , ..., )

ˆ( , , , ..., ( ,

( )af x y y

g x y y P y
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n
n
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1
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Те о р е м а   2 . Если

 
δ
δ ϕ

f

y
A x

d

dxy x
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= =
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( )

( ) ,
1

то при y
d z

dx1 = ln
 и m = 1 в (8) имеем

  f x y A x y P y yk
k

k
k

k

n

1 1 1 1 1 1
1

0

( , ) ( )[ ( , ..., )].( )     = + -
-

=
∑

Посредством преобразования (7) решение урав-
нения (6) порядка n сводится к решению уравнения

  f x y1 1 0( , )  =   (9)

порядка n - 1. Указанным выше способом находятся 
все решения уравнения (9) в виде степенных рядов

  y x b x b x1 1= = +
<

∑ϕ ρ
ρ

σ
σ

ωσ ωρ
( ) .  (10)

Тогда решения укороченного уравнения (6) суть

  z z x c x dx= = ∫0 1 1( ) exp ( ) ,ϕ   (11)

где c1 —  произвольная постоянная.

Те о р е м а   3  [4]. Решения полного уравнения (5) 
имеют вид

  z z x B x zk
k

k

= +
=

∑0 0
2

( ) ( ) ,
¥

  (12)

где B xk ( ) —  степенные ряды вида (1).
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Для каждого B xk ( ) можно составить своё ОДУ 
по исходному уравнению (2) аналогично тому, как 
это было сделано для функциональных коэффици-
ентов сложных и экзотических разложений решений 
ОДУ [5, 6].

Отметим, что при xω → ¥ экспоненциальные до-
бавки (11) и разложения (12) должны стремиться 

к  нулю.  Но  expα βx → 0  только  при Re( ) ,α βx < 0  

т. е. согласно (10) exp ( )ϕ1 0x dx∫ →   при Re .
b xρ

ρ

ρ

+

+







<

1

1
0 

Это неравенство выделяет на �q несколько секторов, 
их совокупность обозначим E1. Это множество на-
зовём множеством существования экспоненциаль-
ной добавки (11) и разложения (12).

3.  Пусть степенное разложение (10) является 
решением уравнения (9). Сделаем в уравнении (9) 
подстановку y x z1 1 1= +ϕ ( )  и получим уравнение

  g x z f x z1 1 1 1 1 0( , ) ( , ) .   
def
= + =ϕ

Многоугольник G( )g1  дифференциальной суммы 
g x z1 1( , )   имеет нижнее горизонтальное ребро высоты 
m1 1≥ , которому соответствует укороченное уравне-
ние

  ˆ ( , ) .g x z1 1 0  =   (13)

После логарифмического преобразования

 
d z

dx
y

ln 1
2=

получаем

  ˆ ( , ) ( , ),g x z z f x ym
1 1 1 2 2

1   =

где  f x y2 2( , )   —  дифференциальная сумма. При этом 
укороченное уравнение (13) порядка n - 1 переходит 
в  уравнение  f x y2 2 0( , )  =   порядка  n - 2.  Пусть 
y x2 2= ϕ ( ) —  его решение в виде степенного ряда. 
Тогда укороченное уравнение (13) имеет решения

  z c x dx1 2 2= ∫exp ( ) .ϕ

При xω → ¥ они стремятся к нулю в определённом 
секториальном множестве E2 q-листного накрытия 
�q комплексной плоскости C. При этом решения 
полного уравнения (5) имеют вид

  z c x c x dx dx= + +



 +∫∫1 1 2 2exp ( ) exp ( ) ... ...ϕ ϕ   (14)

Это разложение имеет смысл только в пересечении 

E E D1 2 2∩ =
def

. В нём имеется двупараметрическое 
семейство разложений (14). Вне D2, но в множе-
стве E1 существует только однопараметрическое 

семейство асимптотик решений (11). Вне множе-
ства E1 существует только одно решение (4).

Итак, получаем следующую последовательность 
уравнений и их решений.

Ш а г   0.  Исходное  уравнение  f x y( , )  = 0   по-
рядка n и его решение y x= ϕ( ), где ϕ( )x  —  степен- 
ной ряд.

Ш а г   1. Из  f x y( , )   и ϕ( )x  по следствию 1 и тео-
реме 2 получаем уравнение  f x y1 1 0( , )  =   порядка 
n - 1, его решение y x1 1= ϕ ( ) в виде степенного ряда, 

экспоненциальную добавку z c x dx= ∫1 1exp ( )ϕ   и мно-

жество её существования 

  E x x dx1 1 0= <{ }∫: Re ( ) .ϕ  

При этом z y x y
d z

dx
= - =ϕ( ),

ln
  1 .

Ш а г   i   -   1. Получаем уравнение  f x yi i- - =1 1 0( , )   
порядка n i- + 1 и его решение y xi i- -=1 1ϕ ( ) в виде 
степенного ряда.

Ш а г   i. Из  f x yi i- -1 1( , )   и ϕi x-1( ) по следствию 1 
и теореме 2 получаем уравнение  f x yi i( , )  = 0 поряд- 
ка n - i, его решение y xi i= ϕ ( ) в виде степенного ряда, 

экспоненциальную  добавку  z c x dxi i i- = ∫1 exp ( ) ,ϕ   

множество её существования

  E x x dxi i= <{ }∫: Re ( ) .ϕ 0

При  этом  z yi i i- - -= -1 1 1ϕ ,   y
d z

dxi
i= -ln 1   и  Di = 

= ∩ ∩E Ei1 ... .

Ш а г   n. Получаем уравнение  f x yn n( , )  = 0  по-
рядка нуль, т. е. без производных, и его решение 
y xn n= ϕ ( ) в виде степенного ряда, экспоненциаль-

ную добавку z c x dxn n n- = ∫1 exp ( )ϕ  и множество её 

существования En.

Пусть m —  это такое значение i < n, что Dm ≠ f, 
но Dm+ =1 f, и m = n, если Dn ≠ f. Тогда для уравне- 
ния  f x ym m( , )  = 0 находим его решение  y xm mϕ= ( ) 
в виде степенного ряда. Затем по теореме 3 для урав-
нения  f x ym m- - =1 1 0( , )   находим его решение в виде 
экспоненциального разложения

 

y x x c dx

B x c dxk

k

k

m m m m

m m m

ϕ ϕ

ϕ

- -

=

= + ( ) +

+ ( )





∫

∫

1 1

2

( ) ( ) exp

( ) exp 
¥

∑∑ ,

где B xkm ( ) —  степенные ряды и cm —  произвольная 
постоянная. Затем находим решения уравнения 
f x ym m- - =2 2 0( , )   в виде
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y x x c y x dx

B x c yk

m m m m

m m m

ϕ- - - -

- - -

= + ( ) +

+

∫2 2 1 1

1 1 1

( ) ( ) exp ( )

( ) exp,  ddx
k

k
∫∑ ( )





=2

¥

,

где B xkm-1, ( ) —  степенные ряды и cm-1 —  произволь-
ная постоянная и т. д. Наконец для исходного урав-
нения  f x y( , )  = 0 получаем его решения

 y x c y x dx B x c y dxk

k

k

= + + 



∫ ∫∑

=
ϕ( ) exp ( ) ( ) exp ,1 1 1 1 1

2

¥

где B xk1 ( ) —  степенные ряды и c1 —  произвольная 
постоянная. Это и есть трансряд [7]. Он описывает 
i-параметрические семейства решений исходного 
уравнения (2) в областях Di. Ниже в теореме 4 этот 
трансряд описан в обратном порядке.

Те о р е м а   4. При x x→ 0, где x0 0=  или x0 = ¥, 
решение y x( ) полиномиального ОДУ f x y( , )  = 0  по-
рядка n разлагается в трансряд
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где y x xm mϕ( ) ( ).=  Здесь ϕ ϕ ϕm( ), ( ), ..., ( )x x x     1  и все 
B xik ( ) суть определённые степенные ряды от x;

  ϕ β α mα
i i ix x ii( ) ..., , , , ..., .= + ∈ =           � 1 2
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D E Ei i= ∩ ∩1 ... .

Произвольные постоянные  ci  отличны от нуля 
только в множествах Di. Число m < n определяется 
тем,  что множество Dm  не пусто,  а множество 
Dm+1 —  пусто, и m = n, если множество Dn не пусто.

З а м е ч а н и е   2. Реально мы не можем вычислять 
бесконечные степенные ряды ϕi x( ). Достаточно вы-
числить такие их отрезки, которые обеспечивают 
присутствие в уравнениях  f x yi i( , )  = 0 ближайших 
по q1 дифференциальных мономов наибольшего 
порядка n - i.

В [8, 9] для уравнения (2) порядка n = 4 вычислена 
последовательность отрезков рядов ϕ( ),x  ϕ1( ),x  ϕ2( ),x  
ϕ3( )x  и показано, что D2 ≠ f и D3 = f, т. е. m = 2.

Работа подготовлена при поддержке программы 
Президиума РАН № 01 “Фундаментальная матема-
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We consider a polynomial ODE of the order n in a neighbourhood of zero or of infinity of the independent vari-
able. A method of calculation of its solutions in the form of power series and an exponential addition, which 
contains one more power series, was described. The exponential addition has an arbitrary constant, exists in some 
set E1 of sectors of the complex plane and can be found from a solution to an ODE of the order n - 1. An hierar-
chic sequence of such exponential additions is possible, that each of these exponential additions is defined from 
an ODE of a lower order n - i and exists in its own set Ei. Here we must check the non-emptiness of intersection 
of the sets E1 ∩ ... ∩ Ei. Each exponential addition continues into its own exponential expansion, containing 
countable set of power series. As a result we obtain an expansion of a solution into a transseries, containing count-
able set of power series, all of which are summable. The transseries describes families of solutions to the initial 
ODE in some set of sectors of the complex plane.

Keywords: power series, exponential addition, exponential expansion, transseries.
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