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Рассмотрим симметричную случайную матрицу 

X n jk j k
nX: [ ] ,,= =1  n ≥ 1, и предположим, что X jk, 

1 ≤ ≤ ≤j k n, являются независимыми случайными 
величинами. При этом будем допускать, что распре-
деление элементов матрицы может зависеть от n, т. е. 

X Xjk jk
n: .( )=  Обозначим собственные значения (с. з.) 

нормированной матрицы n n
-1 2/ X  через λ λ1, ...,  n  

и определим считающую меру с. з. m δλn
k

n

n
k

: .= -

=
∑1

1

 

Если X jk = 0, X jk
2 1= , 1 ≤ ≤ ≤j k n, и для любого 

τ > 0 выполнено условие

 lim [ ] ,
,n

jk jk
j k

n

n X X n
→

-

=
∑ ≥ =

¥

2 2

1

0 1 | | τ   

то по вероятности меры mn слабо сходятся к неслу-
чайной вероятностной мере msc, у которой суще-

ствует плотность gsc( ) : ( ) ( ) ,λ π λ= --
+2 41 2  где 

( ) : max( , )x x+ =  0  (см. [1, теорема 1] и [2, тео-
рема 2.6]). Данный результат, а также предельное 

распределение называются полукруговым законом, 
или полукруговым законом Вигнера. Впервые по-
лукруговой закон был получен в [3] при дополни-
тельном предположении, что элементы матрицы 
имеют симметричное распределение Бернулли. От-
метим, что сходимость по вероятности может быть 
заменена на сходимость с вероятностью 1 (см., на-
пример, [2, теорема 2.6]).

В настоящей работе нас будет интересовать ло-
кальный полукруговой закон при минимальных 
моментных ограничениях, который может быть 
сформулирован в терминах преобразования Стил-
тьеса. Для этого определим преобразование Стил-
тьеса меры mn

 m z
d

z
z u in

n( ) :
( )

, , .=
-

= + >
-
∫

m λ
λ

¥

¥

    v v 0

Из сходимости mn к msc следует, что для любого фик-
сированного v > 0 с вероятностью 1
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Однако чтобы получить оценки скорости сходи-
мости к полукруговому закону, оценки локализа-
ции с. з. вокруг квантилей полукругового закона, 
а также доказать универсальность локальных 
спектральных статистик, необходимо установить 
сходимость (1) в локальном режиме, т. е. области 
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1 ≥ ≥v
f n

n

( )
, где f n( ) > 1 —  некоторая функция от n. 

Детали см., например, в монографии [4, § 11]. Зна-
чительный прогресс в этом направлении был до-
стигнут в цикле работ Эрдёша (L. Erdös), Шлейна 
(B. Schlein), Яау (H.-T. Yau) и др. [5–7], которые 
установили, что с большой вероятностью равно-
мерно по u ∈�

 | |scm z m z n nn
n( ) ( ) ( ) ln ,( )- ≤ -v 1 α  (2)

где α( )n  —  некоторая функция от n такая, что 
0 < ≤α( ) ln ln ,n c n  c > 0. Этот результат был назван 
ими локальным полукруговым законом. Из (2) сле-
дует, что флуктуации m zn( ) вокруг m zsc( ) имеют по-

рядок ( )nv -1 с точностью до логарифмического мно-
жителя. Для доказательства (2) в [5, 6] предполага-
лось, что распределения X jk, 1 ≤ ≤ ≤j k n,  имеют 
субэкспоненциальные хвосты. В [7] это условие было 
ослаблено до требования существования моментов 

всех порядков. Обозначим bl
jk

jk
lX: max ,= | |  l ≥ 1. 

В [8–13] условие существования моментов всех 
порядков было ослаблено до требования b δ4+ < C  
для некоторых C > 0, δ > 0. В частности, в [13, тео-
рема 1.1] установлено, что (2) справедливо при 
α( ) .n ≡ 1  Настоящая работа мотивирована недавней 
работой [14], в которой доказана универсальность 
локальных спектральных статистик внутри носи-
теля полукругового закона в предположении 
b e2+ < C, e > 0. Однако в этой работе вместо оценки 

( )nv -1 в (2) устанавливается оценка ( ) ,/n n cv - -+1 2 e  
где c > 0 — некоторая константа, зависящая от e 
и b e2+ . Данная оценка достаточна для доказательства 
универсальности локальных спектральных статистик 
внутри носителя полукругового закона, но не доста-
точна для доказательства оптимальных оценок ско-
рости сходимости к полукруговому закону или ло-
калазиации с. з. Основная цель настоящей работы — 

доказать, что порядок ( )nv -1 в (2) остаётся верным 
в предположении b4 < C. Принимая во внимание [3, 
теорема 5.1], мы допускаем, что данное моментное 
ограничение является оптимальным.

Для формулировки основных результатов нам 
понадобятся условия (C0) и (C1).

Ус л о в и я  ( C0).  Будем говорить, что выполнены 

условия (C0), если X jk = 0, X jk
2 1= , 1 ≤ ≤ ≤j k n, 

и b4 < C  для любого n ≥ 1 и некоторой константы 
C > 0.

Ус л о в и я  ( C1).  Будем говорить, что выполнены 
условия (C1), если имеют место условия (C0) и 

| |X nRjk ≤ -1, 1 ≤ j, k n≤ , где R n≥ ln3 .

Следующая теорема представляет главный ре-
зультат настоящей работы.

Те о р е м а  1.  Предположим, что выполнены 
условия (C1). Тогда:

(i) для любого V > 0 существуют положительные 
константы A0, A1 и C0, зависящие от V, b4 и R, такие, 
что

 | |scm z m z
C p

nn
p

p

( ) ( ) ,- ≤ 





0

v
 (3)

для всех 1 1≤ ≤p A nln , V A n n≥ ≥ -v 0
1 2ln  и | |u ≤ +2 v;

(ii) для любых V > 0 и u0 > 0 существуют положи-
тельные константы A0, A1 и C0, зависящие от u0, V, 
b4 и R, такие, что

 | |scIm( ( ) ( )) ,m z m z
C p

nn
p

p

- ≤ 





0

v
 (4)

для всех 1 1≤ ≤p A nln , V A n n≥ ≥ -v 0
1 2ln  и | |u u≤ 0.

Отметим, что в отличие от (2) результат (3) спра-
ведлив в области | |u ≤ +2 v. Оценка (3) достаточна 
для доказательства оценок скорости сходимости 
к полукруговому закону и локализации с. з. вокруг 
квантилей полукругового закона внутри носителя 
полукругового закона. Однако для оценки локали-
зации наибольшего (наименьшего) с. з. вокруг 2 (со-
ответственно -2) необходимы также оценки в об-
ласти | |u > +2 v. К счастью, в данном случае доста-
точно использовать оценку (4), которая контролирует 
поведение мнимой части. Детали см. в [12, 13, 15].

Из неравенства Чебышева и (3) следует, что для 

любых V A n n≥ ≥ -v 0
1 2ln  и | |u ≤ +2 v

 ( ( ) ( ) ( ) ln ) ,| |scm z m z C n n nn - ≤ ≥ -- -
1

1 21v

где C C A e A
1 0 1

2 1:= / .

Результаты теоремы 1 также можно переформу-
лировать в предположении, что выполнены усло- 
вия (C0). Для этого необходимо сначала усечь эле-

менты матрицы Xn на уровне nR-1 и выбрать под-

ходящее значение R n≥ ln .3  Детали см. в [11, 
леммы 4.1–4.3]. Для краткости сформулируем только 
аналог утверждения (i) теоремы 1.

С л е д с т в и е  1.  Предположим, что выполнены 
условия (C0). Для любого V > 0 существуют положи-
тельные константы A0, A1 и C0, зависящие от V и b4, 
такие, что

 | |scm z m z
C n

n
n

p
p p

p
( ) ( )

ln

( )
,- ≤ 0

12

v

для всех 1 1≤ ≤p A nln , V A n n≥ ≥ -v 0
1 2ln  и | |u ≤ +2 v.
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Как уже было отмечено выше, теорема 1 и её 
следствие играют ключевую роль при доказательстве 
оценок скорости сходимости к полукруговому за-
кону, оценок локализации с. з. вокруг квантилей 
полукругового закона, а также делокализации соб-
ственных векторов. С точностью до логарифмиче-
ских множителей эти результаты повторяют соот-
ветствующие результаты из [13, теоремы 1.4–1.7]. 
Для их доказательства достаточно заменить оценки 

| |scm z m zn
p( ) ( )-  в [13] на оценки, полученные в тео-

реме 1 и следствии 1. Для удобства читателя мы 
сформулируем результат, который даёт оценку ско-
рости сходимости к полукруговому закону.

Те о р е м а  2.  Пусть выполнены условия (C0). Су-
ществует положительная константа C, зависящая 
от b4, такая, что

 
(sup (( , ]) (( , ])

ln ) .
x

n x x

Cn n n
∈

- -

- - - ≤

≤ ≥ -
�

|   |scm m¥ ¥

1 12 21

И д е я  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м ы  1.  Дока-
зательство основного результата представляет собой 
комбинацию [13] и одной плодотворной идеи из [14]. 
Остановимся на части (i) теоремы 1.

Для простоты мы будем часто опускать индекс n 
и предположим, что X jk, 1 ≤ ≤ ≤j k n, имеют оди-
наковое распределение. Определим множество 

 : { , ln },= = + ≤ + ≥ ≥ -z u i u V A n nv v v: | |  2 0
1 2  где 

A0 1>  —  некоторая достаточно большая константа, 
точное значение которой будет выбрано позже 
в лемме 3. Для простоты мы будем часто опускать 
аргумент z. Легко проверить, что msc удовлетворяет 

уравнению 1 02+ + =zm msc sc , а для mn справедливо 

равенство 1 2+ + =zm m Tn n n, где

 T
nn j j j j jj

j

n

: ( ) ,= + + +
=

∑1
1 2 3 4

1

e e e e R

 R X I( ) : ( )z n z n= -- -1 2 1/  и

 e ej jj j jk jl kl
j

l k

n X n X X
j

1
1 2

2
1: , : ,( )= = -- -

≠ ∈
∑/    R
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 e j jk kk
j

k

n X
j

3
1 2 1: ( ) ,( )= - --

∈
∑ R


 e j
jn4

1: (Tr Tr ).( )= -- R R

В предыдущем представлении мы использо- 

вали обозначения j n j: { , , ..., } \ { }= 1 2    и R( )( ) :j z = 

: ( ) ,( )= --
-

-n zj
n

1 2
1

1/ X I  где X( )
,: [ ] .j

lk l kX
j

= ∈  Опре-

делим следующие величины Λn nz m z m z( ) : ( ) ( ),= - sc

b z z m z( ) : ( ),= + 2 sc  b z b z zn n( ) ( ) ( ).= + Λ  Можно пока-

зать, что Λn n nT b= / . В [15, утверждение 2.2] пока-
зано, что для всех v > 0 и | |u ≤ +2 v

 | | | || |  | |Λn n nC T b z T≤ -min{ ( ) , }.1

Таким образом, задача оценивания | |Λn
p сводится 

к оцениванию | |Tn
p. В работах [11, теорема 1.3; 12, 

теорема 2.1; 13, теорема 2.1] предложен подход, ко-

торый позволяет оценить | |Tn
p в предположении, 

что для всех z ∈ и 1 1
2≤ ≤p A nln

 | |R11 1( ) ,z Hp p≤  (5)

где H1 — некоторая положительная константа, за-
висящая от V, b4, R, а константа A1, 0 11< <A , будет 
выбрана позже в лемме 3. При этом несложно про-
верить, что данный метод переносится на случай, 
когда выполнены (C1). Остаётся проверить условие 
(5). Определим следующие события:

 
A X n n

B A n n X n R

jk jk

jk jk
c

jk

: { ln },

: { ln },

= <

= = ≤ ≤ -

| |

| |

/

/4 /2

1 4

1 1 1

Обозначим p Bn : ( ).=  11  Из неравенства Чебышева 

следует, что p n nn ≤ - -b4
1 4ln . Следуя [14], определим 

матрицу конфигураций L L X: ( ) : [ ] ,,= = =Ljk j k
n

1  где 
L Ajk jk: [ ]= 1 . Пусть ξ jk и η jk, j k n, , , ..., ,    = 1 2  взаим- 
но независимые с. в., такие что ( )ξ jk ∈⋅ =  
= ∈⋅( | )X Ajk jk  и  ( ) ( | )η jk jk jkX B∈⋅ = ∈⋅  соот-

ветственно. Обозначим X L( ) : [ ( )] ,,= =X Ljk jk j k
n

1  где

 X L
L

Ljk jk
jk jk

jk jk
( ) :

, ,
, .

=
=
=





ξ
η

если 

если 

1

0

Пусть r r nn: : ln .= = 3  Будем говорить, что матрица L 
является r-допустимой, если L имеет вид (с точ-
ностью до перестановки строк и столбцов)

 L

A
A

A=

1

2

1 1 1
1 1

1 1 1
1

... ... ...
... ... ...
... ... ... ...
... ... ...
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1 1

1 1 1
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


,

где An — случайные симметричные матрицы размера 

r rn ≤ ,  n = 1 2, , ..., ,   L  такие что r r nL1
3+ … + ≤ ×ln  

×  max( , ).1 2n pn  Более того, нулевые элементы L мо-
гут быть только внутри блока An, и каждая строка 
(столбец) содержит не более r нулевых элементов. 
В данном случае будем писать L ∈r, где r  —  мно-
жество всех r-допустимых матриц конфигураций. 
По аналогии с [14, лемма 9] можно показать, что
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 ( ) ,lnL ∉ ≤ -r
c nn

2

 (6)

где c > 0 —  некоторая константа, причём всегда 
можно добиться того, что c > 2A1.

Обозначим H X L: ( )=  и G H I: ( ) .= -- -n z1 2 1/  По-
вторяя рассуждения из [13, лемма 3.1], можно дока-
зать, что имеет место следующая

Л е м м а  3. Пусть L ∈r и выполнены условия (C1). 
Существуют положительная константа H0, завися-
щая от V, m4, R, и положительные константы A0, A1, 
зависящие от H0, такие что для всех z ∈ 

и 1 1
2≤ ≤p A nln  выполнено | |G11 0

p pH≤ .

Покажем, что, используя предыдущую лемму, 
можно получить (5). Действительно, принимая 
во внимание (6), легко установить, что
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Работа поддержана грантом РНФ 18–11–00132.
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We consider symmetric random matrices with independent mean zero and unit variance entries in the upper 
triangular part. Assuming that the distributions of matrix entries have finite moment of order four, we prove op-
timal bounds for the distance between the Stieltjes transforms of the empirical spectral distribution function and 
the semicircle law. Application concerning the convergence rate in probability of the empirical spectral distribu-
tion to the semicircle law is discussed as well. 

Keywords: Wigner’s local semicircle law, Stieltjes transform, Kolmogorov distance.
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