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Рассмотрим систему уравнений Максвелла
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H i x E j x y
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= − + −
= ∈
we δ

wµ

0

0
3   

 
(1)

отвечающую периодическому по времени электро­

магнитному полю H He i t= − w , E Ee i t= − w .  В этой 
системе µ0 0>  —  постоянный коэффициент маг­
нитной проницаемости, e( )x  —  коэффициент ди­
электрической проницаемости, w > 0 —  частота 
колебаний. Векторы E E E E= ( , , )1 2 3   и H = (H1, H2, 
H3) характеризуют напряжённости электрического 
и магнитного полей соответственно, j0 —  вектор 
стороннего тока, определяющий направление ди­

поля, сосредоточенного в точке y ∈3. Решение 
уравнения (1) рассматривается при подходящих 
условиях излучения на бесконечности. Предпола­
гается, что коэффициент диэлектрической прони­
цаемости e( )x  является бесконечно дифференциру­

емой положительной функцией всюду в 3, совпа­
дающей с заданной положительной постоянной e0 

вне W0
3

0 0 0= ∈ < >{ , },x x R R |  | |   а носитель раз­
ности e e( )x − 0 содержится внутри W0. Обозначим 

через n x x( ) ( )= e µ0  индекс рефракции в неодно­

родной среде и через n0 0 0= e µ  — значение его 
в однородной среде. В дальнейшем предполагается, 
что n x( ) удовлетворяет условиям

 0 0 1< ≤ ≤n n x n( ) , (2)

в которых n0 и n1 — заданные постоянные.

Рассматривается задача об определении функ­ 
ции e в области W0 по заданному на некотором мно­
жестве модулю вектора E. Точную постановку этой 
задачи см. ниже.

Обратные задачи, в которых решение дифферен­
циального уравнения является комплекснозначной 
функцией, а для отыскания коэффициентов этого 
уравнения задаётся в качестве информации только 
модуль решения некоторой прямой задачи, начали 
рассматривать сравнительно недавно. Первые ре­
зультаты по исследованию обратной задачи об опре­
делении потенциала в уравнении Шрёдингера были 
получены в работах М. В. Клибанова и В. Г. Романова 
[1, 2], Р. Г. Новикова [3, 4]. Далее подобные поста­
новки обратных задач без использования фазовой 
информации были изучены для обобщённого урав­
нения Гельмгольца [5–9]. Более общей по сравнению 
с уравнением Гельмгольца является обратная задача 
для системы уравнений электродинамики, соответ­
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ствующей периодическим по времени электромаг­
нитным колебаниям. Эта задача заключается в опре­
делении коэффициента диэлектрической проница­
емости по модулю векторов электрической или 
магнитной напряжённости, измеренному на высо­
ких частотах. В работах [10, 11] установлено, что 
бесфазовая (phaseless) задача об определении коэф­
фициента диэлектрической проницаемости по мо­
дулю вектора электрической напряжённости рассе­
янного электромагнитного поля приводится к ре­
шению обратной кинематической задачи.

Характерной особенностью рассмотренных в [1, 
2, 5–11] бесфазовых обратных задач является то, что 
искомый коэффициент предполагается известной 
постоянной вне некоторой заданной компактной 
области W с гладкой границей S, и на S задаётся 
модуль рассеянного поля, инициированного либо 
точечными источниками, локализованными на S, 
либо плоскими волнами, падающими из бесконеч­
ности. Но измерять рассеянное поле часто довольно 
затруднительно, проще измерить модуль полного 
поля. Одна из таких постановок с заданием модуля 
полного поля для уравнений электродинамики, ис­
пользующая гармонические плоские волны, пада­
ющие из бесконечности, рассмотрена в работе [12]. 
В настоящей работе изучается аналогичная поста­
новка бесфазовой обратной задачи для системы 
уравнений Максвелла (1), в которой инициирующие 
электромагнитные колебания волны вызваны то­
чечными периодическими по времени источниками.

Обозначим решение уравнений (1), удовлетво­

ряющее условиям излучения, через E x y j( , , , ),   0 w  

H x y j( , , , ),   0 w  подчёркивая его зависимость от  

параметров y, j0, w. Пусть W = ∈ <{ ,x x R3|  | |   

R R> 0 2} и S x x R= ∈ ={ }.3|  | |  Обозначим через 

S y x S y x R R( ) { }= ∈ − ⋅ ≥ −| 2
0
22  ту часть сферы S, 

которая является теневой, если источник света по­
местить в точку y, а область W0 считать непрозрачной 

для света. При условии R R> 0 2 множество S y( ) 

принадлежит полусфере S y x S y x+ = ∈ − ⋅ >( ) { }.| 0  
Примем, что вектор j0 имеет единичную длину и ор­

тогонален вектору y, т. е. | |j 0 1= , j y0 0⋅ = .

П о с т а н о в к а  з а д а ч и. Пусть функция

f x y j E x y j E x z y j( , , , ) ( , , , ) ( , ( ), , )   |       |0 0 0 2w w w= +  (3)

задана для всех y S∈ , всех x S y∈ ( ), всех w w≥ >0 0 

и z y y( ) ,= −   где  > =
−

+








* max , .

R

R R

n

n

2

2
0
2

1

02
1

2
  

Требуется по функции f x y j( , , , )   0 w  найти e внутри 

W0. В формулировке задачи w0 —  некоторая фикси­
рованная частота.

Таким образом, в постановке задачи предпола­
гается, что задан квадрат модуля электрической на­
пряжённости электромагнитного поля, возника­
ющего как результат интерференции двух волн, 
инициированных диполями одинаковой ориента­
ции, помещёнными в точках y и z y y( ) .= −   При 

выполнении условия  ≥
−
R

R R

2

2
0
22

 множество S y( ) 

лежит на освещённой части сферы S источником 
света, помещённым в точку z y( ). Смысл второго 
из ограничений на  будет объяснён позже.

Введём векторный потенциал A следующим обра­
зом:

 µ w
w0 2

21
H A E i A n x A= = + ∇





−rot , ( ( )div ) .    (4)

Здесь n x x( ) ( ).= µ e0  Уравнения (1) выполняются, 
если A является решением уравнения

 
− − + ∇ =

= −
w e

µ δ

2 2

0
0

n x A A A x

j x y

( ) (div ) ln( ( ))

( ).

∆
 

(5)

В качестве условий излучения на бесконечности 
примем условия Зоммерфельда

A O
r

A

r
in A o

r
r x= 





∂
∂

− = 



 = →1 1

0, , .      | |w ¥  (6)

Структура векторного потенциала A x y j( , , , )   0 w  
для неоднородной среды изучена в работе [11] при 
условии, что риманова метрика d n x dxτ = ( ) ,| |  

| |

/

dx dxi
i

=





=
∑ 2

1

3 1 2

 порождает поле геодезических ли­

ний Γ( , ),x y  соединяющих точки x и y, регулярное 
в R3, т. е. каждая пара точек x и y может быть соеди­
нена ровно одной геодезической. Мы примем здесь 
это условие.

Обозначим через τ( , )x y  риманову длину геоде­

зической Γ( , )x y  и через n τ= ∇x x y

n x

( , )
( )

 
 единичный 

вектор, касательный к Γ( , )x y  в точке x. Согласно 
[11], высокочастотная асимптотика векторного по­

тенциала A x y j( , , , )   0 w  имеет вид

 A x y j
x y j

x y
e Oi x y( , , , )

( , , )
( , )

( , )   
  

 
0

0

2
1

1w α
τ w

wτ= + 











→ ∞

,

,w
 

(7)

в котором бесконечно дифференцируемая функция 
α( , )x y  определяется формулой
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 α µ
π

( , , ) ( , ) .x y j
n

x y j   0 0 0 1 0

2
= −Φ  (8)

Здесь Φ−1( , )x y  —  матрица, обратная к матрице 
Φ( , ),x y  определяемой равенством

 Φ
Γ

( , )
( , )

exp ( ) .
( , )

x y
J x y

Q d
x y

 
 

= 





∫1 x x  (9)

В формуле (9) J x y( , )  —  якобиан преобразования 
римановых координат z z z z= ( , , )1 2 3   точки x в де­
картовы, x —  переменная точка геодезической 
Γ( , )x y  и Q d( )x x —  линейная матричная форма,

 
Q x dx I x dx x dx

dx dx dx dx
( ) ( ln ( ) ) ( ln ( )) ,

( , , ),

*= ∇ ⋅ − ∇
=

e e
1 2 3  

в которой I = diag( , , )1 1 1   и ( ln ( ))*∇ e x  —  вектор­
столбец. Римановы координаты z могут быть вы­

числены через функцию τ2( , )x y  по формуле

 z
e µ

τ= − ∇1

2 0

2

( )
( , ).

x
x yy  

В однородной среде (при n x n( ) = 0) решение за­
дачи (5), (6) имеет вид

 A x y j
j

x y
ei x y0 0

0 0

02
0( , , , )

( )
( , )

,( , )   
 

w α
τ

wτ=  (10)

в котором α µ
π

0 0 0
0

0

2
( ) ,j

j n=  τ0 0( , )x y n x y | |= − .

Использование формул (4), (7), (10) позволяет 
получить высокочастотную асимптотику функций 

E x y j( , , , )   0 w  и E x y j0 0( , , , )   w  в виде

 

E x y j
i

x y
e

x y j O

i x y( , , , )
( , )

( , , )

( , )   
 

   

0

0

2

1

w w
τ

α
w

wτ= ×

× + 



⊥ 







→, ,   w ¥
 

(11)

 

E x y j
i

x y
e

x y j O

i x y0 0

0

0 0

2

1

0( , , , )
( , )

( , , )

( , )   
 

   

w w
τ

α
w

wτ= ×

× + 
⊥ 










→, ,   w ¥
 

(12)

в котором α α α⊥ = − ×( , , ) ( , , ) ( ( , , )x y j x y j x y j      0 0 0  
×   n n( , )) ( , )x y x y  —  проекция вектора α( , )x y  на плос­

кость, ортогональную вектору n τ= ∇x x y

n x

( , )
( )

,
 

 а 

α α α n n⊥ = − ⋅0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( ) ( ( ) ( , )) ( , )x y j j j x y x y     —  

проекция вектора α0 0( )j  на плоскость, ортогональ­

ную вектору n τ0 0

0

= ∇x x y

n

( , )
.

 
 Заметим, что n и n0 —  

единичные векторы, касательные к геодезическим 

Γ( , )x y  и Γ0( , )x y , соответствующим неоднородной 
и однородной среде.

Заметим, что E x z y j E x z y j( , ( ), , ) ( , ( ), , )      0 0 0w w=  

для x S y∈ ( ), если z y y( ) = −  и  ≥ *. Поэтому

1 1
2

0
2

0

0 0

w
w

w
w

w

f x y j E x y j

E x z y j

( , , , ) ( , , , )

( , ( ), , )

   |    

    |

= +

+ 22
0 2

2

0 0 2

0
2

4

4

= +

+

⊥

⊥

|   |

 

 
|   |

 

α
τ

α
τ

( , , )
( , )

( , ( ), )
( ,

x y j

x y

x z y j

x z(( ))
( , , ) ( , ( ), )

( , ) ( , ( ))

c

y

x y j x z y j

x y x z y
+ ⋅ ×

×

⊥ ⊥α α
τ τ
    

  

 

0 0 0

02

oos[ ( ( , ( )) ( , ))] , .w τ τ
w

w0
1

x z y x y O     − + 



 → ¥

 

(13)

Поскольку из условий (2) следует, что

 min ( , ( )) ( ), max ( , ) ,
( ) ( )x S y x S y

x z y n R x y Rn
∈ ∈

= − ≤τ τ0 0 11 2     

то

 η τ τ( , ) ( , ( )) ( , ) ( ) ,x y x z y x y n R Rn   = − ≥ − − >0 0 11 2 0

если  > +1
2 1

0

n

n
. Таким образом, при выполнении 

условия  > * в формуле (13) η( , ) .x y > 0  Зафикси­
руем в формуле (13) y S∈  и x S y∈ ( ). Тогда функция 

f x y j( , , , )   0

2

w
w

 является функцией только одной пе­

ременной w, почти периодической функцией этой 

переменной. Поскольку j y0 0⋅ = , то и j z y0 0⋅ =( ) , 
отсюда следует, что |   |α⊥ ≠0 0 0( , , )x y j  для x S y∈ ( ). 
Из формул (8), (9) следует, что аналогичным свой­

ством обладает и вектор α⊥( , , ),x y j  0  если градиент 
функции e( )x  мал. При этом выполняется и условие 

α α⊥ ⊥⋅ ≠0 0 0 0( , , ) ( , , ) .x y j x y j    |  Заметим, что выпол­
нение этого условия легко проверяется по данным 
задачи: если оно не выполнено, то в правой части 
равенства (13) отсутствует член с косинусом и 

f x y j( , , , )   0

2

w
w

 стремится к некоторой постоянной 

при w → ¥. В последнем случае достаточно сместить 
точку z y( ), чтобы добиться выполнения нужного 
условия.

Поскольку частота w не ограничена сверху, 
то из равенства (13) можно однозначно найти число 
η( , ).x y  Поэтому однозначно находится и τ( , )x y = 
= −τ η0( , ) ( , )x y x y   для всех y S∈  и x S y∈ ( ). Заме­
тим, что τ( , )x y n x y | |= −0  для x S S y∈ \ ( ). Поэтому 
функция τ( , )x y  оказывается известной для всех 
y S∈  и x S∈ . В итоге мы приходим к следующей 
хорошо известной геометрической задаче: найти 
n x( ) внутри W по заданным римановым расстояниям 
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τ( , )x y  между любыми точками y S∈  и x S∈ . Физи­
ческая трактовка этой задачи такова: требуется найти 
коэффициент рефракции n x( ) в области W по задан­
ным временам пробега электромагнитной волны 
между любой парой точек x и y границы этой об­
ласти. Эта задача носит название обратной кинема­
тической задачи.

В предположении о регулярности поля геодези­
ческих Γ( , ),x y  сделанном выше, теорема единствен­
ности и оценка условной устойчивости решения 
обратной кинематической задачи получены в рабо­
тах [13–15]. Отсюда вытекает единственность реше­
ния поставленной выше задачи об определении 
коэффициента e( )x  внутри W0 по заданной функции 

f x y j( , , , ).   0 w  Полученная выше редукция исходной 
задачи к обратной кинематической задаче открывает 
путь её конструктивного решения.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований 
(код проекта 17–01–00120).
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THE MODULE OF THE VECTOR OF THE ELECTRIC STRENGTH  

OF THE HIGH-FREQUENCY ELECTROMAGNETIC FIELD
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For nonmagnetic and nonconductive medium the system of electrodynamic equations that corresponds to peri­
odic in time oscillations is considered. An inverse problem of determining permittivity in this system by the given 
module of the electric strength is studied. It is supposed that the electric fields is a result of the interference of two 
fields created by point sources. The permittivity e(x) is assumed to be differ from a given positive constant e0 inside 
of a compact domain W0 ⊂ R3 only. An information on module of the electric strength is given on the boundary 
of the domain W contained W0 inside itself and for all frequencies beginning with some fixed frequency w0. The 
asymptotic behavior of solution of a direct problem related to the electrodynamic equations is studied and the 
original inverse problem is reduced to the well known inverse kinematic problem. This reduction open a way for 
constructive solution of the inverse phaseless problem.

Keywords: electrodynamic equations, phaseless inverse problem, permittivity, inverse kinematic problem.
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