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Для осуществления ряда перспективных косми‑
ческих проектов (миссия “Solar Orbiter” ЕКА, оте‑
чественный проект “Интергелиозонд” и т. д.), пред‑
полагающих изучение внутренней гелиосферы 
из внеэклиптических положений, требуются орбиты 
с большим наклонением к плоскости эклиптики. 
Манёвры, связанные с активным изменением на‑
клонения орбиты в ходе полёта, являются в астро‑
динамике особенно энергозатратными. Планета 
Венера, будучи ближайшим соседом Земли среди 
планет Солнечной системы, наилучшим образом 
подходит для совершения гравитационных манёвров 
(GAM) космическим аппаратом (КА) с целью ма‑
лозатратного изменения его орбитальных характе‑
ристик. Внешний сосед Земли, Марс, менее эффек‑
тивен для этих целей в силу его отдалённости 
от Солнца и более слабого гравитационного поля. 
Применение последовательности GAM около Ве‑
неры с целью формирования орбит с большим на‑
клонением позволяет существенно сэкономить не‑
обходимые для полёта запасы топлива. Технология 
построения полуаналитических высокоточных ал‑
горитмов, синтезирующих последовательности про‑
ведения GAM, которые обеспечивают значительное 
изменение наклонения орбиты исследовательского 
КА [1, 2], осложняется необходимостью их 3D‑про‑
ектирования с учётом точных эфемеридных моделей.

При баллистическом проектировании орбит 
с большим наклонением i помимо стандартных огра‑
ничений на расход ресурса и длительности косми‑
ческой миссии необходимо учитывать [2]:

геометрическое ограничение на максимально 
возможное наклонение орбиты КА, которое зависит 
от величины асимптотической скорости КА отно‑
сительно Венеры;

возникающее при совершении GAM динамиче‑
ское ограничение j j≤ max на угол j поворота V¥ —  
вектора асимптотической скорости КА относительно 
Венеры. 

Совместный учёт указанных ограничений вместе 
с учётом точных эфемеридных моделей позволяет 
формировать реалистичный динамический облик 
планируемой космической миссии [1, 2].

Пусть V¥ —  величина V¥ (сохраняющаяся до 
и после GAM) — не превосходит величины средней 
орбитальной скорости Венеры VVen, v¥ ¥≡ ≈V VVen/  
≈ ≤V¥ /  км/с35 1( ) . Тогда для максимального накло‑
нения орбиты КА imax при проведении любой серии 
GAM около Венеры верна оценка [2]

 imax arcsin≤ ∞v . (1)

Из неё следует, что для повышения наклонения 
орбиты КА относительно эклиптики более чем 
на 30° необходимо до совершения серии GAM про‑
извести разгон КА, чтобы V¥ была не менее 
17,5 км/с. Такой разгон можно осуществить с по‑
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мощью двигателя малой тяги и/или последователь‑
ности GAM около других планет. Однократного 
GAM для увеличения наклонения орбиты до тре‑
буемой величины может оказаться недостаточно. 
В таком случае необходимо синтезировать возрас‑
тающую по наклонению последовательность “ре‑
зонансных” GAM (таких, чтобы орбитальный пе‑
риод КА после каждого GAM обеспечивал новую 
встречу с планетой).

Конец вектора V¥ при совершении GAM всегда 
остаётся на сфере радиуса V¥ с центром на конце 
вектора Vpl орбитальной скорости планеты  
(V¥‑сфера) [4]. Всевозможные положения векторов 
входной скорости КА до совершения GAM и выход‑
ной скорости КА после совершения GAM лежат 
на покрытии части V¥‑сферы областями, образо‑
ванными пересечением с ней набора телесных углов 
с раствором jmax (сферическими шапочками). На‑
несём на V¥‑сферу указанные сферические шапочки 
и кривые основных резонансов между периодами 
обращения КА и Венеры: 3 : 4, 1 : 1, 4 : 3. Для воз‑
можности новой встречи с Венерой сферическая 
шапочка на V¥‑сфере, соответствующая каждому 
GAM, должна покрывать соседние резонансные 
линии (рис. 1).

Угол j поворота вектора V¥ при однократном 
GAM удовлетворяет соотношению [3]

 sin ,
j m

m p2 2=
+ r V¥

 (2)

где m —  гравитационный параметр Венеры; rp —  
расстояние перицентра пролётной гиперболы КА, 
которое не может быть меньше радиуса планеты 
RVen.

В [2] найдены координаты “полюса наклонения”, 
т. е. экстремума наклонения на V¥‑сфере для любой 
серии GAM (рис. 2): TPole Pole Pole  { ;y p r p= = -  
- arccos }.v¥  Там же представлена более понятная 
геометрически, чем в [3], формула для итогового 
наклонения орбиты КА при совершении GAM около 
планеты в сферических координатах r, y (рис. 2) в 
виде
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В модельном случае увеличения наклонения ор‑
биты КА с помощью последовательности GAM 
на V¥‑сфере строго по меридиану ( , )y p= 0   угол r 
“накапливает” углы разворота: 

 r r jk j
j

N

= +
=

∑ 0
1

.

Сопоставим равенство (2) с выражением (1). Гра‑
фики зависимостей базовых углов от величины V∞ 
для Венеры представлены на рис. 3. Они показы‑
вают, что максимальные углы j достигаются при 
близких к нулю значениях V¥, однако и величина 
imax при этом, согласно (1), близка к нулю.

Из рис. 3 видно, что достаточная эффективность 
GAM появляется только при увеличении V¥ до зна‑
чений, обеспечивающих требуемую для космической 
миссии величину imax. При этом уменьшается значе‑
ние jmax. Горизонтальной линией обозначено мо‑
дельное значение imax = 30° проектного угла накло‑

Рис. 1. Резонансные изолинии на поверхности  
V¥‑сферы для соизмеримостей [3].
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Рис. 2. Сферические координаты (y, r) и положение 
“полюса наклонения” TPole —  экстремума i = imax 
на V¥‑сфере в случае siny = 0.
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нения. Вертикаль, опущенная из точки пересечения 
этой линии с графиком функции максимального 
наклонения относительно планеты, показывает со‑
ответствующее значение угла jmax поворота V¥ на од‑
ном GAM. Одновременно должно быть обеспечено 
значение величины jmax, для которой сферическая 
шапочка перекрывает на V¥‑сфере смежные резо‑
нансные линии на переходе с одного резонанса 
на другой. Таким способом можно получить харак‑
терный размер подходящего телесного угла сфери‑
ческой шапочки элементарного GAM на поверхности 
V¥‑сферы.

Таким образом, предложена адаптивная полуана‑
литическая и геометрически прозрачная методика 
синтеза последовательностей GAM около Венеры, 
меняющих наклонение орбиты КА до заданного 
значения.
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Рис. 3. Базовые углы в зависимости от величины V¥ для планеты Венера. По оси абсцисс отложена величина V¥ 
в км/c, по оси ординат —  углы jmax, jPole = p - rPole, imax — в градусах (ПЛ — приближение Лабунского [3]).
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An adaptive, semi‑analytical, and geometrically clear method for synthesis of sequences of Venusian gravity‑assist 
maneuvers setting the desired inclination of a spacecraft orbit is proposed. The geometric constraint on the 
maximum possible inclination of a spacecraft orbit, which depends on the asymptotic spacecraft velocity relative 
to Venus, and the dynamic constraint (arising when a gravity‑assist maneuver is performed) on the angle of rota‑
tion of the vector of asymptotic velocity relative to Venus are considered simultaneously.

Keywords: gravity assist maneuver, Venus, inclination pole, resonant asymptotic velocity, invariant lines of reso‑
nances.
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