
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2019, том 484, № 4, с. 387–392

387

Предметом исследования работы являются две 
родственные экстремальные задачи поиска се-
мейства непересекающихся кластеров в конечном 
множестве точек евклидова пространства. Цель 
исследования — анализ вычислительной сложно-
сти этих задач. Исследование мотивировано от-
сутствием опубликованных данных о сложност-
ном статусе задач и их актуальностью как в тео-
ретическом, так и в прикладном плане. 1    

В плане теоретической мотивации обе рас-
сматриваемые задачи не эквивалентны ни од-
ной из близких по постановке хорошо извест-
ных труднорешаемых кластеризационных за-
дач — k-means (или k-MSSC), k-median, k-medoid, 
k-cеnter, k-center clustering with outliers и др. 
(см., например, [1–13]). Как и эти задачи дис-
кретной оптимизации, рассматриваемые зада-
чи имеют тесную связь с проблемами компью-
терной геометрии, теории графов, статистики 
и аппроксимации.

Обе рассматриваемые задачи моделируют ти-
пичную для многих приложений проблему поиска 
в совокупности объектов семейства непересекаю-
щихся подмножеств, каждое из которых состоит из 
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похожих по некоторому критерию объектов, и вы-
деления вырожденных экземпляров — так назы-
ваемых “выбросов” (outliers), которые не похожи 
между собой и не принадлежат ни одному из подм-
ножеств семейства. К числу приложений, для кото-
рых эта проблема типична, относятся, в частности, 
анализ данных, машинное обучение, интерпрета-
ция данных, распознавание образов, статистика 
(Data analysis, Machine learning, Data mining, Pattern 
recognition, Statistics).

Рассматриваемые задачи имеют следующие 
формулировки.

З а д а ч а  1 (Maximum Min-Size Clustering with 
Outliers 1). Дано: N-элементное множество  точек в 
d-мерном евклидовом пространстве, число α ∈ (0, 1) 
и точки z1, z2 ∈ d. Найти: непустые непересекаю-
щиеся подмножества 1, 2 такие, что

 min max{| |,| |} ,1 2  →  (1)

при ограничениях 
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есть центроид (геометрический центр) множества .
З а д а ч а  2 (Maximum Min-Size Cluster-

ing with Outliers 2). Дано: N-элементное мно-
жество  точек в d-мерном евклидовом про-
странстве и число α ∈ (0, 1). Найти: непустые 
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непересекающиеся подмножества 1, 2 и точки 
y1, y2 из  такие, что имеет место соотношение (1),  
при ограничениях 
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Обе задачи можно трактовать как поиск двух 
непересекающихся подмножеств точек, сконцен-
трированных относительно двух точек; в задаче 
1 это заданные точки z1, z2 из d, а в задаче 2 — 
неизвестные точки y1, y2 из входного множества 
 ⊂ d. В обеих задачах требуется максимизиро-
вать минимальный размер кластера при ограни-
чении сверху на суммарный внутрикластерный 
квадратичный разброс (левая часть неравенств (2) 
и (3)). Это ограничение определяется через α-до-
лю от суммарного квадратичного разброса точек 
во входном множестве (правая часть неравенств 
(2) и (3)). Наконец, обе задачи можно интерпре-
тировать как поиск совокупности сгущений (кла-
стеров) точек в евклидовом пространстве.

В области дискретной оптимизации ключевым 
вопросом является вопрос о сложностном стату-
се какой-либо вновь выявленной экстремальной 
задачи. Ниже мы показываем, что задачи 1 и 2, 
а также их многокластерные обобщения NP-труд-
ны даже в одномерном случае (т.е. на прямой).

Для доказательства мы показываем NP-пол-
ноту задач, из которой, как известно [14], следует 
NP-трудность. Положим 
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Далее будем считать, что  — мультимноже-
ство. Сформулируем задачу 1 в форме верифика-
ции свойств.

З а д а ч а  1A. Дано: N-элементное мультимно-
жество  точек в d-мерном евклидовом простран-
стве, число A > 0, точки z1, z2 ∈ d  и натуральное 
число M. Вопрос: существуют ли в  непустые не-
пересекающиеся мультиподмножества 1, 2 та-
кие, что 
 min{| |, | |} ,1 2  ≥ M  (5)
при ограничениях 
 f z A ii i( , ) , =1, 2 ? £  (6)

Сложностной статус этой задачи устанавливает 
следующая

Т е о р е м а  1. Задача 1А NP-полна даже в одно-
мерном случае.

Для доказательства труднорешаемости задачи 
1A мы строим полиномиальное сведение к ней 
следующей NP-полной задачи.

Р а з б и е н и е  1 (P a r t i t i o n  1). Дано: мульти-
множество  ={ , , }1 2x x K  натуральных чисел. 
Вопрос: существует ли разбиение  на мультипод-
множества 1 и 2 такое, что  1 2=  и 
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По произвольному входу задачи Разбиение 1 
строится следующий пример входа задачи 1A. 
В задаче 1A полагаем 
d N K M K A x z z

x
=1, = 2 , = , = 12 , = = 0,1 2

∈
∑
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 ={ , , },1 2c c K

где 

c x k Kk k= , =1,2 , 2 .,

Далее мы показываем, что в построенном при-
мере задачи 1A мультиподмножества 1, 2 из , 
удовлетворяющие неравенствам (5) и (6), суще-
ствуют тогда и только тогда, когда в задаче Раз-
биение 1 существует разбиение  на мультиподм-
ножества 1 и 2 такое, что  1 2=  и имеет место 
равенство (7).

Пусть в задаче Разбиение 1 существуют требуе-
мые мультиподмножества 
 i k ix k I i={ | }, =1, 2 ,∈  (8)

где I I K1 2, {1,2 , 2 }⊆ , , 

 I I K I I1 2 1 2={1,2 , 2 }, = .∪ ∩, φ  (9)
легко видеть, что в задаче 1A в качестве 1 и 2  

можно взять 

 i k ic k I i={ | }, =1, 2.∈  (10)

Для этих мультиподмножеств имеем 

min min{| |, | |}= { , }= =1 2  K K K M ,
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Следовательно, условия (5) и (6) выполнены 
и в задаче 1А требуемые мультиподмножества 1 
и 2 существуют.

Пусть теперь в задаче 1А в мультимножестве  
существуют требуемые мультиподмножества (10), 
удовлетворяющие условиям (5) и (6).

В задаче Разбиение 1 рассмотрим мульти-
множества (8). Для этих мультимножеств имеем 
 1 2=  и 
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Следовательно, в задаче Разбиение 1 требуемые 
мультиподмножества 1 и 2 также существуют.

З а м е ч а н и е  1. Для простоты доказательства 
мы использовали числа c xk k= ,  k = 1, 2, ..., K,  
которые могут быть иррациональны. Однако лег-
ко видеть, что те же доказательные аргументы 
справедливы для рациональных чисел ck таких, 
что 0 < 1

4
≤ −

 
x c

K xk k
k kmax

, k = 1, 2, ..., K,  

так как xk — целое число. Остаётся заме-
тить, что построенное сведение, очевидно, 
полиномиально.

Из теоремы 1 следует, что задача 1 NP-трудна, 
как и сформулированное ниже ее многокластер-
ное обобщение.

З а д а ч а  1 .́ Дано: N-элементное множество  
точек в d-мерном евклидовом пространстве, нату-
ральное число J, число α ∈ (0, 1) и точки z1, ... zJ ∈ d. 

Найти: непустые непересекающиеся подмноже-
ства 1, ..., J во множестве  такие, что 

 min max{| |, , | |} ,1  J →  (11)

при ограничениях 
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В задаче 1ʹ число J кластеров является частью 
входа. Для варианта задачи 1, в котором число 
кластеров не является частью входа, т.е. для па-
раметрической задачи, которую далее обозначим 
через 1(J), имеет место следующая

Т е о р е м а  2. Если число J кластеров не являет-
ся частью входа, то для любого фиксированного па-
раметра J ≥ 2  задача 1(J) NP-трудна даже в одно-
мерном случае.

Идея доказательства базируется на индукции. 
мы показываем NP-полноту задачи 1(J) в форме 
верификации свойств. При этом из NP-полноты 
задачи следует NP-трудность её оптимизационно-
го варианта. В форме верификации свойств зада-
ча 1(J) имеет следующую формулировку.

З а д а ч а  1A(J). Дано: N-элементное мульти-
множество  точек в d-мерном евклидовом про-
странстве, число A > 0, точки z1, ... zJ ∈ d и нату-
ральное число M. Вопрос: существуют ли непу-
стые непересекающиеся подмножества 1, ..., J 
во множестве  такие, что 

 min{| |, , | |} ,1  J M≥  (12)
при ограничениях 
 f z A i Ji i( , ) , =1,2 , ? £ ,  

Строим сведение задачи 1A(J) к задаче 1A(J + 1).  
Для этого по входу задачи 1A(J) построим сле-
дующий пример входа задачи 1A(J + 1). В задаче  
1A(J + 1) положим 

  Y Y G� � � � �= , = , = , = , = ,∪ +N N M d d A A M M  (13)
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где 
L z Ai

i J
> .

1
max

,...,=
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Пусть в задаче 1A(J) существуют требуемые 
мультиподмножества 1, ..., J. легко проверить, 
что в задаче 1A(J +1) в качестве требуемых муль-
типодмножеств 1 , ...,  J +1  можно взять  

1 1= , ...  
...,  

J J= , C G

J +1 = .
Пусть теперь в задаче 1A(J + 1) существуют тре-

буемые мультиподмножества  � … �1 1, , J + .
Покажем, что ни одна из точек g1, i = 1, 2, ..., M, 

не входит в  � … �1, , J . Предположим противное, 
например, g1 1∈ . Тогда 

f z g z L A( , ) > ,1 1 1 1
2 2



 

 ≥ − ≥ 

что противоречит условию f z A( , )1 1




 £ .
Поэтому мультимножества  1 1=  , ...,  J J=   

являются требуемыми мультиподмножествами 
в задаче 1A(J).

Проанализируем теперь сложность задачи 2. 
Сформулируем эту задачу в форме верификации 
свойств.

З а д а ч а  2A. Дано: N-элементное мульти-
множество  точек в d-мерном евклидовом про-
странстве, число A > 0 и натуральное число M. 
Вопрос: существуют ли непустые непересекаю-
щиеся мультиподмножества 1, 2 и точки y1, y2 
в  такие, что имеет место неравенство (5), при 
ограничениях 
 f y A ii i( , ) , =1,2 ? £  (15)

Справедлива следующая
Т е о р е м а  3. Задача 2A NP-полна даже в одно-

мерном случае.
Факт труднорешаемости задачи 2A устанавли-

вается путём полиномиального сведения к ней 
следующей NP-полной задачи [14].

Р а з б и е н и е  2 (P a r t i t i o n  2). Дано: мульти-
множество  ={ , , }1x xK  натуральных чисел. Во-
прос: существует ли разбиение мультимножества 
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 на мультиподмножества 1 и 2 такое, что имеет 
место равенство (7)?

По произвольному входу задачи Разбиение 2 
строится следующий пример входа задачи 2A. 
Положим 

d N K M K=1, = 2 2, = 1,+ +

 ={ , , , , , , , },1 2 1 1b b a a c cK K 

где 
a c x k Kk k k= 0, = , =1,2 , ,,

b b B1 2= = ,−

причём 
B x x

x x
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∈
∑
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Без ограничения общности будем считать, что 
K ³ 3.

Далее мы показываем, что в построенном при-
мере задачи 2A мультиподмножества 1, 2 и точ-
ки y1, y2 из , удовлетворяющие неравенствам (5) 
и (15), существуют тогда и только тогда, когда в за-
даче Разбиение 2 существуют мультиподмножества 
1 и 2 такие, что имеет место равенство (7).

Пусть в задаче Разбиение 2 мультиподмноже-
ства 1 и 2 существуют. Пусть эти мультиподмно-
жества, как и ранее, определяются формулами (8), 
в которых, в отличие от (9), 

I I K I I K
I I

1 2 1 2

1 2

, {1,2 , }, ={1,2 , },
= .

⊆ ∪
∩

, , 

φ

В задаче 2A рассмотрим точки y1 = 0, y2 = 0 
и следующие мультиподмножества мощности 
M = K + 1 каждое: 

 i i k i k ib c k I a k I i={ } { | } { | }, =1, 23∪ ∈ ∪ ∈ − .  (16)

Для этих мультиподмножеств из (4) имеем следу-
ющие внутрикластерные разбросы: 
f y b y c y B x

B x

i i i i
k Ii

k i
k Ii

k

k
k

( , ) = =

1
2

2 2 2

2

1

    − + − + =
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∈ ∈

∈

∑ ∑

, ...,,
, , .

K
A i

{ }
∑ = =1 2

Это равенство означает, что условие (15) выполне-
но. Условие (5) выполнено по построению. Таким 
образом, в задаче 2A требуемые мультиподмноже-
ства 1, 2 и точки y1, y2 существуют.

Допустим теперь, что требуемые мультипод-
множества 1, 2 и точки y1, y2 существуют в за-
даче 2A. Тогда мы сначала показываем, что точки 

b1 и b2 лежат в различных мультиподмножествах. 
Кроме того, устанавливаем, что в паре {1, 2} нет 
мультиподмножества, содержащего все точки ck, 
k = 1, 2, ..., K.

легко установить, что y1 = y2 = 0, так как оба 
мультиподмножества 1 и 2 содержат не менее 
одной точки ck, k K∈{1, 2 , }, , и одну из точек 
b1, b2.

Наконец, так как точки b1 и b2 лежат в разных 
мультиподмножествах и оба мультиподмножества 
1, 2 содержат точки из { , , }1c cK  и { , , }1a aK ,  
можно считать, что структура этих мультипод-
множеств определяется формулой (16). Тогда, ис-
пользуя эту формулу и равенства yi = 0, i = 1, 2, 
получим следующую оценку для внутрикластер-
ных разбросов: 
f y b y c y B x

A B

i i i i
k Ii

k i
k Ii

k

k

( , ) = =

= 1
2

2 2 2

2

{1, ,

    − + − + ≤

≤ +

∈ ∈

∈

∑ ∑

 KK
kx i

}
, =1, 2.∑

Следовательно, 

k I
k

k I
k

k K
kx x x

∈ ∈ ∈
∑ ∑ ∑
1 2 {1, , }
= = 12 .



Поэтому в задаче Разбиение 2 требуемые мульти-
подмножества 1 и 2 также существуют.

З а м е ч а н и е  2. В доказательстве этой тео-
ремы, как и при доказательстве теоремы 1, фи-
гурируют числа c xk k= , k = 1, 2, ..., K, которые 
могут быть иррациональны. Однако все выклад-
ки остаются справедливыми для рациональных 
чисел ck таких, что 0 < 1

2
≤ −

 
x c

K xk k
k kmax

, 

k = 1, 2, ..., K, так как xk — целое число. Остаёт-
ся заметить, что построенное сведение, очевидно, 
полиномиально.

Из теоремы 3 следует, что задача 2 NP-трудна, 
как и сформулированное ниже её многокластер-
ное обобщение.

З а д а ч а  2 ʹ . Дано: N-элементное множество  
точек в d-мерном евклидовом пространстве, нату-
ральное число J и число α ∈ (0, 1). Найти: непустые 
непересекающиеся подмножества 1, ..., J и точки  
y1, ..., yJ во множестве  такие, что имеет место со-
отношение (11), при ограничениях 

 
y i

i
y

y y y y i J
∈ ∈
∑ ∑− ≤ −
C Y

Y   

2 2( ) , =1,2 , .α ,

В этой задаче число J кластеров является ча-
стью входа. Для варианта задачи 2, в котором чис-
ло кластеров не является частью входа, т.е. для па-
раметрической задачи, которую далее обозначим 
через 2(J), имеет место следующая
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Т е о р е м а  4. Если число J кластеров не является 
частью входа, то для любого фиксированного пара-
метра J ³ 2 задача 2(J) NP-трудна даже в одно-
мерном случае.

Как и при доказательстве теоремы 2, справед-
ливость утверждения теоремы 4 устанавливается 
индукцией по числу кластеров. мы показываем 
NP-полноту следующей задачи.

З а д а ч а  2A(J). Дано: N-элементное мульти-
множество  точек в d-мерном евклидовом про-
странстве, число A > 0 и натуральное число M. Во-
прос: существуют ли непустые непересекающиеся 
подмножества 1, ..., J и точки y yJ1, ,  во мно-
жестве  такие, что имеет место соотношение (12), 
при ограничениях 

f y A i Ji i( , ) , =1,2 , ? £ ,
Cтроим полиномиальное сведение задачи 2A(J) 

к задаче 2A(J + 1). Определим вход задачи 2A(J + 1) 
равенствами (13) и (14), где 

L y A
y

> .
∈

+


max

Если в задаче 2A(J ) существуют требуемые 
мультиподмножества 1, ..., J, то легко прове-
рить, что в задаче 2A(J + 1) требуемыми мульти-
подмножествами 1 , ..., J +1  и точками � … �y yJ1 1, , +  
являются  1 1= , ...,  J J= , C G

J +1 = , y y1 1= , ...  
..., y yJ J= , y gJ +1 1= .

Пусть теперь в задаче 2A(J + 1) существуют тре-
буемые мультиподмножества  � … �1 1, , J +  и точки 
� … �y yJ1 1, , + . В этом случае, действуя от противно-

го, мы показываем, что хотя бы J из мультимно-
жеств  � … �1 1, , J +  не содержат точек из . При этом 
можно считать, что этими мультиподмножества-
ми являются  � … �1, , J . Тогда легко установить, 
что требуемыми мультиподмножествами и точ-
ками в задаче 2A(J) являются  1 1=  , ...,  J J=  , 
y y1 1=  , ..., y yJ J=  .

Таким образом, несмотря на простоту форму-
лировок, все рассмотренные задачи максимин-
ной кластеризации NP-трудны даже в одномер-
ном случае (на числовой прямой). Построение 
эффективных алгоритмов с теоретическими га-
рантиями качества (точности, временной слож-
ности, надёжности) для этих задач представляет-
ся делом ближайшей перспективы.

Источник финансирования. Работа выполне-
на при финансовой поддержке РНФ (проект 
16–11–10041).
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We consider some consimilar problems of searching for disjoint subsets (clusters) in the nite set of points in 
Euclidean space. In these problems, it is required to maximize the minimum subset size such that the value 
of each intracluster quadratic variation would not exceed a given fraction (constant) of the total quadratic 
variation of the points of the input set with respect to its centroid. In the paper, we have proved that all the 
problems are NP-hard even on a line.
Keywords: Euclidean space, clustering, max-min problem, quadratic variation, NP-hardness.


