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Рассматривается задача на собственные значе-
ния  
 i y z Q z y zε λκ′′( ) + ( ) −( ) ( ) = 0,  (1)
 y y−( ) = ( ) =1 1 0,  (2)
с  нечё т н ы м к у би че ск и м по т ен ц и а лом 
Q z z zκ κ κ κ( ) = 2 (1 ) , [ 1,1],3 + − ∈ −  представляющим 
собой деформацию Q z z0 ( ) = .  Здесь ε > 0  — ма-
лый, а λ = a ib+  — спектральный параметры. 
Спектр задачи (1), (2) симметричен относительно 
мнимой оси и расположен в полуполосе 

 Π = + ∈ −{ }a ib a Q b: ([ 1,1]), < 0κ .  

Целью настоящей работы является исследо-
вание квазиклассической (ср. [1–3]) асимптоти-
ки собственных значений задачи (1), (2). Ниже 
установлено, что при ε ↓ 0 точки спектра (1), 
(2) концентрируются вблизи рёбер предельно-
го комплекса Γ Γ= ( ),κ  концевые вершины ко-
торого являются значениями потен циала Q zκ ( )  
в его критических точках и точках ±1. При этом 
имеется три качественно различных топологи-
ческих типа комплексов, которые реализуются 
в случаях κ = 0  и κ = 1.±  Смены типов комплек-

сов происходят при κ = 1
5−  и κ κ= = 2 2
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где t0 0 86⊕ ,  — вещественный нуль многочлена 
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23 5( ) 4.5 3 2t t t− + −  Зафиксируем произвольное 
M < 0,  для δ > 0  через Π( )δ  обозначим располо-

женную выше прямой Imλ = M  часть полуполосы 
Π  с удалёнными δ-окрестностями вершин ком-
плекса Γ( )κ  и положим Π Π+ ( ) = ∈ ( ) >{ }δ λ δ λ δ: Re   
и Π Π0 δ λ δ λ δ( ) = ∈ ( ) ≤{ }: Re .

В ходе применения метода ВКБ (см. [4, 5]) роль 
фазового интеграла в рассматриваемой задаче 
играет функция 

 S z z e Q di

z

z

0
/4, ;

0

λ ζ λ ζπ
κ( ) = ( ) −∫ ,  

а локализация собственных значений проводится 
(ср. [6]) в терминах эллиптических интегралов

 Φ Ψ
Θ

( ) = ( ,1; ), ( ) = ( , ; ),
( ) = (1, 1; ),

λ α λ λ α β λ
λ λ

S S
S −  

где α α λ κ= ( ; )  и β β λ κ= ( ; )  — точки поворота 
у р а внен и я (1).  При κ < 0  в е т вь  α λ κ( ; )  
функции Qκ λ−1( )  задаётся условием α κ(0; ) = 0  
и продолжается аналитически в λ  с разрезами 

K± ±+ ,  где K± ± −= 2(1 )
3 6 | |

;
3/2κ

κ
 ветвь β λ κ( ; )  

определяется в плоскости λ  с разрезом K+ ++  
и выделяется условием Re ; .β λ κ( ) ≥ 0  В случае 
κ > 0  однозначная ветвь α λ κ β λ κ; ;( ) = − −( )  
функции Qκ λ−1( )  определяется в λ  с разрезом 
iK i− ++   и выделяется условиями α κ( 0; ) = 0+   
и Re ; .α λ κ( ) ≥ 0  В правой полуплоскости +  ветвь 
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α λ κ( ; )  непрерывно зависит от κ∈ −[ 1,1],  причём 
α λ λ( ; 0) := .

Вычисление матриц Стокса, отвечающих об-
ходам вокруг точек поворота α и β, позволяет (ср. 
[7]) построить фундаментальную систему реше-
ний уравнения (1) с ВКБ-асимптотиками в точ-
ках z = 1±  и найти с надлежащей точностью соот-
ветствующий характеристический определитель 
∆( ),λ  нули которого являются собственными зна-
чениями задачи. В случае κ κ∈ −





1
5 , 0  при λ∈ +  

достаточно совершить один обход вокруг точки 
поворота α λ κ( ; ),  что даёт для характеристиче-
ского определителя асимптотическую формулу 

 
∆ Θ

Θ
( ) = { ( )}(1 ( ))

{ ( )}(1 ( ))

1/2

1/2
λ ε λ ε

ε λ ε
exp

exp
exp

−

−
+ −

− − + −
−

O
O

i {{ (2 ( ) ( ))}(1 ( )).1/2− + +−ε λ λ εΦ Θ O  (3)
При этом предельный спектральный комплекс 
Γ( )κ  топологически эквивалентен (ср. [8]) ком-
плексу Γ(0)  и представляет собой симметричное 
относительно i  ориентированное дерево, кон-
цевые вершины которого суть значения Qκ ( 1).±  
Спектр задачи (1), (2) в +  при малых ε > 0  сосре-
доточен вблизи допускающей параметризацию 
b f a= ( )  кривой γ λ: Re .= ( ) ={ }Φ 0

Т е о р е м а  1. При κ κ∈ −





1
5 , 0  для произвольного 

δ > 0  существуют ε ε δ1 1= ( ) > 0  и C (1) ( ) > 0δ  
такие, что при ε ε∈(0, )1  спектр задачи (1), (2) 
в области Π+ ( )δ  состоит из простых собственных 
значений, находящихся в C (1)( )δ ε -окрестностях 
точек λ γn

(1) ,∈  занумерованных согласно правилу 
квантования 

 Φ λ επn i n n( ) , ,1 1
4( ) = −( ) ∈  

а в области Π0 ( )δ  — расположен также и в  
C (1)( )δ ε -окрестностях принадлежащих i iµ + −  
нулей функции sin( ( ))1/2iε λ− Θ , где Re .Φ iµ( ) = 0  

При κ κ= 0 изменяется (ср. [9]) топологический 
тип предельной спектральной конфигурации так, 
что для κ κ> 0 у дерева Γ( )κ  появляется дополни-
тельное вертикальное ребро [ , ].i iKµ −  Критиче-
ское значение параметра деформации определя-
ется условием µ κ( ) = ,K−  т.е. при κ κ= 0  точка iK−  
бифуркации корней α λ κ( ),  и β λ κ( ),  уравнения 
Q zκ λ( ) =  является узлом Γ( ).κ

Теорема 2. Если κ κ∈( ,1],0  то для произволь-
ного δ > 0  найдутся ε ε δ2 2= ( ) > 0  и C (2)( ) > 0δ  
такие, что при ε ε∈(0, )2  спектр задачи (1), (2) 
в области Π+ ( )δ  исчерпывается однократны-
ми собственными значениями, находящимися  

в C (2)( )δ ε -окрестностях корней λ γn
(1) ∈  уравне-

ния cos( ( ) 4) = 0.1/2iε λ π− +Φ  В области Π0 ( )δ  точ-

ки спектра задачи (1), (2) для ε ε∈(0, )2  локали-
зованы также и в C (2)( )δ ε -окрестностях нулей 
λ µn i iK(2) [ , ]∈ −  функции cos( ( )),1/2iε λ− Ψ  занумеро-
ванных в соответствии с правилом квантования 

 Ψ λ επn i n n( ) , ,2 1
2( ) = +( ) ∈  

и, кроме того, корней уравнения sin( ( )) = 0,1/2iε λ− Θ  
расположенных на i−  ниже точки i∝.  

При κ κ> 0  и κ < 1
5−  д л я п родол жен и я 

ВКБ-асим птотик решений уравнения (1) из точ-
ки z = 1−  в точку z =1  необходимо совершить 
два обхода точек поворота α λ κ( ; )  и β λ κ( ; ),  
причём в первом случае оба они делаются по 
часовой стрелке, а во втором один — по, а дру-
гой — против. В результате в асимптотических 
представлениях характеристического опреде-
лителя ∆( )λ  появляются дополнительные по 
сравнению с (3) слагаемые, а именно, в первом 
случае
 − − + +−i Oexp( (2 ( ) 2 ( ) ( )))(1 ( ))1/2ε λ λ λ εΦ Ψ Θ  

и, соответственно, во втором

− − − + +
+ +

−

−

i Oexp
exp
( (2 ( ) 2 ( ) ( )))(1 ( ))

( (2 ( ) (

1/2

1/2

ε λ λ λ ε
ε λ

Ψ Φ Θ
Ψ Θ λλ ε)))(1 ( ))+O .

Получающиеся при этом формулы согласуются 
с (3) в том смысле, что общая область их 
применимости непрерывно деформируется по 
параметру κ.

При κ < 1
5−  у потенциала Q zκ ( )  имеются две 

критические точки на [ 1, 1],−  что приводит к воз-
никновению у предельной спектральной конфи-
гурации Γ( )κ  двух дополнительных звеньев, от-
ветвляющихся от основных боковых рёбер. При 
малых ε > 0  спектр задачи (1), (2) в +  состоит из 
трёх серий собственных значений, которые кон-
центрируются вблизи кривых 

 γ λ λ1 0 0: Re , Re ,= ( ) = ( ) <{ }Φ Ψ  

 γ λ λ2 0 0: Re , Re ,= ( ) = ( ) <{ }Ψ Φ  

 γ λ λ3 0: Re Re .= ( ) = ( ) >{ }Φ Ψ  

Т е о р е м а  3. В случае κ∈ − −
 )1 1

5,  для произволь-

ного δ > 0  существуют ε ε δ3 3= ( ) > 0 и C (3)( ) > 0δ  
такие, что при ε ε∈(0, )3  все собственные зна-
чения задачи (1), (2), расположенные в Π+ ( ),δ  —  
простые и находятся в C (3)( )δ ε -окрестностях нулей 
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λ γn
(1)

1∈  и λ γn
(2)

2∈  функций cos iε λ π− ( ) +( )( )1/2

4Φ  

и а также корней λ γn
(3)

3∈  уравнения 

 tg( ( ( ) ( ))) = 1.1/2iε λ λ− −Ψ Φ  

Рёбра γ γ γ1 2 3, ,  представляют собой графи-
ки монотонных функций b f a= ( )  и соединяют 
узел их сочленения Λ( )κ  с вершинами Γ( ) .κ ∩ +  
При этом численные эксперименты обнаружива-
ют следующий эффект типа приближённого за-
кона сохранения: узел Λ( )κ  расположен так, что 
ReΛ( )κ  делит отрезок между концевыми верши-
нами Qκ (1)  и K+  в отношении, удовлетворяющем 

для κ = 1, 1
2 , 1

3 , 1
4− − − −  оценке 

 
Re

Re
, , .

Λ
Λ

κ
κ
κ( ) − ( )

− ( ) − <
+

Q
K
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2 1 0 02 

На рисунках 1 и 2 приведены результаты чис-
ленного анализа асимптотического распределе-
ния собственных значений задачи (1), (2) с потен-
циалами рассматриваемого семейства Q zκ ( )  со-
ответственно в случаях κ = 2,−  когда Q Kκ ( 1) = ,±



 

и κ
τ

= 1
1 2 ,

−
 где τ ≈ 0 622,  — корень уравнения 

27( 1) =162 3τ τ− .
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Quasi-classical asymptotic behavior of the spectrum of a non-self-adjoint Sturm–Liouville problem is stud-
ied in the case of a one-parameter family of potentials being third-degree polynomials. For this problem, 
the phase-integral method is used to derive quantization conditions characterizing the asymptotic distribu-
tion of the eigenvalues and their concentration near edges of the limit spectral complex. Topologically different 
types of limit configurations are described, and critical values of the deformation parameter corresponding 
to type changes are specified.
Keywords: WKB asymptotics, quantization condition, spectral complex.


