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1. Длинноволновое приближение (ДВП) [1] 

 ε = 1,2 2H L/   (1)

где H – характерная глубина потока, а L – ха-
рактерная длина поверхностных волн, широко 
применяется при моделировании различных те-
чений жидкости и газа, например течений воды 
в открытых руслах или в прибрежных зонах мо-
рей, плёночных течений, крупномасштабных га-
зодинамических течений в атмосферах планет. 
Различные модели теории мелкой воды, описы-
вающие такие течения, выводятся из уравнений 
неразрывности и Эйлера путём разложения по 
малому параметру ДВП ε. При этом из неравен-
ства (1) следует [2], что пространственная произ-
водная глубины h x t( , )  плоскопараллельного по-
тока в таких моделях удовлетворяют условию 

 | | ( ).h Ox ≤ ε  (2)

Однако уравнения теории мелкой воды исполь-
зуются не только для описания медленно меня-
ющихся течений с гладкой свободной поверхно-
стью, таких как паводковые течения в реках, они 
также широко применяются для моделирова-
ния быстро протекающих волновых процессов, 
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связанных с распространением гидравлических 
боров, возникающих при разрушении плотины 
гидросооружения [2, 3] или при выходе крупных 
морских волн типа цунами на мелководье и на-
клонный берег [4]. Для описания таких течений в 
рамках первого приближения по параметру ε  эти 
уравнения используются в форме гиперболиче-
ской системы законов сохранения (классической 
[5] в случае потенциального течения и обобщён-
ной [6] в случае вихревого течения), допускающей 
разрывные решения с ударными волнами, кото-
рыми моделируются гидравлические боры реаль-
ного течения. В случае потенциального течения 
второе приближение теории мелкой воды приво-
дит к модели Грина–Нагди [7], предназначенной 
для моделирования волновых течений с ондуляр-
ными борами.

При расчёте гидравлического бора по гипербо-
лическим моделям [5, 6] на фронте ударной волны 
hx = ∞, а при его расчёте по дисперсионной моде-
ли [7] на фронте бора h Ox ≥ (1), что противоречит 
условию ДВП (2). Для разрешения этого противо-
речия в рамках классической теории мелкой воды 
необходимо предполагать [8], что ударными вол-
нами описываются переходные области, ширина 
которых l много больше характерной глубины по-
тока и одновременно много меньше характерной 
длины волн, т.е. H l L  . Однако натурные на-
блюдения и результаты лабораторного моделиро-
вания показывают [2, 3], что поперечные разме-
ры l реальных гидравлических боров сравнимы с 
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характерными глубинами рассматриваемых пото-
ков, т.е. l = O(H), в силу чего соответствующие им 
переходные области не удовлетворяют условию 
ДВП H l .

Несмотря на это сравнение разрывных реше-
ний классических уравнений первого приближе-
ния теории мелкой воды [5] с результатами лабо-
раторных экспериментов в задачах о разрушении 
плотины над ровным дном [2, 3] (включая случай 
сухого русла в нижнем бьефе [8]), над уступом дна 
[9], над неровным дном типа шельфа [10], а также 
в канале со ступенькой дна в нижнем бьефе [11] 
показывает, что теория достаточно хорошо со-
гласуется с экспериментом по возможным типам 
волн, по скорости их распространения, а также по 
асимптотическим и осреднённым по простран-
ству глубинам за фронтами прерывных волн. В то 
же время численные расчёты задачи о разруше-
нии плотины по дифференциальным уравнениям 
модели Грина–Нагди не позволяют эффективно 
воспроизвести последовательность затухающих 
поверхностных волн за фронтом ондулярного 
бора [12, 13]. Амплитуда и длина этих волн, полу-
чаемые в численных расчётах, существенно отли-
чаются от тех, которые наблюдаются в лаборатор-
ных экспериментах [2, 3].

В работах [14, 15] для обоснования применения 
первого приближения теории мелкой воды при 
моделировании волновых течений с гидравличе-
скими борами базисные законы сохранения этого 
приближения были получены из двумерных ин-
тегральных законов сохранения массы и полного 
импульса, описывающих плоскопараллельное те-
чение идеальной несжимаемой жидкости над го-
ризонтальным дном. При этом в [15] было исполь-
зовано понятие гидростатического приближения, 
которое является локальным и обобщает понятие 
ДВП. В настоящей работе локальное гидростати-
ческое приближение применяется для вывода ба-
зисных законов сохранения модели Грина–Нагди 
второго приближения теории мелкой воды и ана-
лиза применимости этой модели для численного 
расчёта волновых течений жидкости с ондуляр-
ными борами (рис. 1).

2. Рассмотрим плоскопараллельное потенци-
альное течение идеальной несжимаемой жид-
кости в прямоугольном канале с горизонталь-
ным дном. Ось x декартовой системы координат 
{ , , }x y z  расположим на дне канала параллельно 
его боковым стенкам, а ось z направим верти-
кально вверх перпендикулярно дну канала. В та-
кой системе координат рассматриваемое течение 
не зависит от координаты y и описывается глуби-
ной жидкости h(x, t), а также её горизонтальной 

u(x, z, t)  и вертикальной w(x, z, t) скоростями, на-
правленными соответственно по осям x и z. Тече-
ние жидкости происходит в поле силы тяжести, 
создающем ускорение g = (0, 0, – g), направленное 
вертикально вниз.

Зафиксируем пространственно-временную 
область 

 
V x z t x t x x t

z h x t t t t
= ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤
{

},
( , , ) : ( ) ( ),

0 ( , ),
1 2

1 2
 (3)

которую на временном интервале [ , ]1 2t t  занима-
ет жидкость в канале между подвижными верти-
кальными плоскостями x t x t1 2( ) < ( ) . Закон сохра-
нения массы жидкости в области (3) имеет вид 
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Вводя обозначение 

 U x t
h x t

u x z t dz
h x t

( , ) = 1
( , )

( , , )
0

( , )

≡  (5)

для осреднённой по глубине горизонтальной ско-
рости жидкости, уравнение (4) можно записать 
в виде интегрального закона сохранения массы 
для модели мелкой воды 

 h
t
t
dx hU

x
x
dt

x

x

t

t

1

2

1

2
2

1

2

1
( ) = 0.∫ ∫+  (6)

Отметим, что при выводе этого закона сохра-
нения нам не потребовались какие-либо ограни-
чения на параметры рассматриваемого течения. 
В случае гладких решений закон сохранения (6) 
можно записать в дифференциальной форме 

 h hUt x+ ( ) = 0.  (7)

С учётом формулы (5) закон сохранения гори-
зонтальной составляющей импульса жидкости 
в области (3) имеет вид 

H1

H2

xa2a1

L0

H2

Фронт бора

η

Рис. 1. Ондулярный бор, распространяющийся в по-
ложительном направлении оси x.
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где p p x z t= ( , , )  — удельное давление. Преобра-
зуем интегралы по вертикальной координате z 
с учётом уравнения неразрывности, потенциаль-
ности течения и уравнения Эйлера для верти-
кальной компоненты скорости жидкости 

а) u wx z+ = 0,  

б) u wz x− = 0,    (9)

в) w p gz+ + = 0,

где w w uw wwt x z= + + . Вводя обозначение u u U= − , 
с учётом потенциальности течения (9б) получаем 
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где ξ ξ( ) = ( ( , ))U U x t  — корен ь у ра внен и я 
u x U x t t U x t( , ( ( , )), ) = ( , )ξ .

Используя уравнение Эйлера (9в), находим 

 pdz gh G G wdz d
h h h

0

2

0

=
2

, = .∫ ∫ ∫+














ξ

ξ  (11)

Для вычисления интеграла G введём вспомога-
тельную функцию 

 w x t w x z t z hα α α α α( , ) = ( , , ), = , [0,1].∈  
Применяя уравнение неразрывности (9а), фор-
мулу u U u= +   и недивергентную форму записи 
уравнения (7) 

  h hU h h Uhx t x+ += 0, = ,  (12)

получаем 
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где с учётом потенциальности течения (9б) 
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Отсюда следует, что интеграл G можно предста-
вить в виде 
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3. Предположим, что рассматриваемое течение 
содержит изолированный ондулярный бор, рас-
пространяющийся в положительном направле-
нии оси x (рис. 1), и фронт этого бора в момент 
времени t занимает область 

 
W t x z t a t x a t

x t z h x t
( ) {

},
=

≤ ≤
( , , ) : ( ) < < ( ),
( , ) ( , )

1 2

η
 (14)

где η( , ) > 0x t , η( ( ), ) = ( ( ), )a t t h a t ti i , ′a ti ( ) > 0 . Бу-
дем полагать, что характерные глубины потока 
H1  за фронтом бора и H2  перед фронтом бора — 
величин одного порядка, т.е. H O H2 1= ( ) . С учё-
том этого характерную глубину всего течения 
зададим по формуле H H H= ( ) / 21 2+ . Посколь-
ку на фронте бора неравенство (2) не выполняет-
ся, то для такого течения невозможно корректно 
определить характерную длину L поверхностных 
волн, входящую в условие ДВП (1). Поэтому вве-
дём понятие локального гидростатического при-
ближения (ЛГСП), в силу которого течение жид-
кости в точке A = (x, z, t) удовлетворяет ЛГСП с 
малым параметром δ, если в этой точке выполне-
но неравенство 
 w A C C gH2 2( ) / < 1, = .δ  (15)

Как показано в [15], понятие ЛГСП (15) обоб-
щает понятие ДВП (1) на случай волновых тече-
ний с гидравлическими борами.

Возмущения потока, возникающие на фрон-
те ондулярного бора, формируют последователь-
ность затухающих поверхностных волн, распро-
страняющихся за фронтом бора. Если характер-
ная длина L0  этих волн сравнима с характерной 
глубиной потока, т.е. L O H0 = ( ), то за фронтом 
бора образуется поверхностный слой жидкости, 
внутри которого условие ЛГСП не выполняется. 
Модель Грина–Нагди не позволяет эффективно 
воспроизводить структуру этих ондулярных волн, 
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в силу чего такие течения более точно аппрокси-
мируются базисными законами сохранения пер-
вого приближения теории мелкой воды [14, 15]. 
Поэтому далее будем предполагать, что характер-
ная длина ондулярных волн L H0   и условие 
ЛГСП (15) выполняется во всех точках жидкости 
A W t∉ ( ) .

Для приближённого моделирования рас-
сматриваемого течения введём безразмерные 
переменные 

 
x

H
x z z

H
t C
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t h h
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u u
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p p
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w w
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* * * *

* * 2 *

= , = , = , = ,

= , = , = ,
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 (16)

которые в результате подстановки δ = /2 2H L  пе-
реходят в безразмерные переменные ДВП [8, 15], 
где величину L  можно рассматривать как харак-
терную длину волн в областях перед и за фронтом 
ондулярного бора. Далее наряду с (16) будем ис-
пользовать обозначение 
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  (17)

для безразмерной горизонтальной скорости, 
осреднённой по глубине потока.

Можно показать, что законы сохранения (4), 
(6)–(8) не изменяются при записи в безразмерных 
переменных (16), (17), а уравнения (10), (11) и (13) 
принимают вид 
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Это означает, что если боковые границы x x ti= ( )  
области интегрирования (3) не пересекаются с об-
ластью (14), в которой расположен фронт бора, т.е. 
удовлетворяют одному из трёх условий:

 1) ( ) < ( ), 2) ( ) < ( ),
3) ( ) < ( ) < ( ) < ( ),

2 1 2 1

1 1 2 2

a t x t x t a t
x t a t a t x t

 

то из уравнения (8) с точностью O( )2δ  следует ин-
тегральный закон сохранения полного импульса 
для модели Грина–Нагди 
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Если хотя бы одна из боковых границ x x ti= ( )  
пересекается с областью (14), то уравнение (18) 
в общем случае не аппроксимирует закон сохра-
нения горизонтального импульса (8).

4. Следствием интегрального уравнения (18) 
в областях x a t< ( )1  и x a t> ( )2  вне фронта бора 
(14) является дифференциальная форма записи 
закона сохранения полного импульса 
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= 0,2
2 2

hU hU h h h
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 (19)

из которой с учётом закона сохранения массы (7) 
следует уравнение для изменения скорости жид-
кости в модели Грина–Нагди 

 U U h
h
h ht

x
x

+ +








 + ( )

2
2

2 3
= 0,δ



 (20)

где с учётом уравнений (12) 
 h h U U UUx xt xx= ( ) .2 − −( )  

Система уравнений (7), (20) была получена в [7] 
из уравнений неразрывности и Эйлера с учётом 
предположения о линейной зависимости верти-
кальной скорости жидкости w  от координаты z. 
Основной недостаток этой системы заключается 
в том, что построенные на ее основе разностные 
схемы (см., например, [12]) в общем случае неди-
вергентным образом аппроксимируют закон со-
хранения полного импульса (19). Этот недостаток 
отсутствует в консервативных разностных схемах 
[13], которые непосредственно аппроксимируют 
дивергентные уравнения (7), (19). Во многих рабо-
тах, например [12, 13], системы (7), (19) и (7), (20) 
применяются для численного моделирования он-
дулярных боров, возникающих, в частности, при 
расчёте задачи о разрушении плотины. Однако на 
интервале ( )a t a t1 2( ), ( ) , над которым расположен 
фронт бора (14), уравнения (19) и (20) не являют-
ся следствием интегрального закона сохранения 
полного импулса (18), в силу чего не описывают 
реальное течение жидкости на этом интервале и, 
как следствие, разностные схемы, построенные на 
их основе, не позволяют корректно воспроизво-
дить ондуляции, возникающие за фронтом бора.

Численные алгоритмы, предназначенные для 
моделирования ондулярных боров, необходимо 
строить путём аппроксимации интегрального 
закона сохранения полного импульса (18), запи-
санного относительно областей (3), для которых 
x x a a2 1 2 1>− − , а t1  и t2  – последовательные слои 
разностной сетки. Если такая область (3) содер-
жит внутри себя фронт бора, то соответствующий 
ей закон сохранения (18) будет с точностью O( )2δ  
согласовывать параметры течения перед и за 
фронтом бора, представляя таким образом ана-
лог условий Гюгонио в гиперболической модели 
первого приближения теории мелкой воды. По-
скольку интегральный закон сохранения массы 



ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 484 № 4    2019 

ОСТАПЕНКО и др. 430

(6) в модели мелкой воды выводится без ограни-
чений на параметры течения, то его дифферен-
циальная форма записи (7) выполняется во всей 
области течения, включая фронт бора (14). Поэто-
му для аппроксимации закона сохранения массы 
можно использовать консервативную разностную 
схему, аппроксимирующую дивергентное диффе-
ренциальное уравнение (7). Получаемый таким 
образом численный алгоритм на этапе аппрок-
симации интегрального закона сохранения им-
пульса (18) будет неявным и для его реализации 
необходимо использовать многоточечные сеточ-
ные прогонки с итерациями по нелинейности на 
верхнем временном слое.
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The basic conservation laws in the Green–Nagdi model of shallow-water theory are derived from the two-
dimensional integral conservation laws of mass and the total momentum describing the plane-parallel flow 
in an ideal incompressible fluid above a horizontal bottom. This conclusion is based on the concept of a local 
hydrostatic approximation, which generalizes the concept of the long-wavelength approximation and is used 
for analyzing the applicability of the Green–Nagdi equations in modeling the wave flows with undular bores.
Keywords: undular bores, Green–Nagdi model, local hydrostatic approximation.


