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В работе рассматриваются процессы Леви, 
принимающие значения на конечном интерва-
ле (для определённости — на [0, π]) и отражаю-
щиеся от его границы. Процесс стартует из точ-
ки x ∈ (0, π) и движется по своей траектории, пока 
не достигнет границы интервала. В момент дости-
жения границы процесс отражается от неё, остав-
ляя на ней “скачок импульса” и продолжает дви-
гаться дальше. Скачки импульса в каждой точке 
границы с течением времени накапливаются.  1  

Отражающиеся процессы возникают при по-
строении вероятностных представлений решений 
начально-краевых задач с краевым условием Ней-
мана. В частности, для уравнения теплопроводно-
сти 2 2∂ = ∂t xxu u  решение u(t, x) начально-краевой 
задачи с начальной функцией f(x) и однородными 
краевыми условиями Неймана может быть пред-
ставлено в виде u t x f w tx( , ) = ( ( ))E  , где wx  — от-
ражающийся от границы интервала винеровский 
процесс, стартующий в нулевой момент времени 
из точки x ∈ (0, π).

Поскольку траектории процессов Леви ни-
где не дифференцируемы, то понятие отражения 
от границы требует строгого определения. Такие 
способы известны для процессов с непрерывны-
ми траекториями (см. [1, 2, 5]). В нашем случае 
траектории не обязательно непрерывны, поэтому 

1 Санкт-Петербургское отделение  
Математического института им. В.А. Стеклова 
Российской Академии наук
2 Санкт-Петербургский государственный университет
*E-mail: ibr32@pdmi.ras.ru
**E-mail: smorodina@pdmi.ras.ru
***E-mail:  m.faddeev@spbu.ru

для построения отражающегося процесса мы вос-
пользуемся подходом, предложенным в [3, 4], ос-
нованном на использовании идеологии теории 
обобщённых функций. Опишем основные идеи 
указанного подхода. Пусть ξ(t), ξ(0) = 0 — про-
цесс Леви, а ξx(t) = x + ξ(t). Начальную функцию f 
мы будем рассматривать как основную функцию, 
а операцию отражения переносим на неё, заменяя 
функцию некоторой новой функцией f , которая 
является продолжением функции f с интервала 
[0, π] на всю вещественную ось. Далее полагаем 
по определению E Ef t f tx x( ( )) = ( ( ))ξ ξ  .

Эволюция отражающихся процессов описывается 
двумя семействами операторов Rt, Qt. Первое семей-
ство является полугруппой, описывающей эволю-
цию одномерного распределения процесса внутри 
интервала. Второе семейство описывает эволюцию 
среднего накопленного скачка импульса в точках 
границы. Элементы этого семейства являются опе-
раторами, действующими на функции, заданные 
на границе интервала и переводящие их в функции 
из L2[0, π]. Далее будет показано, что для рассмотрен-
ных процессов Леви можно определить не только 
средний накопленный скачок импульса, но и ”ин-
дивидуальный” накопленный скачок импульса ка-
ждой траектории, который мы также будем тракто-
вать как случайный оператор t ( ( ))ξ ⋅ , зависящий 
уже от траектории исходного процесса.

Пусть функция f принадлежит соболевскому 
пространству W2

2[0, ]π . Представим f в виде 

 f x f x f x f f x( ) = ( ) (0) 2
( ) (0)

2 .0
2+ ′ −( )+ ′ − ′π π

π
 

При таком представлении функция f0 удовлет-
воряет соотношению ′ ′f f0 0(0) = ( ) = 0π . Разложим 
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функцию f0 в ряд Фурье f x a N xj j
j

0
0

( ) = ( )
=

∞

∑  по ор-

тогональному в L2[0, π] базису N j j
{ }

=

∞

0
, где 

 N x N x jx jj0 ( ) = 1 , ( ) = 2 ( ) 1.
π π

cos ?@8 ≥ при N x N x jx jj0 ( ) = 1 , ( ) = 2 ( ) 1.
π π

cos ?@8 ≥  

Рассмотрим продолжение f  функции f с ин-
тервала [0, π] на всю вещественную прямую, где 

f x a N x f x f f x
j

j j
( ) = ( ) (0) 2

( ) (0)
2 .

=0

2
∞

∑ + ′ −( )+ ′ − ′π π
π

 (1)

Далее, пусть w(t) — стандартный винеров-
ский процесс. Определим полугруппу Pt опе-
раторов в W2

2[0, ]π , полагая для f W∈ 2
2[0, ]π  

P f x f x w tt ( ) = ( ( ))E� + .
Обозначим через Rt интегральный оператор 

в L2[0, π] с ядром 

 R x y e N x N yt

j

j t

j j( , ) = ( ) ( ).
=0

2

2∞ −∑  

Тогда 

 
P f x f y R x y dy

f Q x f Q x

t t

t t

( ) = ( ) ( , )

(0) ( ,0) ( ) ( , ),
0

π

π π

∫ −

− ′ + ′
 

где

 Q x t x y R x y dyt t( , ) = 1
2 ( ( , ) )2 2

0

π
π

π

+ − ∫ ,  

 

 Q x Q x x yR x y dyt t t( ,0) = ( , ) ( , )
0

π
π

− + ∫ .  

На Qt мы будем смотреть как на линейный 
оператор, переводящий функцию g, заданную 
на двухточечном множестве {0, π} в функцию 
Qtg ∈ L2[0, π], где 

 Q g x Q x g Q x gt t t( ) = ( ,0) (0) ( , ) ( )+ π π . 

Обозначим через Λ функцию, получающую-
ся 2π-периодическим продолжением функции 
x x| |  с интервала [–π, π] на всю прямую. Опре-
делим процесс w tx

0 ( ) , полагая w t x w tx
0 ( ) = ( ( ))Λ + .  

Для любых x ∈ [0, π], t ≥ 0  плотность распределе-
ния случайной величины w tx

0 ( )  есть R xt ( , )⋅ .
Т е о р е м а  1. Семейства операторов Rt, 

Qt удовлетворяют соотношениям Rt+s = RtR s, 
Qt+s = Qt + RtQs. При этом R0 = I — тождественный 
оператор, а Q0 = 0. 

Через AN обозначим самосопряжённый опе-
ратор, действующий в пространстве L2[0, π] и за-
данный на области определения (AN), состоя-
щей из тех функций класса W2

2[0, ]π , произво-
дная которых на границе интервала равна нулю. 

По определению оператор AN переводит функцию 

f a Nj j
j

=
0=

∞

∑  в функцию A f j a NN
j j

j
= 2

0
−

=

∞

∑ .

Т е о р е м а  2. При всех t > 0 и f ∈ L2[0, π] справед-
ливы соотношения 

 ∂
∂

∂
∂t R f A R f t Q x R xt N t t t= 1

2 , ( , ) = 1
2 ( , ).θ θ  

Заменим винеровский процесс его аппрок-
симацией сложным пуассоновским процессом. 
Пусть { } =1ξ j j

∞  — последовательность независи-
мых одинаково распределённых случайных ве-
личин с общим симметричным распределением 
. Предположим, что случайная величина ξ1 име-
ет конечный четвёртый момент и D Eξ ξ1 1

2= =1 . 
Далее, пусть η(t), t ≥ 0 — стандартный пуассонов-
ский процесс, не зависящий от последовательно-
сти {ξ j}. Для каждого n ∈  определим сложный 
пуассоновский процесс ζn(t), t ∈ [0, T ], полагая 

ζ ξ
η

n j
j

nt

t
n

( ) = 1
=1

( )

∑ .

Пусть f W∈ 2
2[0, ]π , а функция f  опреде-

ляется (1). Для каждого n ∈  определим по-
лугруппу Pn

t  операторов в W2
2[0, ]π , полагая 

P f x f x tn
t

n( ) = ( ( ))E +ζ .

Обозначим через Rn
t  оператор в L2[0, π], пе-

реводящий функцию f a Nj j
j

=
=0

∞

∑  в функцию 

R f a e Nn
t

j

t

j
j

j
n

= 2

=0

−∞

∑
λ

,  где λ j
n n jy

n
d y= 2 ( 1) ( )− −∫ cos 



. 

При фиксированном x ∈  [0, π] ядро R xn
t ( , )⋅  со-

впадает с распределением случайной величины 
ζ ζn x nt x t,

0 ( ) = ( ( ))Λ + . Тогда

 P f x f y R x dy f Q x

f Q x

n
t

n
t

n
t

n
t

( ) = ( ) ( , ) (0) ( ,0)

( ) ( , ),
0

π

π π

∫ − ′ +

+ ′
 

где

 Q x t x y R x dyn
t

n
t( , ) = 1

2
( ( , ))2 2

0

π
π

π

+ − ∫ ,  

 Q x Q x x yR x dyn
t

n
t

n
t( ,0) = ( , ) ( , )

0

π
π

− + ∫ .  

Т е о р е м а  3. Семейства операторов R Qn
t

n
t,  

удовлетворяют соотношени я м R R Rn
t s

n
t
n
s+ = , 

Q Q R Qn
t s

n
t

n
t
n
s+ += .
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При этом R In
0 =  — тождественный оператор, 

а Qn
0 = 0 . 

Через An
N  обозначим ограниченный опера-

тор в пространстве L2[0, π], переводящий функ-

цию f a Nj j
j

=
=0

∞

∑  в функцию A f a Nn
N

j
n

j j
j

=
=0

−
∞

∑λ ,   

а через An обозначим оператор, определённый 
на W2

2[0, ]π  как 
 A f x n f x y

n
f x dyn ( ) = 2 ( ) ( ). +









−









∫



  

Введём ещё оператор Rn
t
  в L2[0, π] с ядром 

 R x y N x N y
j
e N x N yn

t

j

j
n j

nt

j j
 ( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ).0 0

=1
2

2+
∞ −

∑
λ

λ

 

Т е о р е м а  4. При всех t > 0 и f ∈ L2[0, π] спра-
ведливы соотношения 

 ∂
∂

∂
∂t

R f A R f
t
Q x R xn

t
n
N

n
t

n
t

n
t

= 1
2

, ( , ) = 1
2

( , ).θ θ  

Т е о р е м а  5. Существует число C > 0 такое, 
что для любой функции f ∈ (AN) выполнено 

    R f R f C t
n

fn
t t

L W
− ≤

2 2
2[0, ] [0, ]

.π π
 

Т е о р е м а  6. Существует число C > 0, такое, 
что для любой функции g = {g(0), g(π)}, выполнено 

 Q g Q g Ct
n

g gn
t t

L
− ≤ ( ) + ( )( )[ ]2 0

3 8

3 8 0
,

.
π

π  

Покажем, что операторы Qt, Qn
t  могут быть по-

лучены усреднением некоторых случайных опе-
раторов t, n

t , которые будут иметь смысл нако-
пленного скачка импульса уже индивидуальной 
траектории. Начнём с более простого случая опе-
ратора Qn

t . Пусть g = {g(0), g(π)} — функция, задан-
ная на границе отрезка. Построим по ней функ-
цию f, заданную на [0, π]:

f x g x g g x( ) = (0)
2

( ) (0)
2

.2− −





 +

+π π
π

Определим случайный (зависящий от траекто-
рии процесса ζn ( )⋅ )  оператор, полагая 

n
t

n

n n x n
N

n x

g x

A f A f

ζ

ζ ζ

( ) ( )

( ) ( ), ,

⋅( )  =

= [ ]( ) −   ( )( )1
2

0 0τ τ
00

t

d∫ τ.

Раскладывая функцию f в ряд Фурье, получим 
n
t

n

j
n

n
j

t

g x

g t
j

j x d

ζ

ζ

( ) ( )

( ) cos ( )

⋅( )  =

= + +( )( )
=

∞

∑∫
0

2 2
10π

λ
τ τ









 +

+
( )

+
−( )

+( )( )




 =

∞

∑∫
g t

j
j x d

j
j
n

n
j

tπ
π

λ
τ τ

2
1

2
10

cos ( )ζ





.

n
t

n

j
n

n
j

t

g x

g t
j

j x d

ζ

ζ

( ) ( )

( ) cos ( )

⋅( )  =

= + +( )( )
=

∞

∑∫
0

2 2
10π

λ
τ τ









 +

+
( )

+
−( )

+( )( )




 =

∞

∑∫
g t

j
j x d

j
j
n

n
j

tπ
π

λ
τ τ

2
1

2
10

cos ( )ζ





.

Те ор ем а 7. Для любой функции g = {g(0), g(π)} 
справедливо 

 ΕΕ n
t

n n
tg x Q g xζ ( ) ( ).⋅( )  ( ) =    

Определим теперь случайный оператор, соот-
ветствующий оператору Qt. Эта конструкция бу-
дет немного сложнее, так как, в отличие от опера-
тора An

N , оператор AN не продолжается до ограни-
ченного оператора в L2[0, π].

Введём обозначени я. На прост ранстве 
 = [0, π] × C0[0, ∞] рассмотрим меру m = mes × PW, 
где mes — мера Лебега на [0, π], а PW — мера Вине-
ра. Через Пm обозначим проектор в L2[0, π] на ли-
нейную оболочку векторов N0, N1, ..., Nm.

Определим случайный оператор, полагая 
для g = {g(0), g(π)} 

t

m x
N

m x

w g x

f w A f w

⋅( )( )  ( ) =

= ′′ ( )( ) − ( )



 ( )( )(

→∞

1
2

0 0lim τ τΠ ))∫ d
t

τ.
0

 (2)

Предел в (2) понимается в L2(, m) .
Раскладывая функцию f в ряд Фурье, получаем 

 

t

j

t

w g x
g t j x w d

⋅()( )



 ( )=

=
( )

+ + ( )( )( )



 =

∞

∑∫
0

2 10π
τ τcos






+

+
( )

+ −( ) + ( )( )( )










=

∞

∑∫
g t j x w dj

j

tπ
π

τ τ
2

1
10

cos 
.

 

Т е о р е м а  8. Для любой g = {g(0), g(π)} выполнено 
E[ ( ( )) ]( ) = [ ]( )t tw g x Q g x⋅ . 

Пусть ξα(t) — симметричный α-устойчивый 
процесс Леви с параметром α ∈ (1, 2) и мерой Леви 
вида dx

C xα
α| |1+

, где Cα α
πα= (1 )
2

Γ − 





cos .

Определим полугруппу операторов Ptα , по-

лагая P f x f x tt
α αξ( ) = ( ( ))E + .  Поскольку случай-

ные величины ξα(t) не имеют второго момен-
та, мы можем определить данную полугруппу 
только на подпространстве W2

2[0, ]π , состоя-
щем из функций f, удовлетворяющих условию 
′ ′f f(0) = ( )π .
Обозначим через Rtα  интегральный оператор 

в L2[0, π] с ядром

 R x y e N x N yt
j t

j j
j

α
α

α

( , ) =
=0

−∞

∑ ( ) ( ).  

Тогда 
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P f x

f y R x y dy f Q x f Q x

t

t t t

α

α α α

π

π π

( )

( ) ( , ) (0) ( ,0) ( ) ( , ),
0

=

= − ′ + ′∫
где

 Q x x yR x y dy C Q x Ct t t
α α

π

α π( ,0) = ( , ) , ( , ) =
0

− + +∫ ,  

а константа C может быть выбрана произвольно, 
что означает, что для отражающегося устойчи-
вого процесса мы можем определить только раз-
ность между накопленным средним скачком им-
пульса на левом и правом концах промежутка.

Т е о р е м а  9. Семейства операторов P Qt t
α α,  

удовлетворяют соотношени я м R R R Q Q R Qt s t s t s t t s
α α α α α α α
+ + += , =

R R R Q Q R Qt s t s t s t t s
α α α α α α α
+ + += , = . При этом R Iα

0 =  — тождествен-
ный оператор, а Qα

0 = 0 . 
Через ANα  обозначим оператор, действующий 

в пространстве L2[0, π] и заданный на области 
определения (AN). По определению оператор 

ANα  переводит функцию f a Nj j
j

=
0=

∞

∑ в функцию 

A f j a NN
j j

j
α

α=
=1

−
∞

∑ .

Введём ещё оператор R
t


α  в L2[0, π] с ядром 

 R x y N x N y
j

e N x N y
t

j

j t

j j


α α

α

α( , ) = ( ) ( ) 1 ( ) ( ).0 0
=1

2+
∞

−

−∑  

Т е о р е м а  10. При всех t > 0 и f ∈ L2[0, π] спра-
ведливы соотношения 

 ∂
∂t R f A R ft N t

α α αα
= 1 ,  

 ∂
∂

− −t Q x Q x R x R xt t t t
( ( ,0) ( , )) = 1 ( ( ,0) ( , )).α α α απ

α
π   

Определим случайный оператор, соответ-
ствующий оператору Qtα . На пространстве 
α = [0, π] × D0[0, ∞] (здесь D0 — пространство Ско-
рохода) рассмотрим меру mα = mes × Pα, где Pα — 
мера, порождённая процессом ξα(t). Для каждого 
g, g(0) + g(π) = 0 положим

 
α α

α α

ξ

α
ξ τ τ

t

m

N
m x

t

g x

A f d

⋅( )( )  =

= − ( )  ( )
→∞ ∫

( )

lim ( ) ,,
1 0

0

Π
 

где ξ τ ξ τα α,
0 ( ) = ( ( ))x xΛ + , а функция f строится 

по функции g по формуле f x g x( ) = (0) 2− −( )π .  
Предел понимается в L2(α, mα).

Раскладывая функцию f в ряд Фурье, получаем 

α α

α α

ξ

α π
ξ τ

t g x
g

l
l x d

( ) ( )
( ) cos ( )

⋅( )  =

=
−( )

−( ) +( )( )−

0 4 1
2 1

2 12 ττ.
l

t

=

∞

∑∫
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Т е о р е м а  11. Для любой функции g = {g(0), g(π)}, 
такой, что g(0) + g(π) = 0, выполнено

 E[ ( ( )) ]( ) = [ ]( )α α αξt tg x Q g x⋅ . 
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For some classes of Lévy Processes, the notion of reflection from an interval boundary is introduced. It is 
shown that trajectories of a reflecting process define random operator that map functions defined on the 
interval boundaries into elements of L2 on the whole interval.
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